MATEMATYKA 4.6

Uktady nieliniowe,
ptaszczyzna
fazowa i stabilnos¢

Wahadlo przy matych wychyleniach to oscylator harmoniczny,
ale rozkrecone potrafi przejs¢ przez goére i krazy¢. Lisy i zajace
nie daza do stanu rownowagi, tylko na zmiane sie mnoza i gina.
Serce bije w stalym rytmie, nawet gdy cos je na chwile zaburzy.
Zadnego z tych zjawisk nie opisze uklad liniowy. Réwnan
nieliniowych zwykle nie da sie rozwigza¢ wzorem, ale da sie
narysowac, co robia: wystarczy znalez¢ punkty réwnowagi,
zlinearyzowac uktad w ich okolicy (lekcja 4.5) i potaczy¢ kawatki
w portret fazowy.
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o Prolog: wahadto, ktore przechodzi przez gore

Wahadlo (sztywny pret z ciezarkiem) speinia 6 = —4 sin 0. Dla matych kqtéw sin 6 ~ 6 (lekcja 1.4
Rachunek rézniczkowy w praktyce) i dostajemy oscylator harmoniczny z okresem 27r\/L—/g. Ale
przybliZenie przestaje dziala¢, gdy wahadlo wychyli sie mocno. Przy wychyleniu 90° okres jest
juz o 18% dtuzszy. Jesli nadamy mu do$¢ predkosci, przejdzie przez polozenie pionowe u gory i
zacznie sie kreci¢. Pionowe potozenie u géry (0 = ) tez jest rOwnowaga: niestabilna.

Pytanie na start. Jakq co najmniej predkosc katowq trzeba nadac wahadtu w najnizszym punkcie, Zeby
przeszio przez gore? Jak wyglada ruch doktadnie na granicy? Odpowiedz w czesci 2.

1 Punkty rownowagi i linearyzacja

Uktad autonomiczny w plaszczyznie to & = f(z, y), y = g(z, y): prawe strony zaleza od stanu, ale
nie od czasu (lekcja 4.5 Uktady réwnan liniowych i przestrzen stanéw). Punkt réwnowagi (z*; y*)
to miejsce, gdzie f = g = 0: uklad tam stoi. Blisko réwnowagi zmienne{ =z —z*,n =y — y* sa
male, wiec f i g zastepujemy przyblizeniem liniowym z rézniczki (lekcja 3.1 Reguta fanicuchowa,
ekstrema i mnozniki Lagrange'a w wielu zmiennych):

" )
58 LINEARYZACJA W PUNKCIE ROWNOWAGI

&\ o (¢ _ (0 Oyf
(77) J<77>’ 7= (819 3yg>(ac*;y*)'

Macierz Jacobiego J gra role macierzy A z lekcji 4.5. Jesli zadna warto$¢ wiasna J
nie ma zerowej czesci rzeczywistej (réwnowaga hiperboliczna), to w poblizu
réwnowagi uklad nieliniowy wyglada jak liniowy: trajektorie jednego da sie ciagle
odksztalci¢ w trajektorie drugiego (twierdzenie Hartmana-Grobmana), wiec
stabilno$¢ jest ta sama, a siodlo pozostaje siodtem. Silniejszy wynik dla uktadow
lokalnie liniowych méwi wiecej: spirala pozostaje spirala, a wezet weztem, z
wyjatkiem réwnych wartosci wlasnych, gdy wezel moze stac sie spirala.

por. Boyce i DiPrima §9.3 H Gdy wartos$ci wlasne sg czysto urojone (Srodek liniowy),
linearyzacja nie rozstrzyga: decyduja wyrazy nieliniowe (zadanie 1.5).
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Przyktad 1.1
Rownowagi wahadta

Dla wahadta 6 = w, & = — sin @ — yw (jednostki, w ktérych g /L = 1) znajdz réwnowagi i ich typ
dlay=0ivy=0,5.

1  w=0isinf = 0: réwnowagi (km; 0). Wystarczy zbadac¢ (0; 0) (na dole) i (w; 0) (u

gory).
2 J= 0 1 Nadolecos0 = 1: A2 +yA +1=0.Ugérycosm = —1: A2 + 4\ —
Ccos )" : . :
1=0.

3 v =0:nadole A = £i ($rodek liniowy), u géory A = +1 (siodlo).

4 v =0,5:nadole A\ = —0,25 £+ 0,968: (spirala stabilna), u géry A ~ 0,78 i —1,28 (siodlo).

Wynik: polozenie dolne: §rodek liniowy bez tarcia, spirala stabilna z tarciem,;
polozenie gorne: siodto w obu przypadkach.

Sprawdzenie: dla v = 0 dolna réwnowaga nie jest hiperboliczna, wiec sama
linearyzacja nie méwi, czy orbity sa zamkniete. Rozstrzyga to zasada zachowania
energii w czesci 2 v. Siodto u gory: wahadlo ustawione pionowo w gore spada przy
najmniejszym zaburzeniu v'.

/. ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 45 min

1 Znajdzréwnowagi uktadu = = — 2, § = —y i okresl ich typ.

2 Wahadlo bez tarcia ma réwnowagi w (km; 0). Ktore z nich sa siodtami? Dlaczego to tylko
=« dwa fizycznie rézne polozenia?

3 Dlajakiego ttumienia v dolna rownowaga wahadla przestaje by¢ spirala (od v = 2 wezel;
= przy v = 2 zdegenerowany, ttumienie krytyczne)? Co to znaczy fizycznie?

4 Sprezyna ,miekknaca”: & =y, y = —z + 2°. Znajdz réwnowagi i ich typ z linearyzacji.

4.6 - Uklady nieliniowe, ptaszczyzna fazowa i stabilnosé 4/16



5

Uktad & = —y + z(2? + 3?), ¥ = = + y(2? + y*) ma w zerze linearyzacje ((1) _01>

($rodek). Przejdz do wspolrzednych biegunowych i pokaz, ze naprawde to niestabilna
spirala.

oo podstawowe  meo Srednie saa feynmanowskie

2 Portret fazowy wahadta

Portret fazowy to rysunek wielu trajektorii na plaszczyznie stanéw: z niego od razu wida¢, co sie
stanie z kazdym stanem poczatkowym. por. Strogatz rozdz. 6 Dla wahadla bez tarcia pomaga
zasada zachowania energii (Dzial 2: Energia). Mnozac § = — sin 6 przez 0, dostajemy

d [ w? :

T (‘*’7 — CoS 0) =0, czyli

w2
E0, w) = > cos = const.

Trajektorie to poziomice funkcji E (lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce). Dla —1 < E <
1 to zamkniete krzywe wokét (0; 0): wahania. Dla E > 1 to linie falujace, idgce w prawo lub w
lewo: obroty. Granica jest separatrysa F/ = 1:

0
= +2cos —.
w cos o

Wahadtlo na separatrysie zmierza ku pionowi u gory i dochodzi do niego dopiero po
nieskonczenie dtugim czasie. Najnizszy punkt mija z predkoscia katowa 2 (w jednostkach, w
ktérych g/L = 1), czyli 2,/g/L: to odpowiedz na pytanie z prologu. Okres wahari roénie z
amplituda i dazy do nieskonczonosci przy zblizaniu sie do separatrysy.
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SYMULACJA 1  Portrety fazowe czterech uktadow nieliniowych. Kliknij w ptaszczyzne,
zeby wypuscié trajektorie z tego punktu (linia w przod i w tyl w czasie). Punkty
réwnowagi sa oznaczone, a ich typ wynika z wartos$ci wlasnych jakobianu. Dla wahadta
zmieniaj ttumienie v: zamkniete orbity zamieniaja sie w spirale, a separatrysy dziela
plaszczyzne na obszary przyciagania kolejnych dolnych potozen.

54

51

— trajektorie == klikniete == réwnowaga stabilna = niestabilna/siodto = $rodek liniowy

= = separatrysa (wahadto bez tarcia)

rownowagi (-6,28; 0,00): $rodek liniowy; (-3,14; 0,00): siodio; (0,00; 0,00):
srodek liniowy; (3,14; 0,00): siodto; (6,28; 0,00): srodek liniowy

Bez tarcia trajektorie to poziomice energii: zamkniete (wahania) albo falujgce (obroty). Granicg jest
separatrysa tagczaca siodta w 6 = +T.

Stan na rysunku: wahadto, y = 0,00; rownowagi: (-6,28; 0,00): $rodek liniowy; (-3,14;
0,00): siodio; (0,00; 0,00): Srodek liniowy; (3,14; 0,00): siodio; (6,28; 0,00):
srodek liniowy.

/. ZADANIA - CZESC 2 4 zadania - ok. 35 min
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1 Sprawdz,ze E = “’72 — cos 8 jest stata wzdluz rozwigzan wahadta bez tarcia, liczac ‘fi—f

= regulg tancuchowa.

2 Sprawdz, ze w = 2 cos g lezy na poziomicy E = 1. Oblicz minimalng predkos¢ katowa w
== dole, przy ktérej wahadto o dtugoéci 1 m przejdzie przez gére (g = 9,81 m/s?).

. . B . 0 . /2 d
3 Okres wahadla o amplitudzie 6, to T' = 4K (sin &) \/L/g, gdzie K (k) = 0 \/kaisqus to

zupelna catka eliptyczna pierwszego rodzaju z modutem k (liczy sie ja numerycznie;
uwaga: w SciPy ellipk(m) przyjmuje m = k?). Dla 6y = 90° wychodzi T ~ 7,42+/L/g. 0
ile procent dluzej niz dla matych wahan? Dlaczego przy 6y — 180° okres ros$nie bez

ograniczen?

4  Wahadlo z tarciem (v = 0,5) dostaje w dole bardzo duzg predkos¢. Opisz jego ruch w
== portrecie fazowym. Od czego zalezy, w ktérym dolnym potozeniu (2kn; 0) sie zatrzyma?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

3 Drapiezniki i ofiary
Model Lotki-Volterry: zajace x rozmnazaja sie w tempie a i ging zjadane przez lisy (wyraz —bzxy),

lisy y wymierajg bez pozywienia (tempo c) i mnoza sie dzieki zajacom (+dzxy):

por. Boyce i DiPrima §9.5
z = z(a — by), ¥ =y(—c+dz).
FunkcjaV = dz — clnz + by — alny jest stala wzdluz rozwigzan (zadanie 3.3), wiec trajektorie w

pierwszej ¢wiartce to zamkniete krzywe wokdt rownowagi wspdtistnienia: populacje oscyluja bez
konca, z amplitudg ustalona przez warunki poczatkowe.
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Przyktad 3.1
Zajace i lisy

Dlaa =1,b=0,5 ¢ = 0,75 d = 0,25 (czas w latach, populacje w tysiqgcach) znajdz réwnowagi,
ich typ i okres matych oscylacji.

1 Roéwnowagi: (0; 0) oraz z* =c¢/d =3, y* =a/b = 2.

2 J= (a ;yby —be ) W (0; 0): diag(1, —0,75), siodto (bez liséw zajace rosna, bez

—c+dz
zajecy lisy gina).
3 (0 =155\ 5 - ., -
W (3; 2):J = o5 o ) A* = —0,75, A = £0,8664: Srodek liniowy.

4  Okres malych oscylacji #’gﬁ ~ 7,26 roku.

[ Wynik: siodto w (0; 0), Srodek w (3; 2); oscylacje z okresem ok. 7,3 roku. }

Sprawdzenie: srodek liniowy nie rozstrzyga sam (czes¢ 1), ale zachowana wielko$¢
V maw (3; 2) minimum, wiec orbity sa zamkniete v. Numerycznie: start z (3,3; 2)
daje okres 7,26, a start z (8; 2) okres 8,00: duze oscylacje sa wolniejsze. Z
linearyzacji: przy matych oscylacjach maksimum liséw spdznia sie za maksimum
zajecy o ¢wier¢ okresu (dla duzych orbit mniej, np. ok. 0,15 okresu przy starcie z

(8; 2)).

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 40 min

1 Wyjasnij biologicznie znaczenie kazdego wyrazu modelu Lotki-Volterry. Ktéry wyraz
=« jestnieliniowy?

2 Pokaz, ze w ogélnym modelu jakobian w (c¢/d; a/b) ma wartosci wlasne +i+/ac. Ile
== wynosi okres matych oscylacji?

3 Pokaz, ze V =dx — clnx + by — alny jest stata wzdluz rozwiagzan.

4  Pokaz, ze Srednie po okresie wynosza Z = ¢/d iy = a/b. Co sie stanie ze $rednimi, jesli
== Judzie odlawiajq oba gatunki w tempie h (czylia — a — h, ¢ — ¢+ h)?
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5 Dwa gatunki konkuruja o pokarm: & = (1 — z — y), y = y(0,75 — y — 0,52). Znajdz
== wszystkie rownowagi i zbadaj, czy wspolistnienie jest stabilne.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

4 Cykle graniczne

Zamkniete orbity wahadla i modelu Lotki-Volterry tworzg rodziny: kazdy stan poczatkowy ma
swoja orbite, a zaburzenie przenosi uklad na sasiednia. Zegar, serce czy brzeczacy przewdd
zachowujg sie inaczej: po zaburzeniu wracaja do tej samej oscylacji. Taka izolowana zamknieta
orbita, do ktérej zbiegaja sasiednie trajektorie, to cykl graniczny (stabilny).

por. Strogatz rozdz. 7

Klasyczny przyklad to oscylator van der Pola, model obwodu z lampa elektronowa:
&—pu(l—2*)z+z=0, p > 0.

Dla matych |z| ,ttumienie” —u(1 — z%) jest ujemne: uktad dostaje energie, drgania rosna. Dla

|z| > 1jest dodatnie: energia jest tracona. ROwnowaga miedzy tymi efektami ustala jedna
amplitude, bliska 2 niezaleznie od u. W plaszczyznie istnienie cyklu gwarantuje twierdzenie
Poincarégo-Bendixsona: trajektoria, ktéra od pewnej chwili pozostaje w domknietym,
ograniczonym obszarze bez punktéw rownowagi, jest orbitg zamknieta albo do niej dazy. Dla van
der Pola takim obszarem jest pier§cienl wokét niestabilnego zera. por. Boyce i DiPrima §9.7
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Przyktad 4.1
Oscylator van der Pola

Dla p = 1 zbadaj réwnowage w zerze i opisz, co dzieje si¢ 2 trajektoriami startujqcymi blisko zera
i daleko od niego.

1 Stan[z; y|zy=d:2 =y, y = pu(l — 2?)y — z. Jedyna réwnowaga: (0; 0).

2 J= (_01 i) ,A= E@ =1+ ‘/7§z spirala niestabilna. Trajektorie blisko zera

odkrecajg sie.

3 Daleko od zera dominuje thumienie puxz?#: trajektorie zakrecaja do $rodka. Pomiedzy
lezy cykl graniczny.

4  Numerycznie: amplituda cyklu ~ 2,01, okres ~ 6,66 (dla © = 0,1: 2,001 6,29; dla . = 3:
2,021 8,86).

Wynik: niestabilna spirala w zerze, stabilny cykl graniczny o amplitudzie ok. 2 i
okresie ok. 6,66.

Sprawdzenie: dla matego i uklad to prawie oscylator harmoniczny, wiec okres
powinien by¢ bliski 27 ~ 6,28 v. Dla duzego u drgania staja sie ,relaksacyjne”:
powolne narastanie i gwaltowny przeskok (symulacja 2).
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SYMULACJA 2 Oscylator van der Pola. Dwie trajektorie startuja wewnatrz i na zewnatrz
cyklu i zbiegaja do tej samej zamknietej orbity. Po lewej ptaszczyzna fazowa, po prawej
przebieg z(t). Zmieniaj u: przy matym p cykl jest prawie okregiem, przy duzym drgania
staja sie relaksacyjne. Odczyt podaje zmierzong amplitude i okres.

x.’
2
X 0 ’
-2
10 20 30 40 50 60
t
— start wewnatrz (0,1; 0) — start na zewnatrz (3; 0)

amplituda cyklu 2,009 okres 6,665 21 6,283

Obie trajektorie, z wnetrza i z zewnatrz, zbiegajg do tej samej zamknietej orbity. Amplituda nie zalezy
od warunkow poczatkowych.

Stan na rysunku: g = 1,00; amplituda cyklu 2,009, okres 6,665.

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 30 min

1 Dlajakich p > 0 zero jest w oscylatorze van der Pola niestabilna spirala, a dla jakich
= niestabilnym wezlem?

2 Dlaczego uklad liniowy Z = AZ nie moze mie¢ cyklu granicznego?
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3 Czym rézni sie zamknieta orbita modelu Lotki-Volterry od cyklu granicznego van der
== Pola? Co sie stanie w obu uktadach po krétkim zaburzeniu?

4 Uklad we wspélrzednych biegunowych: 7 = r(1 — r2), ¢ = 1. Pokaz, ze r = 1 to stabilny

1/

cykl graniczny, i sprawdz, ze r(t) = (1+ Ce ) ? spelnia réwnanie.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

5 Btedne intuicje

X

»,Linearyzacja zawsze mowi, czy rownowaga jest stabilna.”

Tylko dla réwnowag hiperbolicznych. Srodek liniowy moze byé naprawde $rodkiem,
spirala stabilna albo niestabilng (zadanie 1.5).

x ,Stabilna rownowaga przyciagga wszystkie trajektorie.”

Tylko te z jej obszaru przyciagania. Wahadlo z tarciem ma nieskonczenie wiele
stabilnych potozen, a kazde przyciaga swoj pas plaszczyzny (zadanie 2.4).

x ,Okres wahadta nie zalezy od amplitudy.”

To prawda tylko dla matych wychylen. Przy 90° okres jest o 18% dtuzszy, a przy
amplitudzie bliskiej 180" ro$nie bez ograniczen.

x ,Kazda zamknieta orbita to cykl graniczny.”

Cykl graniczny jest izolowany. Orbity wahadta bez tarcia i modelu Lotki-Volterry tworza
ciagle rodziny (zadanie 4.3).

x  Populacje w modelu drapieznik—ofiara daza do rownowagi.”

W modelu Lotki-Volterry oscyluja bez konca wokét réwnowagi; zbieznos¢ pojawia sie
dopiero w modelach z dodatkowymi efektami, np. z ograniczona pojemnoscia
$rodowiska dla ofiar.
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Sprawdz sie

N
Jak znalez¢ punkty réwnowagi uktadu ¢ = f, y = ¢?
Rozwigzaé f = 0i g = 0 jednoczesnie.
J
R
Jaka macierz opisuje uktad blisko réwnowagi?
Jakobian J (pochodne czastkowe f i g) policzony w réwnowadze.
J
R
Kiedy linearyzacja wiernie oddaje typ réwnowagi?
Gdy zadna warto$¢ wlasna nie ma zerowej czesci rzeczywistej (rownowaga
hiperboliczna).
J
~
Jakiego typu jest gérne polozenie wahadta?
Siodto.
J
~
Czym jest separatrysa wahadla i jakie ma réwnanie?
Granica miedzy wahaniami a obrotami: E = 1, czyliw = +2cos(0/2) (dlag/L = 1).
J
N
Ile wynosza $rednie liczebnosci w modelu Lotki-Volterry?
Z = c/d, § = a/b: wspblrzedne réwnowagi.
J
N
Czym jest cykl graniczny?
Izolowang zamknietq orbita; stabilny przyciaga sasiednie trajektorie.
J
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I 4 ° °
7 Karta wzorow i co dalej
\
LINEARYZACIJA MODELE
rownowaga: f(z*, y*) = g(z*, y*) =0 Lotka-Volterra: ¢ = z(a — by), y = y(—c+
dx
J = <f”” fy) w rownowadze; typ z )
9= 9y ' rownowaga (c/d; a/b), okres malych
warto$ci wlasnych (lekcja 4.5) drgat 27/ /ac, z = ¢/d, § = a/b
hiperboliczna (Re A # 0): stabilno$¢ i van der Pol: & — p(1 — 22)& + z = 0; cykl o
siodlo jak w ukladzie liniowym amplitudzie ~ 2
(wezel/spirala: poza A\; = Ay)
# = r(1 — r?): cykl graniczny r = 1
$rodek liniowy: rozstrzygajq wyrazy . , . . .
e . Poincaré-Bendixson: trajektoria

nieliniowe (np. zachowana energia) o . .

X uwieziona w ograniczonym, domknietym
wahadlo: B = % — cos 0; separatrysaw = obszarze bez réwnowag — orbita

0
+2c0s 5 zamknieta (lub dazy do niej)
J

Do przeczytania w podrecznikach

* W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems: 9.2
(uklady autonomiczne i stabilnos¢), 9.3 (uktady lokalnie liniowe), 9.4 (konkurencja

gatunkéw), 9.5 (drapieznik-ofiara), 9.7 (rozwiazania okresowe i cykle graniczne).

¢ S. H. Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos: rozdz. 5 (uktady liniowe), 6 (ptaszczyzna
fazowa), 7 (cykle graniczne). Najlepsza ksiazka na dalsza lekture.

~
Trzy wymiary to juz inna historia: tam trajektorie mogq sie platac bez kotica, nie zbiegajqc ani do
réownowagi, ani do cyklu, i pojawia sie chaos (Strogatz, rozdz. 9). W automatyce stabilnosc¢
uktadéw nieliniowych bada sie bez rozwigzywania réwnan, funkcjami podobnymi do energii z
czesci 2 (4.6 Stabilnos¢ Lapunowa i sterowanie nieliniowe). Nastepna lekcja, 4.7 Rownania
czqgstkowe: fali, dyfuzji i Laplace'a, przechodzi od rownar zwyczajnych do czqstkowych.
j
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v

Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.

2.

(0; 0): J = diag(1, —1), siodlo. (1; 0): J = diag(—1, —1), wezet stabilny.

Dla nieparzystych k (cos k= = —1) siodla, dla parzystych $rodki. Katy rézniace sie o 27 to to samo
potozenie wahadta: ptaszczyzna fazowa to w istocie walec.

. Wyréznik 42 — 4 zmienia znak przy v = 2. Dla vy > 2 warto$ci wlasne sa rzeczywiste i ujemne: wezet.

Wahadlo wraca do pionu bez przechodzenia na druga strone (ttumienie nadkrytyczne, lekcja 4.1
Réwnania rézniczkowe zwyczajne).

2

0 1

.(0; 0): J = (_1 0) , A = &i: $rodek liniowy (energia %2 +2_2 jest zachowana, wiec orbity w

2 4

0 1

poblizu sg zamkniete). (£1; 0): J = (2 0

), A = ++/2: siodta. Dla duzych wychylen sprezyna

»puszcza” i ruch ucieka.

5.70 = xd +yy = (22 + y*)? = 74, czyli* = r® > 0, a ¢ = 1. Trajektorie odkrecaja sie od zera, choé
liniowa cze$¢ przewiduje zamkniete okregi. Z 7 = 73: r(t) = —Z—, ucieczka do nieskoriczonosci w
\/1-2r2t
. . 1
skoniczonym czasie t = ol
Zadania - czesc 2
1. E = wd +sinfh = w(—sinh) +sinfw = 0. Z tarciem E = —yw? < 0: energia maleje.
2
2.4 0/2) _ cosh = 2cos® § — (2cos? § — 1) = 1 v. Predkos¢ katowa w dole musi przekroczyé 2,/g/L ~

6,26 rad/s. To samo z energii: imL?w?® > 2mgL.

. % ~ 1,18: 0 ok. 18%. Przy amplitudzie bliskiej 180" wahadto dtugo ,wisi” blisko gérnego siodla,

gdzie prawie sie nie porusza; na samej separatrysie dojécie do siodla trwa nieskoniczenie dtugo. Dla
170° okres jest juz ok. 2,4 razy dluzszy.

. Na poczatku kreci sie (energia ponad separatrysa), ale kazdy obroét traci energie. W koncu trajektoria

spada ponizej gérnego siodla i zawija sie spirala do jednego z dolnych potozen. To, do ktérego, zalezy
od tego, miedzy ktérymi rozmaito$ciami stabilnymi siodet (krzywymi, po ktérych trajektorie
wpadaja do siodetl) lezy stan poczatkowy: plaszczyzna dzieli sie na pasy, czyli obszary przyciagania.
Fizycznie: wahadlo zatrzyma sie po k pelnych obrotach.

Zadania - czes¢ 3

1.

4.6 -

J = ( 0 —bc/d>’ A2 = —ac. Okres %; dla przyktadu 3.1:

az: rozmnazanie zajecy; —bzy: spotkania zajgc-lis konczace sie zjedzeniem (proporcjonalne do
iloczynu liczebnosci); —cy: $miertelnosé lisow; dzxy: przyrost lisow dzieki pozywieniu. Nieliniowe sa
Wyrazy zy.

= ~ 7,26 v. Okres nie zalezy od bid.

27
da/b 0 T

V= (d=2)i+ (b-2)§=(de—c)a—by) + by —a)(—c+dz) =0,

. Po okresie In y wraca do tej samej wartosci, wiec 0 = —cT +d fOT z dt, czyli z = ¢/d; analogicznie §j =

a/b. Przy odlowie: = # ro$nie, § = “;h maleje. Umiarkowany odléw zwieksza $rednig liczbe ofiar.
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Tak Volterra wyjasnil, dlaczego w czasie I wojny swiatowej, gdy towiono mniej, w potowach na
Adriatyku wzroést udziat ryb drapieznych (dane Umberta D'Ancony).

5. Réwnowagi: (0; 0) (wezet niestabilny), (1; 0) i (0; 0,75) (siodta: A = §, —1i 1, —2) oraz (0,5; 0,5). Tam

J = (__00’255 :g’g), tr = —1, det = 0,125: wezet stabilny (A ~ —0,15 i —0,85). Gatunki wspélistnieja,

bo konkurencja wewnatrzgatunkowa jest facznie silniejsza od miedzygatunkowej: iloczyn
wspotczynnikéw samoograniczenia 1 - 1 przewyzsza iloczyn wspdtczynnikéw konkurencji 1 - 0,5.

por. Boyce i DiPrima §9.4
Zadania - czesc¢ 4

2__
1.A= E@, cze$¢ rzeczywista dodatnia zawsze. Spirala dla p < 2, wezetdlap > 2 (dlap =3: A =
0,3812,62).

2. Jesli Z(t) jest rozwigzaniem okresowym, to c Z(t) tez, dla kazdego c. Orbity zamkniete (gdy sa, przy
czysto urojonych warto$ciach wtasnych) tworza wiec rodzine przeskalowanych kopii, zadna nie jest
izolowana i zadna nie przyciaga sgsiednich. Cykl graniczny wymaga nieliniowosci, ktéra wybiera
jedna amplitude.

3. W modelu Lotki-Volterry zaburzenie przenosi uklad na inng orbite z rodziny i populacje oscyluja
dalej z nowa amplituda (uklad ,pamieta” zaburzenie). W oscylatorze van der Pola sasiednie
trajektorie wracaja do cyklu: amplituda i okres sie odtwarzaja. Dlatego modele rzeczywistych
oscylatorow (zegar, serce) maja cykle graniczne, a model Lotki-Volterry jest strukturalnie
niestabilny: drobna zmiana réwnan niszczy rodzine orbit.

4.7>0dla0 <r <1lir < O0dlar > 1:trajektorie z obu stron zbiegaja do okregu r = 1, po ktérym uktad

krazy z ¢ = 1. Sprawdzenie: 7 = Ce #(1 + Ce #)73/2 ar(1 — r?) = (1 + Ce 2)71/2. 155?‘” : to samo

v.C > 0: start wewnatrz, —1 < C' < 0: na zewnatrz.

Matematyka - Uktady nieliniowe, ptaszczyzna fazowa i stabilnoéc. Zrédta: W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value
Problems, rozdz. 9.2-9.5, 9.7; S. H. Strogatz, Nonlinear Dynamics and Chaos, rozdz. 5-7. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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