MATEMATYKA 4.5

Uktady rownan
liniowych i
przestrzen stanow

Dwa pokoje wymieniajg cieplo przez Sciane i oba traca je na
zewnatrz. Satelita ma potozenie, predkosé, orientacje i predkosé
obrotu. Obwdd ma kilka kondensatoréw i cewek. Wszystkie
takie uklady da sie zapisa¢ jednym réwnaniem Z = A%, gdzie #
to wektor stanu, a A to macierz. Rozwiazanie daje sie wyrazié
przez wartosci i wektory witasne A (lekcja 2.3) albo jednym
wzorem: Z(t) = e?*#(0), z wyktadnicza funkcja macierzy. To

jezyk, w ktérym pisze sie wspbdiczesna automatyke i mechanike

lotu.
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o Prolog: dwa pokoje

Dwa sasiednie pokoje sa cieplejsze od otoczenia o z; i z, stopni. Kazdy traci ciepto na zewnatrz, a
przez wspolna $ciane ciepto ptynie z cieplejszego do chlodniejszego. W prostym modelu (prawo
stygniecia Newtona, lekcja 4.1 Réwnania rézniczkowe zwyczajne) z wybranymi statymi:

&1 = —2z1 + (2 — 1), Ty = —2z2 + (1 — x2).

Kazde réwnanie zawiera obie niewiadome, wiec nie da sie ich rozwigzac po kolei. W lekcji 2.3
Warto$ci i wektory wiasne mieli$émy podobny klopot z dwoma wahadlami potaczonymi sprezyna
i rozwigzaliSmy go, szukajac moddéw: kombinacji, ktore zachowujq sie niezaleznie. FLP I-49-4

Pytanie na start. W chwili 0 pierwszy pokdj jest o 1 stopieri cieplejszy od otoczenia, a drugi ma
temperature otoczenia. Jak zmieniajq sie oba w czasie? Ktora kombinacja temperatur gasnie szybciej:
Srednia czy roznica? Odpowiedz w przykiadzie 2.1.

1 Stan i rownanie stanu

Stan uktadu to zestaw liczb, ktéry razem z przyszlymi wymuszeniami wyznacza cala przysziosé.
Dla punktu materialnego to potozenie i predkos¢, nie samo potozenie. Dla liniowego uktadu bez
wymuszen zapisujemy go jako wektor Z i dostajemy

e I
5 ROWNANIE STANU

F=AZ  (0) =%,

gdzie A to stala macierz n x n. Przestrzen wszystkich mozliwych wektorow z to
przestrzen stanow. Kazde jednorodne rownanie liniowe rzedu n o statych
wspotczynnikach sprowadza sie do tej postaci: za zmienne stanu bierze sie funkcje i
jej pochodne do rzedun — 1. | por. Boyce i DiPrima §7.1
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Przyktad 1.1
Oscylator jako uktad pierwszego rzedu

Zapisz réwnanie oscylatora mij + vy + ky = 0w postaci & = A% i sprawdz, ze wielomian
charakterystyczny A to (z doktadnosciq do czynnika) wielomian charakterystyczny réwnania.

1 Stan: z; = y (polozenie), z, = ¥ (predkosd).

2 T1 = Xo9; a'czzjj:—r%acl—%m.
3 A= 0 ! det(A— M) = A2+ a4+ &
—k/m —y/m)’ m m*
: 0 1 1 2
Wynik: A = _k/m —y/m)’ adet(A — M) = L(mA\ + A + k).

Sprawdzenie: pierwiastki to wyktadniki z lekcji 4.1 i bieguny transmitancji z lekcji
4.4 Transformata Laplace'a v. Ten sam uklad, trzy jezyki: réwnanie
charakterystyczne, bieguny, wartosci wlasne.

/. ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 30 min

1 Zapiszy” + 5y + 6y = 0 jako uklad Z = AZ.

2  Zapiszy” + 2y" — y = 0 jako uklad trzech réwnan pierwszego rzedu.

3 Dwie masy m polaczone sprezynami k (Sciana-sprezyna-masa-sprezyna-masa-
e« gprezyna-$ciana) speiniaja mi, = —2kx, + kxy, miy = kx; — 2kz,. Zapisz uklad w
przestrzeni stanéw. Jaki ma wymiar?

4 Obwdd szeregowy RLC z napieciem V (¢): Lj + Rg + q/C = V. Zapisz go jako # = AZ +
e bV zestanem lq; ], gdzie i = q.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Rozwigzanie przez wartosci wtasne

Dla jednego réwnania & = ax rozwiazanie to e*z,. Zgadnijmy wiec Z = ¥ e ze statym wektorem @
. Wstawienie daje AveM = AveM, czyli AG = \v: A musi by¢ warto$cia wlasna, a ¥ wektorem
wilasnym (lekcja 2.3 Wartos$ci i wektory wiasne).
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4 M
58 ROZWIAZANIE OGOLNE (MACIERZ DIAGONALIZOWALNA)

Z(t) = c1T1eMt + cothe™ + ... + cptne™?,

gdzie A = AUk, a stale ¢, wyznacza warunek poczatkowy: Zp = > ¢k, czyli rozklad Zy
w bazie wektorow wlasnych. Kazdy wektor wilasny to mod: dla rzeczywistej A kierunek w
przestrzeni stanow, wzdtuz ktérego uklad tylko rosnie albo gasnie z wlasnym
wyk}ad_nikiem. por. Boyce i DiPrima §7.5

Gdy A nie jest diagonalizowalna (warto$¢ wlasna wielokrotna z za mata liczba
wektoréw wlasnych), pojawiaja sie wyrazy te* (Boyce i DiPrima §7.8); wzér e4'Z, z
czesci 3 dziala zawsze.

- J

Przyktad 2.1

Dwa pokoje

: -3 1
Rozwiqz uktad z prologu, T = ATz A = ( 13 _3) iZy = [1; 0].

1 det(A—AI):()\+3)2—1:0')\1:—2’)\2:—4

2  Wektory wlasne: dla —2: [1; 1] (oba pokoje tak samo ciepte); dla —4: [1; —1] (r6znica
temperatur).

3 [1; 0] = %[1; 1] + %[1; —1], wiecc; = ¢y = %

4 Z(t) = 3[1; e + 1[1; —1]e ™.

Wynik: z; = 3(e ¥ + e ), z3 = 3(e * — e *). Srednia gasnie jak e *, réznica dwa
razy szybciej, jak e 4.

Sprawdzenie: Z(0) = [1; 0] v. Fizycznie: $rednia temperatura spada tylko przez
straty na zewnatrz (stala 2); réznica maleje przez straty i dodatkowo przez wymiane
przez $ciane (2+2-1=4) v.Dlat = 0,5: 1 ~ 0,252, 23 ~ 0,116.

Gdy warto$ci wlasne sa zespolone, A = ¢ + iw (macierz rzeczywista daje je w parach
sprzezonych), rozwigzania rzeczywiste to kombinacje e’ cos wt i e’ sin wt: spirala w przestrzeni
stanéw, gasnaca lub rosnaca zaleznie od znaku o (dla o = 0 zamknieta orbita, Srodek).

por. Boyce i DiPrima §7.6 Tak wyglada stabo ttumiony oscylator z przykladu 1.1 na
plaszczyznie (polozenie, predkosé).
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SYMULACJA 1 Trajektorie ukladu Z = AZna plaszczyznie standéw. Wybierz macierz albo
ustaw jej elementy suwakami; kliknij w rysunek, zeby dodac¢ trajektorie z tego punktu.
Proste przerywane to kierunki wiasne (dla rzeczywistych wartos$ci wtasnych). Odczyt
podaje wartos$ci wlasne, $lad i wyznacznik.

Y ]i xz '

21

11

) 1

14

21
7 T “

— trajektorie = kierunki wtasne = pole kierunkéw

wartosci wtasne -2,00; -4,00 trA -6,00 detA 8,00 typ wezet stabilny

Wezet stabilny: obie wartosci ujemne. Trajektorie dochodza do zera wzdtuz wolniejszego kierunku
wtasnego (blizszej zeru wartosci).

Stan na rysunku: A = [-3,0, 1,0; 1,0, -3,0]; wartosci wtasne -2,00; -4,00; wezel
stabilny.

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 45 min

. 2
1 Rozwiaz ¥ = (0 _01) Z dla dowolnego 7. Jak wygladaja trajektorie?
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2 Rozwiaz i = (; 3) , & = [1; 0].

3 Znajdz warto$ci i wektory wiasne macierzy z zadania 1.1 i poréwnaj z pierwiastkami
== )24 5) + 6. Co oznacza wektor wlasny [1; —2]?

4 7Znajdz wartosci wlasne (_

1 . . , .
1 _1) i opisz ruch w przestrzeni stanow. Ile trwa jeden

obrét spirali?

5 Dlamasz zadama 1.3 przyjmij k/m = 1. Pokaz, ze szukajac rozw1qzan g = ue™

== réwnania q = — K¢, gdzie ¢ = [z1; 2] to same potozenia, dostajesz w ? jako wartosci
wlasne K. Znajdz czestosci i mody i poréwnaj z lekcja 2.3.

moo podstawowe mwo Srednie saa feynmanowskie

3 Macierz wyktadnicza

Dla liczby e® = 1 4 at + %t,ﬁ + ... (lekcja 1.6 Szeregi liczbowe i potegowe). Ten sam szereg ma
sens dla macierzy kwadratowej, bo potegi macierzy sa okreslone:

. N
s MACIERZ WYKLADNICZA
(At)? | (At)°

At
=1+ At+ 21 + 31

+ ..., f(t) At_;()

Szereg jest zblezny dla kazdej macierzy. Rozniczkujac wyraz po wyrazie: dt et =

Ae?t, wiec e*Z, spetnia réwnanie stanu i warunek poczatkowy.

por. Boyce i DiPrima §7.7 'Jedli A = V. DV ~! (diagonalizacja, lekcja 2.3), to A% =
VDFVlied = VeP' V1, gdzie eP! ma na przekatnej e, Przez transformate
Laplace'a: eAt = L71{(s] — A)'}.
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Przyktad 3.1

Dwie macierze, w ktorych szereg sie urywa albo zamyka

Oblicz et dla A = (0 1

e (0 —w
0 0) (czqgstka swobodna: §y = v, v = 0)idla A = (w )

0

1 pierwsza: A2 — 0, wiec szereg konczy sie po dwoch wyrazach: et =T+ At = <(1) i) .

Zatem y = yp + vot, v = vg.

2 Druga: A2 = —w?I, A% = —w?A, A* = w*I... Wyrazy z I ukladaja sie w szereg cos wt,
wyrazy z Aw %“’t et = I cos wt + % sin wt.

Wynik: e4? = L 0) oragear — (C05Wh —SIMWE) o cierz obrotu o kat wt.
0 1 sinwt coswt

Sprawdzenie: pierwsza macierz nie jest diagonalizowalna (podwdéjna warto$¢
wlasna 0, jeden wektor wiasny), a szereg dziata mimo to v. Druga to doktadnie wzor
Eulera e™! = coswt + isin wt (lekcja 1.7 Liczby zespolone i fazory), w ktérym role i
gra macierz A/w, bo (A/w)? = —1I v.
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SYMULACJA 2 Sumy czesciowe szeregu e“Z dla wybranej macierzy. Kolejne punkty to
2
Zo, (I + At)Zo, (I + At + %)aﬁcom Zmieniaj czas t i liczbe wyrazéw N: dla duzych ¢
potrzeba wiecej wyrazoéw, ale szereg zawsze w koncu trafia w doktadne rozwiazanie

(k6tko).

Y

— doktadne rozwigzanie x(s), 0 s s <=t == sumy czesciowe (So, Sy, ...) = X(1)

Sy [-0,33; 0,67] x(t) doktadnie [-0,42; 0,91] btad |Sy - x(1)| 0,2564

Obrét: wyrazy z I sktadajg sie w cos t, wyrazy z A w sin t. Pierwsze sumy czesciowe wychodza poza
okrag, potem do niego wracaja.

Stan na rysunku: obrét [0, -1; 1, 0], t =2,00, N =4; S N=[-0,33; 0,67], x(t) =
[-0,42; 0,91]; blad 0,2564.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 40 min

1 Oblicz et dla A — (g 2)
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Sprawdz, ze et = <(1) i) z przykladu 3.1 spelnia e/’ = Ae?’.

3 Oblicz ! dla macierzy dwé6ch pokoi z przyktadu 2.1 wzorem VePtV 1,

4 Oblicz (s —A)'dlad= (g (1)> i odwrotna transformata Laplace'a odzyskaj e*.

0 0

eteb = gatb?

10

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

4 Wejscie, wyjscie i transmitancja

Uktad sterowany ma wejscie u(t) (sita, napiecie, ciag silnika) i mierzone wyjscie y(t):

5 Dlad= <0 1) , B = (0 O) oblicz ee® i eA*5. Dlaczego nie sg réwne, choé dla liczb

Ve
58 MODEL W PRZESTRZENI STANOW

Z = AZ + Bu, y = CZ.

Rozwigzanie (wz6r Duhamela, odpowiednik czynnika catkujacego z lekcji 4.1):

por. Boyce i DiPrima §7.9
t
D(t) = eMZy + / e Bu(r)dr.
0

Po transformacie Laplace'a przy 7, = 0: (sI — A)X = BU, wiec H(s) = C(sI —
A)7!B. Przed skréceniem mianownik H to det(sI — A): bieguny transmitancji sa
wartos$ciami wlasnymi macierzy A. Zwykle sa to wszystkie wartosci wlasne, ale
licznik moze skréci¢ ktorys czynnik; wtedy mod znika z H (s), cho¢ dalej jest w
uktadzie (sterowalnosc i obserwowalnosc, 4.1 Sprzezenie od stanu, lokowanie
biegunéw i sterowalnosc¢ i 4.2 Obserwator stanu i obserwowalno$¢). Uktad jest
stabilny, gdy wszystkie wartosci wlasne maja ujemna czes¢ rzeczywista.

-

J

Feynman podkresla, ze ta sama matematyka opisuje bardzo rézne uklady: masy na sprezynach,

obwody elektryczne, wahadta. FLP I-49-5 Dla ukladéw n-tego rzedu tatwiej pracowac z
macierzami niz z jednym réwnaniem wysokiego rzedu: komputer liczy wartosci wlasneie
utamku sekundy, a model moze mieé wiele wej$¢ i wyj$¢ naraz.

4.5 - Uktady réwnan liniowych i przestrzen stanéw
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Przyktad 4.1
Od macierzy do transmitancji

Dla oscylatora mjj + vy + ky = u ze stanem [y; y] oblicz H(s) = C(sI — A)"'B.
1 . 0 1 . _
A= (_k/m —v/m)’ B=[0; 1/m], C=(1 0).
2 . . S -1 2 7 k
sl A_<k/m s+'y/m>’det_s + L5+ I

3 Odwrotno$¢ 2 x 2 (lekcja 2.1 Macierze, wyznaczniki i uktady réwnan):

1 S +")//m 1 1 . . . 1
e ( —k/m 8). Element (1, 2) to 3=, a C(...)B wybiera go i mnozy przez .

1/m B 1

Wynik: H(s) = = .
y (s) 2+ Ls+ £ ms?tystk

Sprawdzenie: to ta sama transmitancja co w lekcji 4.4 v; bieguny to wartos$ci wlasne
Az przykladu 1.1 v.

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 35 min

0 1

1 Oblicz H(s) dla A = (_2 _3>,B =[0;1],C=(1 0).

. 1
2 Czy uklad Z = <3 B 4) Z jest stabilny, mimo ze jeden z elementéw przekatnej jest

dodatni?

3 Wzorem Duhamela znajdz odpowiedz & = —2z + u, (0) = 0, na skoku = 1.

4 Pokaz, ze uklad 2 x 2 jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy tr A < 0idet A > 0.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie
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5 Btedne intuicje

x ,Stan to potozenie.”

Stan musi wystarczy¢ do przewidzenia przysztosci. Dla uktadu drugiego rzedu to
potozZenie i predko$c¢: z samego poloZenia nie wiadomo, w ktdra strone ciato sie porusza.

x  e4! to macierz z elementami e®it.”

Nie, nawet dla macierzy diagonalnej: poza przekatna e’* = 1, a w e4* stoja tam zera. Dla
diagonalnej zgadza sie tylko przekatna. Ogélnie e to szereg poteg macierzy; np. dla

0 1 (1t . (1 €
(0 O) wychodzi (0 1),ame (1 1).

x ”eAeB _ eAJrB .”

Gwarantuje ja dopiero AB = BA (zadanie 3.5).

x ,Dodatni element na przekatnej A oznacza niestabilnosc.”

Licza sie wartosci wlasne (zadanie 4.2).

x ,Uktad z n zmiennymi stanu ma n niezaleznych sposobo6w drgania.”

Ma n warto$ci wlasnych; rzeczywiste daja mody bez drgan, a zespolone przychodza w
parachijedna para to jeden mod drgan. Dwie masy na sprezynach: stan 4-wymiarowy,
dwa mody (zadanie 2.5).

14 .
6 Sprawdz sie
1 Jakzapisa¢y” + py’ + qy = 0 jako uklad pierwszego rzedu?
o 0 1
z =ly; y’],A:< >

-9 P

2 Jaka postaé ma rozwiazanie Z=AZdla diagonalizowalnej A?

3 crvpet, gdzie (A, ) to pary wlasne.

3 Jak wyznaczy¢ state c;?

Rozkladajac #, w bazie wektoréw wiasnych.
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4  Zdefiniuj e,

T+ At+ Y 4 wtedy 7 = efta.

5 Jak policzyé e?* dla A = VDV~ '?

VeP'V 1, z eM na przekatnej e,

6 Jakijest zwiazek warto$ci wlasnych A z biegunami transmitancji?

Bieguny sa pierwiastkami det(s] — A), czyli warto$ciami wlasnymi A; bez skrocen w
H(s) to wszystkie wartosci wlasne.

7 Kiedy uklad 2 x 2 jest stabilny?

GdytrA <0OidetA > 0.
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Karta wzorow i co dalej

e N
UKEADY JEDNORODNE WEJSCIE I WYJSCIE
Z = AZ;rzadn - stan [y; 5 ...; y™ V)] Z = A%+ Bu, y=CZ%
&= cpine™, Avp = M, Fo = cxlx #(t) = eMF + [, "D Bu(r)dr
A = o + iw: spirala, e’ cos wt, et sinwt H(s) = C(sI — A)'B; bieguny < wartos$ci
et — 3 (,c}c_t!)’“ — VePty-1 — L1{(s] — wlasne A (réwne, gdy nic sie nie skraca)
A1} stabilno$é: Re A\, < 0; 2 x 2:tr A < 0,
<0 1) (1 t) (0 —w) det A > 0
— ; — obroét o
0 0 0 1 w 0 eldeB — ¢ATB gdy AB = BA
wt
- /

Do przeczytania w podrecznikach

* W.E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems: 7.1
(wprowadzenie do uktadow), 7.5 (uklady o staltych wspotczynnikach), 7.6 (zespolone
wartoéci wlasne), 7.7 (macierze fundamentalne i e#t), 7.8 (wielokrotne wartoéci wtasne), 7.9

(uktady niejednorodne).

e Feynman, t. I, 25-4 (analogie), 49-4 i 49-5 (wahadta sprzezone, uklady liniowe i mody).

~
Uktady nieliniowe (4.6 Uklady nieliniowe, plaszczyzna fazowa i stabilnosc) linearyzuje sie w
okolicy punktéw réownowagi, a wtedy cata ta lekcja mowi, co dzieje si¢ w ich poblizu. W
automatyce przestrzen stanow to punkt wyjscia: lokowanie biegundw i sterowalnos¢ (4.1
Sprzezenie od stanu, lokowanie biegundw i sterowalnosc), obserwator i obserwowalnosc (4.2
Obserwator stanu i obserwowalnosc) oraz regulator LQR (4.3 LQR: koszt zamiast biegunow).
J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.A:(0 1>;det(A—)\I):>\2+5)\+6.

-6 -5
0 1 0
2.2=1[y; 5 9"], A= |0 0 1 |.Wielomian charakterystyczny A\* + 2\% — 1.
1 0 -2

3.Stan [x1; T9; @1; 2], wymiar 4. A = ( 0 I) zK =% ( 2 _1) (bloki 2 x 2).

-K 0 -1 2

0 1 o
4. A= ( 1 E>’ b =[0; 1/L]. Analogia z oscylatorem: L <> m, R <> v,1/C <> k. FLP I-25-4

T IC L

Zadania - czesc 2

1. 21 = z10€*, Ty = zopet. Wzdluz osi z, trajektorie wpadaja do zera, wzdtuz osi x; uciekaja. Pozostale

sa hiperbolami z,z2 = const: siodlo, réwnowaga niestabilna.

2. Warto$ci wiasne 3 ([1; 1]) i —1 ([1; —1]). Z = 1[1; 1]e* + 1[1; —1]e *. Dla duzych ¢ dominuje mod e®:

stan ustawia sie wzdtuz [1; 1] i roénie.

3. —2z wektorem [1; —2]i —3z[1; —3], te same co pierwiastki. Wektor [1; —2] oznacza stan, w ktérym

predko$é to —2 razy potozenie; wtedy y = e~ i rzeczywiécie y = —2y. Dla réwnania y” + ... wektory
wlasne zawsze maja postac [1; )]

4. (A +1)2+4=0: X = —1 + 2i. Spirala zbiezna do zera: obr6t z czestoscia 2 (okres 7 ~ 3,14), trajektoria

5. —w?i = — K1, czyli Kii = w?i. K = (

to obracajaca sie elipsa zmniejszana jak e . Po jednym obrocie odlegto$¢ od zera spada e™ ~ 23 razy.

2 -1
-1 2
sprezyna nie pracuje) i 3 ([1; —1]: masy w przeciwfazie). Czestosci 1 i v/3 ~ 1,73. To ta sama struktura
co wahadta sprzezone z lekcji 2.3. W pelnej przestrzeni stanéw 4 x 4 wartosci wtasne to i i +4+/3.

FLP I-49-4

) ma wartos$ci wiasne 1 ([1; 1]: masy w fazie, srodkowa

Zadania - czes¢ 3

0

at
L. (e eobt) : kazda potega macierzy diagonalnej jest diagonalna.

o Lowa: (O 1) prawa: (O L) (L ) _ (0 1),
.ewa.oo.rawa.oo o 1/ =\o o .

D=

1 -1
rozwiazanie z przyktadu 2.1 v.

—2t —4t -2t At
.V:(l 1>,V1:%V,D:diag(—2, —4). et = (e J_FZ € €

_ _ _ _4 |. Pierwsza kolumna to
o2t 4te2t+€4t)

B 2
4. s — A — (8 51)’ odwrotnoéé (1/8 1/s ) Element po elemencie: (é i) V.

4.5

0 0 1/s

L1 10 2 1 coshl sinhl 1.543 1,175
A= B — i A+B _ (1 ) ) B
et = (0 1)’6 = (1 1),lloczyn (1 1).6 = (sinhl cosh 1) ~ (17175 1,543).Rownosc

eeB = eA"P jest zagwarantowana, gdy AB = BA; bez przemiennosci zwykle zawodzi: tu AB =
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((1) 8) # BA = (8 (1]> . Przy mnozeniu szeregéw kolejnos¢ czynnikow ma znaczenie.

Zadania - czes$¢ 4

1. m, bieguny —11i —2: stabilny.

2. Slad —3, wyznacznik —4 + 6 = 2, warto$ci wtasne —1 i —2: stabilny. O stabilno$ci decyduja wartosci
wlasne, a nie znaki pojedynczych elementow.

3.z= fot e 2t-7 dr = L(1 — e ). Warto$¢ ustalona 3 = H(0) dla H = -5 v.

4. Pierwiastki zespolone o + iw: det = 0 + w? > 0 zawsze, a tr = 20, wiec stabilno$é <= tr < 0.
Pierwiastki rzeczywiste: oba ujemne <= suma ujemna i iloczyn dodatni. W obu przypadkach
warunek totr A < 0idet A > 0. Dlan > 2 to juz nie wystarcza; ogolny test daje kryterium Routha (2.2
Bieguny i zera petli zamknietej, linie pierwiastkowe).

Matematyka - Uktady réwnan liniowych i przestrzen standw. Zrédta: W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value
Problems, rozdz. 7.1, 7.5-7.9; R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1 (Addison-Wesley 1963; New Millennium
Edition 2011), 25-4, 49-4, 49-5. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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