MATEMATYKA 4.4

Transformata
Laplace'a

W chwili t = 0 zamykasz wylacznik, uderzasz mtotkiem w belke
albo odpalasz silnik rakiety na dwie sekundy. Réwnania
rézniczkowe z takimi wymuszeniami i z warunkami
poczatkowymi da sie rozwiaza¢ metodami z lekcji 4.1, ale
zmudnie. Transformata Laplace'a zamienia je w r6wnania
algebraiczne: rézniczkowanie staje sie mnozeniem przez s,
warunki poczatkowe wchodza same, a wlaczenia i wylaczenia to
proste mnozniki. Na koniec zobaczysz, ze o zachowaniu ukladu
decyduje kilka punktéw na plaszczyznie zespolonej: bieguny.
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o Prolog: wtaczamy obwod

Kondensator jest roztadowany, a w chwili ¢ = 0 przez opornik podlaczamy go do baterii. Ladunek
speinia RC ¢+ g = CV dlat > 0, z ¢(0) = 0. Dla takiego réwnania wystarczy czynnik catkujacy
(lekcja 4.1 Réwnania rézniczkowe zwyczajne). Ale jesli baterie po sekundzie odlaczymy, a zamiast
opornika wezmiemy obwdd RLC, robi sie ktopotliwie: rozwigzania trzeba sklejaé¢ na
przedzialach.

Transformata Fouriera z lekcji 4.3 Transformata Fouriera i delta Diraca zamienia pochodna na
mnozenie przez iw, ale ma dwie wady. Nie istnieje dla sygnaléw rosnacych jak €, a sygnat ,,od
zawsze” nie pamieta warunkow poczatkowych. Laplace naprawia obie: patrzy tylkonat > 01
dodaje ttumiacy czynnik e 7%,

Pytanie na start. Jak zapisac jednym wzorem napiecie, ktore jest wiqczone tylko miedzyt =0at =1s, 1
jak obliczy¢ odpowiedz obwodu RC na nie bez sklejania rozwiqzan? Odpowiedz w przyktadzie 3.1.

1 Definicja i tablica transformat

4 N
8 TRANSFORMATA LAPLACE'A

F(s) = L{f}(s) = / " ftye .

Catlka istnieje dla s > a (dla zespolonego s: Re s > a), jesli f jest przedziatami ciagla i
nie ro$nie szybciej niz Me®. | por. Boyce i DiPrima, tw. 6.1.2 Starsze polskie
podreczniki pisza p zamiast s. Dla s = iw (jesli catka tam zbiega, np. gdya < 0)i f =
0 przy t < 0 to transformata Fouriera z lekcji 4.3; ogdlnie s = o + iw, czyli Fourier

ot

sygnatu sttumionego przez e™
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Przyktad 1.1
Trzy podstawowe transformaty
Oblicz L{1}, L{e™} i L{sinwt}.

1 flett} = [[Peatdt = dlas > a.Dlaa = 0: £{1} = 1.

s—a

2 Ze wzoru Eulera (lekcja 1.7 Liczby zespolone i fazory) sin wt = "’mgffm , awzor -
dziala takze dla zespolonego a: L{sinwt} = 5 (Z= — =) = 3 - 722

[ Wynik: £{1} = {, L{e"} = 4, L{sinwt} = 5. }

Sprawdzenie: dla s — oo kazda transformata dazy do zera, bo e~% wycina wszystko
poza okolicg t = 0 v. Ta sama metoda daje L{coswt} = -*— (zadanie 1.3).

Transformata jest liniowa, a odwrotna transformata jest jednoznaczna (dla funkcji przedziatami
ciaglych, z doktadnos$cia do wartosci w punktach nieciaglosci), wiec rozwigzujac zadania,
czytamy tablice w obie strony:

f),t=0 F(s)

1; t° 1 2

e =

sinwt; coswt T T

eat f(t) F(s—a)

u(t —c) f(t —c) e F(s)

§5(t —c) e

15 sF — f(0); s*F —sf(0) — f'(0)
(f*9)(t) = [y f(r)g(t —T)dr F(s) G(s)

Tu u(t — c) to funkcja skoku (Heaviside'a; nie myli¢ z wychyleniem u(t) z lekcji 4.1): 0 dlat < cil
dlat > ¢.  por. Boyce i DiPrima, tab. 6.2.1

/. ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 35 min
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1 Oblicz £{3 — 2e*}.

2 Oblicz L{t} przez czesci.

3 Metoda z przyktadu 1.1 oblicz L{cos wt}.
4  Oblicz L{sin’ t}.

5 Dlajakich s istnieje £{e%}? Dlaczego L{e" } nie istnieje dla zadnego s?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Rozwigzywanie rownan rézniczkowych

Najwazniejszy wiersz tablicy to pochodna. Przez czesci:

ciry= [ Tf@ear=[rwe ]+ / " fBe "t = sF(s) - £(0),

(dla f ciaglej, rzedu wyktadniczego a, z f' przedzialami ciagla i s > a; wtedy f(t)e %t — 0)

a stosujac to dwa razy: L{f"} = s?F — sf(0) — f'(0). Rézniczkowanie staje sie mnozeniem przez s,
a warunek poczatkowy pojawia sie sam. Przepis na liniowe réwnanie o statlych wspoétczynnikach:

por. Boyce i DiPrima §6.2

1. przetransformuj obie strony, uzywajac y(0), ¥'(0);

2. rozwiaz algebraicznie wzgledem Y (s);

3. rozl6z Y na utamki proste (lekcja 0.2 Réwnania, nieréwnosci, wielomiany i utamki proste) i
odczytaj y(t) z tablicy.
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Przyktad 2.1
Réwnanie drugiego rzedu z warunkami poczatkowymi
Rozwiqzy" + 3y + 2y = 0,y(0) = 1, ¢'(0) = 0.

1 (Y —s-1-0)+3(sY —1) +2Y = 0.
s+ 3

(s+1)(s+2)

3 Utamki proste: s+3 _ 2

1
(s+1)(s+2) s+1 s+2

: : : D143 9 =243
wstaw jego pierwiastek: ——5 = 2, =5 = —1).

[ Wynik: y = 2e7t — e 2, j

Sprawdzenie: y(0) =2 —-1=1v; ¢/(0) = —2 4 2 = 0 v. Mianownik s? 4+ 3s + 2 to
wielomian charakterystyczny z lekcji 4.1, a jego pierwiastki —1 i —2 to wyktadniki

2 (s2435+2)Y =s+3,czyliY =

(metoda zakrywania: zakryj czynnik i

rozwigzania v.

Przyktad 2.2
tadowanie kondensatora

Rozwiqz rownanie z prologu: RC ¢+ q = CV dlat > 0, q(0) = 0.

cvo . cv
1 RCSQ"‘Q:T,WIQCQ:m

2 1 1 RC 1 1

s(0+RCs) s 1+RCs s s+1/RC

[ Wynik: ¢(t) = CV (1 — e /%). j

Sprawdzenie: ¢(0) = 0 v, g(co) = CV v (kondensator natadowany do napiecia
baterii). Po czasie RC tadunek osiaga 1 — e~! ~ 63% warto$ci konicowe;.

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 45 min

1 Rozwiazy + 2y =0, y(0) = 3.

2 Rozwiazy” +y=0,y(0) =1, (0) = 2.
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Rozwiazy” —y' — 2y = 0,y(0) = 1, 4/ (0) = 0.

Rozwiaz y” + 4y = sin 2¢, y(0) = 3/(0) = 0 (wymuszenie w rezonansie).

Kondensator 100 pF taduje sie przez opornik 10 kQ z baterii 5 V. Po jakim czasie napiecie

na nim przekroczy 95% napiecia baterii?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

3

Przesuniecia i wymuszenia nieciggte

Dwa wiersze tablicy wygladaja podobnie, ale robig co innego. Przesuniecie w s: mnozenie przez
e przesuwa transformate, L{e* f} = F(s — a), bo e*’e~** = e~ (-9, Stad drgania gasnace:

L{e ®sinwt} =

(erab)JW' Przesuniecie w ¢: op6znienie sygnatu o c i wlgczenie go dopiero w

chwili ¢ mnozy transformate przez e °:

L{u(t —c) f(t —c)} = e “F(s).

Dowdéd: podstaw 7 = t — ¢ w calce od ¢ do co. Dzieki funkcji skoku kazde wymuszenie wlaczane i

wylaczane zapisujemy jednym wzorem: impuls trwajacy od 0 do T" to u(t) — u(t — T).

por.

Boyce i DiPrima §6.3, 6.4
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Przyktad 3.1
Impuls prostokatny w obwodzie
RC
Rozwiqzy' +y = u(t) — u(t — 1), y(0) = 0 (obwdd RC z RC = 1 s, napiecie wlqczone na jednq
sekunde, y to napiecie na kondensatorze w jednostkach napiecia baterii).

L (s41)Y == = wieeY = ——— — e ——
=—-— —,wiecY = —e t——.
s s s ¢ s(s+1) ¢ s(s+1)

1 1 1
- — ——, czyli odwrotna transformata to 1 — e~ (przyklad 2.2).

s(s+1):s s+1

3 Czynnike ®opézniaol:y = (1 —e?) —u(t —1)(1 — e D).

[ Wynik:dla0 <t<l:y=1-e dlat>1l:y=(e—1)e". ]

Sprawdzenie: w t = 1 oba wzory daja 1 — e ! ~ 0,632 v (napiecie na kondensatorze
jest ciagle). Po wylaczeniu napiecie maleje jak e %, tak jak przy roztadowaniu v.
Odpowied? to roznica dwdéch odpowiedzi na skok, druga opdzniona (symulacja 1).
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SYMULACJA1  Obwdd pierwszego rzedu 7y + y = z(t) pobudzany impulsem
prostokatnym o czasie trwania 7. Odpowiedz (ciggla linia) to odpowiedz na skok w chwili
0 minus odpowiedz na skok w chwili T' (linie przerywane): tak dziala czynnik e 7*.
Zmieniaj T i stala czasowaq 7.

1,0 ———— e mccmmmmmmmmmmmmmmm—mm e mmmmmmm— -

5 e

— wymuszenie x(t) = odpowiedz naskokw 0 = minus odpowiedz na skokwT —— odpowiedz y(t)

y(T) 0,632  y(T+71) 0,233 T/t 1,00

Odpowiedz to suma dwoch odpowiedzi na skok: dodatniej w chwili 0 i ujemnej, opdznionejo T. W
transformacie to czynnik (1 - exp(-Ts))/s.

Stan na rysunku: T = 1,00, T = 1,00; y(T) = 0,632.

/. ZADANIA - CZESC 3 4 zadania - ok. 35 min

1 Oblicz £{e " sin 3t}.

1. s+ 2
2 Znajdz odwrotna transformate 115113

3 Oblicz L{u(t — 2)(t — 2)} i L{u(t — 2) t}. Dlaczego sie rdznia?
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4  Oscylator bez ttumienia, y” + y = u(t) — u(t — ), y(0) = ¥'(0) = 0, dostaje stala site
== przez czas 7 (pot okresu wlasnego). Znajdz y dla t > «. Jaka jest amplituda drgan po
wylaczeniu sily?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Transmitancja, odpowiedz impulsowa i bieguny

Wezmy uktad myj + vy + ky = z(t) z zerowymi warunkami poczatkowymi. Po transformacie
(ms? +vs+k)Y = X, czyli

1
Y(s) = H(s) X(s), H(s) = oy E—t
H to transmitancja uktadu (w lekcji 4.3 pisaliSmy H (w); to ta sama funkcja wzieta w s = iw). Dla
z = 6(t) mamy X = 1, wiec Y = H: transmitancja to transformata odpowiedzi impulsowej h(t),
odpowiedzi na uderzenie miotkiem. Twierdzenie o splocie (tablica, ostatni wiersz; por. lekcja 4.3:
dla sygnatéw zerowych przy ¢t < 0 granice —oo i co zawezaja sie do 01 t) daje y = h * x: znajac
reakcje na jedno uderzenie, znasz reakcje na wszystko. por. Boyce i DiPrima §6.5, 6.6 Feynman
zapisuje lewa strone takiego réwnania skrétowo jako operator liniowy L(x) i z liniowo$ci
wyprowadza superpozycje. FLP I-25-1, 25-2

4.1 Bieguny decyduja o zachowaniu

Bieguny transmitancji to pierwiastki mianownika. Rozklad na utamki proste daje h(t) jako sume

wyrazéw e’ po jednym na kazdy biegun py. Biegun p = o + iw daje wyraz e’’e™?, wiec:

* cze$érzeczywista o < 0: gadnie (czas zaniku 1/|o|), o > 0: ro$nie, o = 0: ani nie gasnie, ani
nie ro$nie wyktadniczo (pojedynczy biegun); podwéjny biegun na osi daje czynnik ¢ i ro$nie
(zadanie 2.4);

* czes¢ urojona w # 0: drga z czestoscia w (bieguny przychodza w parach sprzezonych o + iw

).

Uklad jest stabilny (odpowiedz impulsowa gasnie), gdy wszystkie bieguny leza w otwartej lewej
potplaszczyznie (Rep;, < 0). Biegun pojedynczy na osi urojonej to granica stabilnosci: odpowiedz
impulsowa nie gasnie, ale i nie ro$nie. To kryterium jest podstawa automatyki (2.2 Bieguny i zera
petli zamknietej, linie pierwiastkowe). Dla s = iw transmitancja daje odpowiedz na sinusoide:

|H (iw)| to krzywa rezonansowa z lekcji 4.1 (zadanie 4.4).
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Przyktad 4.1
Uderzenie mtotkiem
Uktad § + 0,4y + 4,04y = P 6(t) (masa 1 kg dostaje w chwili 0 poped P). Znajdz bieguny i ruch.

1 s>+0,4s+4,04 = (s + 0,2)? + 4: bieguny —0,2 + 23.

P P 2
(54022422 2 (s+0,2)2 422

P
3 Przesunieciew s:y = Ee*‘)’zt sin 2t.

Wynik: y = £e 0% sin 2¢: drgania z czestoécia 2 (cze$¢ urojona bieguna), gasnace z

czasem 5 s (odwrotno$¢ modutu czesci rzeczywistej).

Sprawdzenie: y(0) = 0i¢(0) = & - 2 = P v:uderzenie nie przesuwa masy, tylko

nadaje jej predkos¢ P/m.
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SYMULACJA 2 Bieguny na plaszczyznie s i odpowiedzi uktadu drugiego rzedu.
Przeciagnij biegun (drugi z pary porusza sie symetrycznie) albo wybierz dwa bieguny
rzeczywiste. Po prawej odpowiedz impulsowa h(t) i odpowiedz na skok. Przesun biegun
na prawag strone osi urojonej i zobacz, co znaczy niestabilnos$¢.

t Ims

Res 0 /

-1+
-1
31
-34
2 4 6 8
t
— bieguny = odpowiedzimpulsowa h(t) — odpowiedz na skok

bieguny -0,20 + 2,001 czas zaniku 1/|Re p| 5,00 czestosc drgan 2,00 uktad stabilny

Biegun blisko osi urojonej: drgania gasng powoli, a odpowiedz na skok mocno przestrzeliwuje. Dla
sinusoidy o czestosci bliskiej Im p to ostry rezonans.

Stan na rysunku: bieguny -0,20 * 2,00i; ukiad stabilny.

Przydatne jest tez twierdzenie o wartosci konncowe;j: jesli wszystkie bieguny sY leza w lewej
polptaszczyznie (wtedy y(t) ma granice), to lim; o y(¢) = lim,_,0 sY (s). Dla odpowiedzi na skok
Y = H/s, wiec wartos$¢ ustalona to H(0): wzmocnienie stalopradowe.

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 35 min

1 Gdzie leza bieguny H = m? Opisz odpowiedz impulsowa bez liczenia jej.
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2 Znajdz odwrotng transformate gs,lﬁj na dwa sposoby: utamkami prostymi i

== twierdzeniem o splocie.

3 Jaka jest warto$¢ ustalona odpowiedzi na skok jednostkowy uktadu H = fs+_2%s+_35? Czy

** twierdzenie o warto$ci koncowej dziata dla H = ﬁ?

4 Pokaz, ze |H(iw)|dla H = m to krzywa rezonansowa z lekcji 4.1 (podzielona przez
==  Fp). Gdzie na plaszczyznie s leza bieguny przy stabym ttumieniu i dlaczego wtedy
rezonans jest ostry?

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

5 Btedne intuicje

X

+L{f'} = sF, tak jak przy Fourierze.”

Brakuje — f(0). Wtasnie ten wyraz wnosi warunki poczatkowe, ktérych transformata
Fouriera nie zna.

% ,,E{u(t — C)f(t)} — efcsF(s)_”

Reguta dotyczy u(t — ¢) f(t — ¢), czyli sygnatu przesunietego w czasie. Inaczej trzeba
najpierw zapisaé f(t) jako funkcje t — ¢ (zadanie 3.3).

x  Wartosc¢ koncowa zawsze daje lim, .o sY.”

Tylko gdy granica istnieje, czyli bieguny sY leza w lewej péiptaszczyznie (zadanie 4.3).

x ,Biegun z dodatnig czescia urojong oznacza niestabilnosc¢.”

O stabilnos$ci decyduje czes¢ rzeczywista. Cze$¢ urojona méwi tylko o czestosci drgan.

x ,Transformata Laplace'a to zupetnie inne narzedzie niz Fourier.”

Dla sygnaldéw zaczynajacych sie w ¢t = 0 to Fourier sygnatu ttumionego przez e ?%; na osi
s = iw dostajesz z powrotem odpowiedz czestotliwosciowa.
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6 Sprawdz sie

1 Zapisz definicje transformaty Laplace'a.

F(s) = [° f(t)e * dt.

2 Ile wynosi L{y"}?

s’Y — sy(0) — y/'(0).

3 Jakie sg transformaty e* i sin wt?

Ay w
s—a = s24w?’

4  Corobi mnoznik e ¢*?

Opodznia sygnat o c i wiacza go w chwili c.

5 Czym jest transmitancja?

H =Y /X przy zerowych warunkach poczatkowych; transformata odpowiedzi

impulsowe;.

6 Kiedy uklad jest stabilny?

Gdy wszystkie bieguny transmitancji maja ujemna czes¢ rzeczywista.

7 Jak szybko znalezé warto$¢ ustalona odpowiedzi na skok?

H(0), jesli uktad jest stabilny.
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7

Karta wzorow i co dalej

-

TABLICA
L{f} = [y fe~*tdt; 1— 15 " — s
e = 5

sin wt — ;%g; cos wt — ;z%;

ef — F(s—a); u(t—c)f(t—c) — e “F;
d(t—c) —>ec

UKLADY

przepis: transformuj - rozwigznayY -
utamki proste - tablica

H=_—"— +175+k; Y=HX; h=L"Y{H};
y=hxz

biegun o + iw: e’ razy drgania o czestosci

f'— sF — f(0); f" — s’F — sf(0) — f'(0) “

(f % g)(t) = f(f F(r)g(t — 1) dr — FG stabilnos$é: wszystkie Repr < 0
wartos¢ koncowa: lim,_,o sY (gdy
stabilny); skok: H(0)

Do przeczytania w podrecznikach

¢ W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems: 6.1
(definicja), 6.2 (zagadnienia poczatkowe), 6.3-6.4 (funkcje skokowe i wymuszenia nieciagte),
6.5 (funkcje impulsowe), 6.6 (splot).

e Feynman, t. I, 25-1...25-5 (uktady liniowe, superpozycja, analogie mechaniczno-elektryczne,
impedancje szeregowe i rownolegle).

W lekcji 4.5 Uktady rownar liniowych i przestrzen stanow uktad jednego rownania zastqpimy
uktadem réwnan pierwszego rzedu w przestrzeni stanow, a bieguny okazq sie wartosciami
wlasnymi macierzy. W automatyce transmitancja, bieguny i odpowiedz impulsowa to jezyk
codzienny: sprzezenie gwrotne (1.1 Po co sprzezenie gwrotne? Petla otwarta i zamknigeta),
schematy blokowe (2.1 Schematy blokowe i transmitancja petli), stabilnosc¢ (2.2 Bieguny i zera petli
zamknietej, linie pierwiastkowe).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.2 - 2o dlas > 4.

4100
2. [ te~stdt = [Je—st]ﬂ +1[estd = L.

1/ 1 1\ s
3. 2 (sfiw s+iw) TS tw? "

2
49 ~ o) = @i

5.Dla s > 3: wtedy e~ *~3)* maleje. Dla et wykladnik t? — st ro$nie do +oo przy kazdym ustalonym s,
wiec calka jest rozbiezna. e’ rosnie szybciej niz kazda wykladnicza Me®.

Zadania - czes$¢ 2

1.sY —3+2Y =0,Y = 25,y =3¢ %,

2.8%Y —s—24+Y =0,Y = + 2+1,y:cost+2sint.

2+1
3.(8°—s-2)Y =s - LY = 505 = 51%?; + 52%?1, y = e* + 2e7'. Pierwiastek 2 > 0: rozwigzanie
rodnie.
4. (s> +4)Y = +4, Y = (5214)2 = % . (Ssz , wiecy = %(sin 2t — 2t cos 2t). Amplituda ro$nie liniowo z

czasem, jak w lekcji 4.1. Podwdjne bieguny +2¢ daja czynnik ¢.

5.RC=10*-10%=1s.1-e*=0,95dlat = In20 =~ 3,0 s, czyli po ok. 3RC.
Zadania - czes¢ 3

3
1. (s+1)%+9°

2. Uzupelnij do kwadratu: s? + 4s + 13 = (s + 2)? + 9. To m, czyli cos 3t przesuniety w s o —2:
e % cos 3t.

3. Pierwsza: e ** & (rampa op6zniona o 2). Druga: u(t — 2)t = u(t — 2) [(t — 2) + 2], wiece > (4 + 2).

Reguta przesuniecia wymaga, zeby funkcja byla zapisana jako funkcja t — 2; druga zaczyna sie od

wartosci 2, a nie 0.

4.Y = s(s ;13) a m =1 S czylil — cost. Zatemy = (1 — cost) — u(t — m) (1 — cos(t — )). Dla
t > m:(1—cost) — (1+ cost) = —2cost. Amplituda 2: sita dzialala doktadnie przez pét okresu,
zgodnie z ruchem, czyli dwa razy wiecej niz przy stalej sile dzialajacej bez przerwy (1 — cost drga z

amplituda 1 wokoét nowego potozenia réwnowagiy = 1).

Zadania - czes$¢ 4

1. —1 =+ 2i. Drgania z czesto$cig 2, gasnace jak e ?; uktad stabilny. (Rachunek: h = %e‘t sin 2t.)

2. Utamki: 1 — S+1’ czylil — e t. Splot: & <+ 1, s+1 e ’a f(f 1-e 7 dr =1— et v. Mnozenie przez *

to calkowanie od 0 do ¢.
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3.H(0) = ‘—g = 1.Dla 11 biegun +1 lezy w prawej potptaszczyznie, odpowiedz na skok to e/ — 1 — co.

S—

Formalnie lim, o sY = H(0) = —1, wynik bez sensu: twierdzenie wymaga stabilnosci.
. . . 2 . .
4. H(iw) = WEHW, |H| = W v.Bieguny: —s- 4 iy/wi — 7. Przy matym v leza tuz obok

osi urojonej, blisko +iwy. Gdy w przechodzi wzdtuz osi obok bieguna, |H| = odlegtosé

1 .
mliw—p1| |iw—pa|’
od dalszego bieguna jest prawie stala (~ 2wy), wiec |H| jest w przyblizeniu odwrotnie proporcjonalne
do odlegtosci od blizszego bieguna i gwattownie ros$nie. Blizej osi, ostrzejszy szczyt.

Matematyka - Transformata Laplace'a. Zrédta: W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems, rozdz. 6.1-6.6; R.
P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-Wesley 1963; New Millennium Edition 2011), 25-1...25-5. Wszystkie
liczby w przyktadach policzone na nowo.
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