MATEMATYKA 4.3

Transformata
Fouriera i delta Diraca

Klasniecie w dlonie nie jest okresowe, a jednak ma widmo:
zawiera prawie wszystkie czestotliwo$ci naraz. Szereg Fouriera
opisuje sygnaty, ktore sie powtarzaja; transformata Fouriera
robi to samo dla pojedynczego impulsu. Zobaczysz, dlaczego
krotki impuls musi miec szerokie pasmo, czym jest ,,funkcja”
réwna zeru wszedzie poza jednym punktem, a mimo to o polu 1,
ijak jedno mnozenie zastepuje skomplikowana calke zwana

splotem.
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o Prolog: widmo klasniecia

W lekcji 4.2 Szeregi Fouriera roztozylisSmy sygnat okresowy na harmoniczne: czestotliwosci w, 2w,
3w... Im dtuzszy okres T', tym gesciej leza harmoniczne, bo odstep miedzy nimi to w = 27 /T.
Pojedynczy impuls to sygnat o okresie nieskonczenie dlugim. Harmoniczne zlewaja sie wtedy w
ciagle widmo.

Feynman pokazuje to na fali radiowej. Fala no$na o czestosci w,, ktérej amplituda zmienia sie z
czestoscia w,,, to suma trzech czystych tonéw: w, oraz dwoch wsteg bocznych w, + w,,. Szybsza
modulacja zajmuje szersze pasmo. FLP I-48-3 TImpuls to skrajna modulacja: sygnat wiacza sie i
zaraz wylacza.

Pytanie na start. Nadajnik wysyla impulsy trwajqgce 1 ns. Jakie pasmo czestotliwosci muszq przenosic
kable i wemacniacze? Odpowiedz w przyktadzie 1.1.

1 Od szeregu do catki

Weimy zespolona posta¢ szeregu z lekcji 4.2 dla okresu T f(t) = Y. cpe zw, =n-Eic, =
i TﬁZ f(t)e~™t dt. Oznaczmy F(wy) = T ¢, i odstep Aw = 2= (calke po okresie liczymy tu od
—T/2 do T/2, co dla funkcji okresowej daje to samo co od 0 do 7). Wtedy

f(t) _ Z F(’}dn) elwnt — % ZF(wn) ewnt Ay,

n

DlaT — oo suma z Aw staje sie catka, jak suma Riemanna (lekcja 1.5 Calki), a granice catki w ¢,

rozszerzaja sie do +oo (catka niewtasciwa):

4 N
58 TRANSFORMATA FOURIERA I TRANSFORMATA ODWROTNA

00 ) 1 o0 .

= / f(t) e ™t dt, fit)=— / F(w)e™ dw.

oo 21 J o

F(w) to ,,ilo$¢” czestosci w w sygnale: liczba zespolona, kt(’)rej modul méwi o
amphtudme a argument o fazie. Uwaga na umowy: czynmk bywa rozlozony po
rOWno (—— W obu wzorach), znak w wyktadniku bywa odwrotny, a inzynierowie
czesto uzywaja czestotliwosci v zamiast w. Tre$¢ sie nie zmienia, ale wzory z réznych
zrédet nie pasuja do siebie bez przeliczenia. ' por. Kreyszig §11.9
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Przyktad 1.1
Impuls prostokatny

Sygnat ma wartos¢ 1 dla |t| < % i 0 poza tym przedziatem. Oblicz jego transformate i odpowiedz
na pytanie z prologu.

e /2 — e7/2  2sin(wr/2)

—iw w

1 F(Lt)) — fT/2 e—iwt dt =

/2 (wzér Eulera, lekcja 1.7 Liczby

zespolone i fazory).

2 F(0) = 7 (granica, albo wprost pole pod impulsem). Pierwsze zera: - = +m, czyli
w=+=E,

3 W czestotliwosciach v = w/2w gléwny listek widma siega v = % DlatT = 1nsto 1 GHz.

2 si 2
{ Wynik: F(w) = M; impuls 1 ns potrzebuje pasma rzedu 1 GHz. }
w

Sprawdzenie: jednostki: F' ma wymiar [f]-s, tak jak 7 v. Dwa razy krétszy impuls ma
dwa razy szersze widmo i dwa razy nizsze v (pole pod F wynosi zawsze 27 f(0) = 2«

).

Przyktad 1.2
Gasnace drgania i szerokos¢ linii widmowej

Oblicz transformate sygnatu f(t) = e * dlat > 0(i0dlat < 0), a > 0. Gdzie |F|? spada do
potowy?

) 1
1 F(w) = [Fe (atiw)t q¢ = .
() fo a + iw
1
2 |F)?= : maksimum % w w = 0, polowa przy w = =+a.

a? 4+ w?’

Wynik: F' = ﬁ ; szeroko$¢ potéwkowa | F|? to 2a. (Szeroko$é potéwkowa samego | F/|,
uzywana w symulacji 1, to 2v/3 a.)

Sprawdzenie: drgania gasnace jak e~ cos wot maja to samo widmo przesuniete do
+wy (czesé 2). Szybsze gasniecie (wieksze a) daje szersza linie: tak szerokos¢ linii
widmowej atomu mierzy czas zycia stanu wzbudzonego. Blisko rezonansu kwadrat
krzywej rezonansowej oscylatora z lekcji 4.1 Réwnania rézniczkowe zwyczajne

(moc) ma ten sam ksztalt 5, Z a = y/2m: stabo ttumiony oscylator to sygnat,

1
a?+(w—wy)

ktéry gasnie powoli, wiec ma waska linie.

4.3 - Transformata Fouriera i delta Diraca 3/16


http://127.0.0.1:45505/pl/math/4-1/
http://127.0.0.1:45505/pl/math/1-7/
http://127.0.0.1:45505/pl/math/1-7/

1.1 Krétko w czasie, szeroko w czestotliwosci

Dla impulsu gaussowskiego f(t) = e #/27") transformata to znowu krzywa Gaussa, F (w) =

oV2me 7w/ (zadanie 1.3), o szerokosci % Iloczyn szerokos$ci w czasie i w czestosci nie zalezy od
o.To ogblna reguta: im krotszy sygnal, tym szersze widmo, a iloczyn At - Aw dla rozsadnych,
gladkich impulséw jest rzedu kilku ($ciste ograniczenie At - Aw > % zachodzi dla szerokosci
sredniokwadratowych). W mechanice kwantowej, gdzie liczba falowa to ped podzielony przez & (a
czesto$¢ to energia podzielona przez h), ta sama matematyka daje zasade nieoznaczonosci (Dziat
17: Amplitudy prawdopodobienistwa).
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SYMULACJA 1 Impulsimodul jego transformaty. Wybierz ksztalt i zmieniaj czas trwania
7. Odczyt podaje szerokosci potéwkowe At (impulsu) i Aw (widma) oraz ich iloczyn.
Iloczyn zalezy od ksztaltu, ale nie od 7. Paczka falowa to gaussowska obwiednia razy
cos bt: jej widmo lezy przy w = +5.

1,0
0,5
0,0
-4 -2 0 2 4
t
1,0
0,5
-10 -5 0 5 10
— impuls f(tf) = |F(w)| (skala do maksimum) — szerokos¢ potéwkowa

At 1,500 Aw 5,055 At-Aw 7,58

Widmo ma listki; pierwsze zera przy w = £21/T. Krétszy impuls, szerszy gtowny listek.

Stan na rysunku: impuls prostokatny, T = 1,50; At = 1,500, Aw = 5,055, At-Aw = 7,58.

/Z ZADANIA - CZESC 1 6 zadan - ok. 50 min

1 Oblicz transformate impulsu o wartosci 1 dla |¢| < 110 poza tym przedziatem. Ile
<« wynosi F(0) i gdzie lezy pierwsze zero?
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2 Pokaz, ze F(0) = ffooo f dt, i sprawdz to na przyktadzie 1.2.

3 Oblicz transformate e /2.

4 Oblicz transformate e~ (a > 0).

5 Ile mniej wiecej wynosi pasmo potrzebne do przestania impulséw trwajacych 1 us? Ile
== impulséw na sekunde mozna w przybliZzeniu wystaé przez kanat o pasmie 10 MHz?

6 Pokaz, ze dla rzeczywistego f jest F(—w) = F(w), a jesli dodatkowo f jest parzysta, to F’
e=  jest rzeczywista i parzysta.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

2 Wiasnosci transformaty

Kilka regut pozwala liczy¢ transformaty bez catkowania, z tych juz znanych. Kazda sprawdza sie
podstawieniem w calce definicyjnej. por. Kreyszig §11.9

4 N
58 REGULY RACHUNKOWE (TRANSFORMATA FUNKCJI F TO F )

* liniowos¢: af + fg — oF + BG;
* przesuniecie w czasie: f(t —ty) — e “"F(w) (modut widma bez zmian);
* skalowanie: f(\t) — |—/1\‘F(°§) (krétszy sygnat, szersze widmo);
* modulacja: f(t) &' — F(w —wp),awiec f(t) coswot — §[F(w — wp) + F(w + wo)];
e pochodna: f'(t) — iwF(w) (r6zniczkowanie staje sie mnozeniem);
* energia (twierdzenie Plancherela): [ |f[?dt = 5= [ |F|? dw.
- J

Reguta modulacji to wstegi boczne Feynmana: obwiednia o widmie F mnozona przez no$na
cos wyt daje dwie kopie F' wokot +w,. FLP I-48-3 Regula pochodnejjest powodem, dla ktérego
transformaty upraszczaja réwnania rézniczkowe: u” + u = g przechodzi w (1 — w?)U = G,
réwnanie algebraiczne. To samo zrobi transformata Laplace'a (4.4 Transformata Laplace'a).
Twierdzenie Plancherela jest ciaggla wersjg twierdzenia o energii z lekcji 4.2.
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Przyktad 2.1
Paczka falowa

Oblicz transformate paczki f(t) = e /") coswot i jej szerokosc w czestosci. Ile trwa paczka,
ktdrej widmo ma szerokos¢ potdwkowq 1012 s~12

1  Transformata obwiedni: o/ 27 e oW /2 (punkt 1.1).
2 Modulacja: F(w) = "4225 (6_02(“_“’0)2/2 + e‘”z(“’+“’°)2/2): dwa garby przy +wy, kazdy o
szerokosci rzedu L.

3 Szerokosci potéwkowe: obwiedni At = 2v/2In2 0 ~ 2,3550, garbu Aw = 2’% Iloczyn
At - Aw = 8In2 =~ 5,55.

4 At~555/1012~55-10"2s.

[ Wynik: dwa gaussowskie garby przy +wg; At - Aw ~ 5,55; paczka trwa ok. 5,5 ps. ]

Sprawdzenie: dla impulsu prostokatnego ten sam iloczyn szerokosci potéwkowych
to ok. 7,58, dla wyktadniczego ok. 2,40 (symulacja 1). Liczba zalezy od ksztattu i
definicji szerokosci, ale zawsze jest rzedu kilku v'.

/. ZADANIA - CZESC 2 4 zadania - ok. 35 min

1 Impuls prostokatny z przykladu 1.1 przesuwamy w czasie o ty. Jak zmienia sie F, a jak
« |F|?

2  Stacjaradiowa AM nadaje na nos$nej 1 MHz dzwiek o czestotliwosciach do 5 kHz. Jakie
== pasmo zajmuje? Co najmniej jak gesto mozna rozmies$cié stacje?

3 Zreguly pochodnej i zadania 1.3 wyznacz transformate ¢ e~*/2,

4 Sprawdz twierdzenie Plancherela dla f = e~ (zadanie 1.4).

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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3 Delta Diraca

Sci$nijmy impuls prostokatny z przyktadu 1.1, ale tak, zeby jego pole zostalo réwne 1: wysoko$¢ %
2 sin(w7/2)

, szerokos¢ 7. Jego transformata to adla7T — 0dazy do 1 dla kazdego w. Granica takich
impulséw to delta Diraca 6(t): ,funkcja” rowna zeru dla t # 0, nieskoriczenie wysoka w zerze, o
polu 1. Zadna zwykla funkcja tak sie nie zachowuje; poprawnie definiuje sie ja przez to, co robi

pod calka.

4 N
53 DELTA DIRACA

/ d(t—a)g(t)dt = g(a) dlakazdej ciagtej g.

Delta ,wyluskuje” warto$¢ funkcji w jednym punkcie. Wynikaja z tego: [ 6 = 1; §(\t) =
ﬁ& (t); pochodna skoku jednostkowego (funkcji Heaviside'a) to é. Transformaty:

i(t) — 1, 1 — 27d(w), coswot — w[6(w — wy) + I(w + wp)].
- J

Widmo delty jest ptaskie: idealnie krotki impuls zawiera wszystkie czestosci po réwno.
Klasniecie, uderzenie mltotkiem albo trzask iskry sg jego przyblizeniami, i dlatego uderzenie
mlotkiem w konstrukcje pobudza wszystkie jej czestosci wlasne naraz (tak bada sie mosty i
karoserie). Odwrotnie, staty sygnal ma cala moc w w = 0, a czysty cosinus w dwoch punktach +wy
: widmo z lekcji 4.2 to cigg delt.
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Przyktad 3.1
tadunek punktowy jako gestosc

Gestos¢ tadunku punktowego q w poczqtku uktadu zapisz deltq tréjwymiarowq i wyjasnij, jak
pogodzid V - (¥/r3) = 0 (dlar # 0, lekcja 3.5 Strumien, dywergencja i rotacja) ze strumieniem 4w
(lekcja 3.6 Twierdzenia Greena, Stokesa i Gaussa).

1 8%(F) = §(x) 6(y) §(2): catka po dowolnej objetosci zawierajacej zero to 1, po objetosci
bez zera 0. Gesto$é: p = q 6°(7), catkowity tadunek gq.

2 Twierdzenie Gaussa: strumien 7/r3 przez kazda powierzchnie wokét zera to 4m, czyli
[[] V - (7/r®) dV = 4 dla kazdej objetosci z zerem i 0 bez zera.

T

3

3 Tak zachowuje sie 47 §3(7): V - — = 47 §3(F).
T

Wynik: p = ¢&°(7) i V - & = 4m §°(F): dywergencja jest zerowa wszedzie poza zerem, a
cale zrodto siedzi w jednym punkcie.

Sprawdzenie: z E = * dostajemy V - E = i53( r) = £: pierwsze rOwnanie

47re r3
Maxwella v.

/. ZADANIA - CZESC 3 4 zadania - ok. 30 min

1 Oblicz [*_§(t—2)dt, [ 8(t)costdti [, 6(t — 3)dt.

2 Oblicz transformate (¢t — t9). Co méwi jej modul, a co faza?

3 Ztransformaty 1 — 27é(w) i reguly modulacji wyprowadz transformate cos wot. Sprawdz
= wynik transformata odwrotna.

4 Pokaz, ze §(2t) = 36(t), calkujac obie strony z funkcja testowa g. Dlaczego nie mozna
== powiedzie¢ ,obie sg nieskonczone w zerze, wiec sg rowne”?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

4 Splot i uktady liniowe

Rozwazmy uklad liniowy niezmienny w czasie: wzmacniacz, filtr, oscylator, przyrzad pomiarowy.
Niech h(t) bedzie jego odpowiedzia na delte, czyli na krétkie uderzenie w chwili 0: odpowiedzia
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impulsowa. Dowolny sygnat wejSciowy z(t) to suma (catka) delt o wagach z(s) w chwilach s:
z(t) = [x(s) §(t — s) ds. Z liniowosci i niezmiennosci w czasie odpowiedz to suma przesunietych
odpowiedzi impulsowych:

a N
58 SPLOT I TWIERDZENIE O SPLOCIE

o0

y(t) = (zxh)(t) = / z(s) h(t —s)ds,  Y(w)=X(w)H(w).

—00

Transformata splotu to iloczyn transformat.

por. Kreyszig §11.9 (tam z czynnikiem v2m, bo inna umowa) ' H(w) to transmitancja
(funkcja przenoszenia): uktad mnozy kazda czesto$¢ osobno przez H (w). Krzywa
rezonansowa R(w) z lekcji 4.1 to wlasnie Fy |H (w)| oscylatora.

- J

Dowdd twierdzenia jest krétki: Y (w) = [ z(s)h(t — s)e “* ds dt; podstawiamy ¢t = s + u i catka
rozpada sie na iloczyn [ z(s)e **ds - [ h(u)e ** du. Obraz splotu: odbij h, przesur o ¢, pomnodz
przez z i wez pole. Kazda Srednia kroczaca, rozmycie zdjecia, pogtos sali czy skoniczona
rozdzielczos¢ przyrzadu to splot.

Przyktad 4.1
Dwa prostokaty

Oblicz splot impulsu prostokqtnego o szerokosci 1 i wysokosci 1 (wysrodkowanego w zerze) z
samym sobq. Sprawdz wynik twierdzeniem o splocie.

1 (f * f)(t) to dlugos¢ czesci wspolnej odcinkéw [—5; 1]i[t — 35 t + 5.

2 Dla |t| < 1tadlugo$étol — [t|; dla |¢t| > 1 odcinki sa rozlaczne, splot 0.

2sin(w/2)

4sin®(w/2)
= —_—.

, wiec splot powinien mie¢ transformate F? = ==

3 Transformata: F =

[ Wynik: tréjkat 1 — |¢| na [-1; 1]. ]

Sprawdzenie: transformata tréjkata z catki definicyjnej: 2 fol(l —t)coswtdt =

2(1—cosw) __ 4sin*(w/2)
w? o w?

v.Pole trojkata 1 = 1 - 1, iloczyn pol v.
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SYMULACJA 2 Splot krok po kroku. Jadro h zostaje odbite i przesuniete do chwili ¢;
zacieniowane pole pod iloczynem z(s) h(t — s) to warto$¢ splotu w ¢. Przesuwaj t albo
uruchom animacje, zmieniaj sygnatl i szerokos¢ jadra. Szerokie jadro wygladza mocnie;j:
$rednia kroczaca jest filtrem dolnoprzepustowym.

1.5

1,0

1,0

-4 -2 0 2 4

— sygnatx(s) =— jadroh(t-s) — iloczyn x(s)-h(t-s) (skala rysunku) — splot y(t)

t -0,60 y(t) 0,890 pole jadra 1

Splot rozmywa sygnat: ostre krawedzie stajg sie zboczami o szerokosci jadra. Jadro ma pole 1, wiec
pole pod sygnatem i poziom dtugich ptaskich odcinkdw sie nie zmieniaja; krotkie impulsy sg obnizane
i poszerzane.

Stan na rysunku: sygnat prostokat, jadro prostokat, szerokos¢ 1,00; y(-0,60) = 0,890.

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 35 min

1 Oblicz splot f x 6(t — a).
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2 Srednia kroczaca z ostatniej sekundy to splot z prostokatem o szerokosci 1 s i wysoko$ci
«= 15! Jakajest jej transmitancja |H (w)|? Kt6re czestotliwosci Srednia usuwa catkowicie?

3 Filtr RC ma odpowiedz impulsowa h(t) = 7Zze /¢ dlat > 0. Oblicz H(w) i czesto$¢,
== przy ktérej |[H| = % Policzjadla R =1kQ,C =1 uF.

4  Pokaz, ze splot dwoch krzywych Gaussa o szerokosciach o i 03 jest krzywa Gaussa o
«= gzeroko$ci \/ o2 + o3. Co to oznacza dla pomiaru sygnatu o szerokosci 3 ns przyrzadem o
rozdzielczosci (gaussowskiej) 4 ns?

moo podstawowe  amo Srednie maa feynmanowskie

5 Btedne intuicje

X

,»Krotki impuls ma jedna, wysoka czestotliwosé.”

Ma szerokie widmo, rzedu 1/7, od zera w goére. Jedna czestotliwosé to nieskonczenie
dlugi cosinus.

x ,Delta Diraca to funkcja, ktora w zerze ma wartos¢ nieskonczona.”

To przepis na catke: [ §(¢t — a)gdt = g(a). Bez tej definicji nie da sie odréznié §(t) od §(2t)
(zadanie 3.4).

x  ,Splot to po prostu iloczyn funkcji.”

Iloczyn zachodzi dla transformat. W czasie splot to catka po wszystkich przesunieciach;
iloczyn w czasie odpowiada splotowi widm (modulacja).

x ,Kazde zrodto podaje te sama transformate.”

Czynnik i, znak w wykladniku i zmienna (w lub v) zaleza od umowy. Zanim przepiszesz

wzdr, sprawdz definicje.

x ,,Modut widma mowi wszystko o sygnale.”

Przesuniecie w czasie zmienia tylko faze (zadanie 2.1). Bez fazy nie odtworzysz sygnatu.
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6 Sprawdz sie

e N
1 Zapisz transformate Fouriera i transformate odwrotna (w umowie tej lekcji).
F(w) = [ f(t)e ™ dt, f(t) = 5 [ F(w)e™" dw.
. J
- N
2 Jaka jest transformata impulsu prostokatnego o szerokosci 7 i wysokosci 1?
w, z pierwszym zerem przy w = 27 /7.
. J
4 N
3 Cosie dzieje z widmem, gdy sygnal skrocimy dwa razy?
Rozszerza sie dwa razy (i obniza): f(2t) — 3 F(w/2).
. J
e N
4 Czemuréwnasie [6(t — a)g(t) dt?
g(a).
. J
4 N
5 Jakajest transformata 6(t), a jaka stalej 1?
li27(w).
. J
4 N
6 Na co przechodzi splot w dziedzinie czestotliwosci?
Na iloczyn transformat: Y = X H.
- )
4 N
7 Co przechodzi na mnozenie przez iw?
Rézniczkowanie w czasie.
- )
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7 Karta wzorow i co dalej

4 A
TRANSFORMATA DELTA I SPLOT
F(w)= [ f(t)e ™ dt; f= 5 [Fe*' dw J6(t—a)g(t)dt = g(a); 6(Mt) = |—/1\|5(t)
prostokat 7: w; e~ (t > 0): —7; §d—1; 1 — 2n6(w); coswyt — w[d(w —
ealtl: s wo) + 8(w + wp)]
e t/C7): g2 e )2 V- (7/r¥) = 4n83(F); p = 6 (F)
flt—ty) = e “hF; f(At) — ﬁF(w/)\); (z*h)(t) = [z(s)h(t —s)ds; ¥ = XH
f'—iwF At - Aw ~ kilka (zaleznie od ksztattu);
feoswot = 3[F(w — wp) + Fw + wo)]; Gauss: 81n 2
JIfP =5 [IF?

- /

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: t. I, 48-2 i 48-3 (modulacja i wstegi boczne).

¢ Dla chetnych: 48-4 (zlokalizowane ciagi fal), 50-2 (przypomnienie szeregu Fouriera).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki
* E. Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, wyd. 10: §11.7 (catka Fouriera), §11.9
(transformata Fouriera, splot), §6.4 (delta Diraca przy transformacie Laplace'a).

* K. A. Stroud, Advanced Engineering Mathematics: transformata Fouriera z przyktadami
sygnatow.

Transformata Laplace'a (4.4 Transformata Laplace'a) to krewna transformaty Fouriera dla
sygnatow, ktdre zaczynajq sie w chwili 0 i mogq rosnqc; tam odpowiedz impulsowa i transmitancja
stangq sie codziennymi narzedziami. W optyce figura dyfrakcyjna szczeliny to transformata
Fouriera jej ksztattu (Dzial 12: Optyka: zasada najmniejszego czasu, interferencja, dyfrakcja), a w
mechanice kwantowej funkcje falowe w potozeniu i pedzie sq parq transformat (Dzial 17:
Amplitudy prawdopodobieristwa,).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. F = 288 (pr7ykiad 1.1z 7 = 2). F(0) = 2, pierwsze zerow w = 7.

2.Dlaw = 0 czynnik e ™! = 1. W przykladzie 1.2: F(0) = 1 = [* e~ dt v. Warto$¢ widma przy zerowej
czestosci to sktadowa stata, pole pod sygnatem.

Fw) = e /2 [ e~®+w)/2 4t — \/2r e "2, Gauss przechodzi w Gaussa.

4. Czes¢ t > 0 daje a+zw (przyklad 1.2),
jest parzysta (zadanie 1.6).

2 + 5, liczba rzeczywista, bo funkcja

5. Rzedu 1 MHz. Pasmo 10 MHz pozwala na impulsy rzedu 0,1 us, czyli ok. 107 impulséw na sekunde. To
dlatego przy danym stosunku sygnatu do szumu szybko$¢ transmisji danych jest proporcjonalna do
szerokosci pasma.

6. F(w) = [ f(t)e"wtdt = [ f(t)e™!dt = F(—w). Dla parzystej f: F(w) = [ f(t)(coswt — isinwt) dt, a
catka z parzystej razy nieparzystej (sin) jest zerowa, wiec F = [ f cos wt dt: rzeczywista i parzysta w w.
Dlatego wystarczy rysowac¢ widmo dla w > 0.

Zadania - czes¢ 2

1. F mnozy sie przez e *“%; | F| sie nie zmienia. Widmo amplitudowe nie wie, kiedy impuls nastapil; ta
informacja siedzi w fazie.

2. 0d 995 do 1005 kHz, szerokos¢ 10 kHz (wstegi boczne po obu stronach nosnej). FLP I-48-3  Stacje co
10 kHz; w Europie przydziela sie kanaty co 9 kHz, co lekko ogranicza najwyzsze czestotliwosci
dzwieku.

3. %e*ﬁ/? = —te /2, wiec transformata —t e /2 to iwy/2m e ~"/2, a szukana: —iw+/2m e /2. Funkcja
nieparzysta i rzeczywista: transformata czysto urojona i nieparzysta.

c (o2t gp — L L1 _4d g 4d m 1
4.Lewa: [e 20l dt = 1. Prawa: - [ @y dw = v.

2r 2a3 T a
Zadania - czes$¢ 3
1.4, 1, 0 (punkt t = 3 lezy poza przedzialem catkowania).

2. [6(t —to)e ™! dt = e “h. Modul 1 dla kazdej czestosci: ptaskie widmo. Faza —wty, liniowa w w,
koduje moment impulsu (regula przesuniecia).

3. coswot = (™! + e ™) a1 . e — 2§ (w F wy). Suma: w[d(w — wp) + §(w + wp)]. Odwrotna: 5-
m(e™t + e~™0t) = coswyt V.

4. Podstawienie u = 2t: [ §(2t)g(t)dt = [ &(u)g(%)% = 1g(0) = [ 35(t)g(¢) dt. Delta nie jest liczba w
punkcie, tylko przepisem na catke; ,warto$é w zerze” nic nie méwi, liczy sie pole, a $cisniecie
dwukrotne zmniejsza pole o potowe.

Zadania - czesc 4

1. [ f(s)6(t — a — s)ds = f(t — a): przesuniecie. Delta jest ,,jedynka” splotu, a jej przesuniecie to
opdznienie.
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2.|H| = %‘ (przyklad 1.1 z 7 = 1; przesuniecie w czasie nie zmienia modutu). Zera w w = 27k, czyli

v =1, 2, 3...Hz: sktadowe, ktére mieszcza sie w oknie calg liczha okreséw, usredniaja sie do zera.

Dlatego Srednia z 24 godzin usuwa cykl dobowy.

3.Zprzykladu1.2za = 55: H = 1/}gfw = e H? = Tme = 3 dlaw = 55 = 1000574, czyliv ~
159 Hz. Nizsze czestotliwosci przechodza, wyzsze sa ttumione: filtr dolnoprzepustowy.

4. Transformaty: e “1“"/2 . e=%"/2 = ¢=(?1+71)+"/2 (7 doktadnoscia do stalych), czyli Gauss 0 o2 = o2 + o2
Zmierzony impuls ma szerokos¢ /9 + 16 = 5 ns. Szerokosci dodaja sie w kwadratach, jak
niepewnosci niezalezne (lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce); znajac rozdzielczosé, mozna
odzyska¢ prawdziwa szerokosé.

Matematyka - Transformata Fouriera i delta Diraca. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-Wesley
1963; New Millennium Edition 2011), 48-2...48-4, 50-2; E. Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics, wyd. 10, §6.4, §11.7-11.9; K. A. Stroud, Advanced
Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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