MATEMATYKA @ 4.2

Szeregi Fouriera

Skrzypce i flet graja to samo a' (440 Hz), a jednak od razu stycha¢
réznice. Obie fale powtarzajg sie 440 razy na sekunde, ale maja
inny ksztalt. Fourier pokazal, ze kazdy rozsadny ksztatt
okresowy to suma sinuséw o czestotliwosciach f, 2f, 3f... z
odpowiednimi amplitudami. Ta lekcja pokazuje, jak te
amplitudy obliczy¢, dlaczego da sie to zrobi¢ calka i co z tego
wynika dla oscylatora pobudzanego sita okresowa, ktora nie jest

sinusoida.
CZAS ZADANIA ZRODELA
ok.3hteorii+2h 18 zadan w tresci, Feynmana
zadan z wyktady z fizyki, t.
podpowiedziami i I, 50-1...50-5; W. E.
odpowiedziami Boyce, R. C.
DiPrima,
Elementary
Differential
Equations, rozdz.
10.2-10.4

W TEJ LEKCJI

O  Prolog: barwa dzwieku

1 Funkcje okresowe i harmoniczne
2 Ortogonalnos¢ i wspétczynniki

3 Zbieznosé, skoki i efekt Gibbsa

4 Energia, widmo i oscylator

5 Btedne intuicje

6  Sprawdz sie

7 Karta wzordw i co dalej
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o Prolog: barwa dzwieku

Feynman zaczyna rozdzial o harmonicznych od muzyki. Ton muzyczny to drganie ci$nienia
powietrza, ktére powtarza sie z okresem T'. Wysoko$¢ dzwieku zalezy od T', ale barwa zalezy od
ksztaltu jednego okresu. Juz pitagorejczycy wiedzieli, Zze struny o dlugos$ciach w prostych
stosunkach brzmia razem przyjemnie; Feynman ttumaczy to tym, ze ich sktadowe czestotliwosci
sie pokrywajg. FLP I-50-1, 50-3

Struna drga jednoczesnie w wielu modach: podstawowym o czestotliwosci f i wyzszych o
czestotliwosciach 2f, 3f... (Dzial 11: Fale i dzwiek). Kazdy z nich to sinusoida, a ich suma
powtarza sie z okresem 1/ f. Pytanie Fouriera bylo odwrotne: czy kazdq funkcje okresowa da sie
tak ztozy¢?

Pytanie na start. Fala prostokqtna przyjmuje na przemian wartosci +1 i —1 i skacze miedzy nimi. Czy da
sie jq ztozyc z gtadkich sinusow? Jesli tak, co dzieje si¢ doktadnie w miejscu skoku? Odpowiedz w
przyktadzie 2.1 i czesci 3.

1 Funkcje okresowe i harmoniczne

Funkcja f jest okresowa z okresem T, jesli f(t + T') = f(t) dla kazdego t. Czestos¢ kotowa
podstawowa to w = 27 /T'. Funkcje cos nwt i sinnwt dlan = 1, 2, 3...to harmoniczne: n-ta
wykonuje n pelnych drgan w jednym okresie T', wiec tez ma okres T'. Kazda ich kombinacja
liniowa ma okres T'.

e I
58 SZEREG FOURIERA
> 27
f(t):a0+n2_:1(ancosnwt+bnsinnwt), w=

Stala ag to wartos$¢ srednia. Taka postac zapisuje Feynman. | FLP I-50-2 W wielu
podrecznikach (np. Boyce i DiPrima) wyraz staty pisze sie jako %', Zeby wzoér na ag
wygladal tak samo jak na a,. To ta sama tres¢ w innym zapisie: zawsze sprawdzaj,

ktorej umowy uzywa zrédto.

- J

Wz6r obiecuje dwie rzeczy: ze wspotczynniki da sie wyznaczy¢ i ze suma rzeczywiscie daje f.
Pierwsza obietnica jest prosta (cze$¢ 2), druga wymaga ostroznosci (czes¢ 3).

/. ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 10 min

1 Jaki jest najmniejszy okres funkcji sin 2¢ + cos 3t?

4.2 - Szeregi Fouriera 2/16


http://127.0.0.1:36653/pl/physics/11/

2 Czysint + sin /2t jest funkcja okresowa?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

’ ¥ o [ 4

2 Ortogonalnosc i wspotczynniki

Sktadowe wektora wyznaczamy rzutem: a, = @ - &, bo wersory sa prostopadte i jednostkowe
(lekcja 1.1 Wektory). Dla funkcji na przedziale diugosci T odpowiednikiem iloczynu skalarnego
jest calka iloczynu:

fy g) = /O £(8) g(t) dt.

Harmoniczne sg wzgledem niego prostopadte, czyli ortogonalne. Dlan, m > 1:

T
n=m
, / sin nwt cos mwtdt = 0.
n#m 0

T T T
/ sin nwt sinmwt dt = / cos nwt cosmwtdt = ¢ 2’
0 0 07
Dowdd: ze wzoru sinasin 3 = 1[cos(a — 8) — cos(a + B)] iloczyn to suma cosinuséw, a catka z
cosinusa po pelnej liczbie okresow jest zerowa. Gdy n = m, zostaje staly wyraz % cos0 = %,
ktérego calka po okresie daje % (iloczyny cos - cos i sin - cos analogicznie). FLP I-50-4

Teraz pomndzmy szereg Fouriera przez sin mwt i scatkujmy po okresie. Z calej nieskoniczonej
.« . . T . . .
sumy zostaje jeden wyraz: b, - 5. Tak samo z cosinusami i ze stala:

~ )
58 WSPOLCZYNNIKI FOURIERA

1 T 2 (T 2 (7 .
ao:?/o f dt, an:?/o f(t) cos nwt dt, bn:?/o f(t) sin nwt dt.

Catkowa¢ mozna po dowolnym przedziale dtugosci T, np. od —% do %
- /
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Przyktad 2.1

Fala prostokatna

OkresT = 2w (wiecw = 1), f(t) =1dla0 <t <mif(t) = —1ldlarw <t < 2w Wyznacz
wspotczynniki Fouriera.

1 ay = 0: polowa okresu na +1, potowa na —1.
2 a,=1 (fow cosnt dt — f:ﬂ cosnt dt) = 0, bo sinnt znika w 0, 7 i 2.

3 b,= % (foﬂ sinntdt — f:ﬂ sinnt dt) = #[(1 —cosnm) + (1 — cos mr)] plesce oy

4 Dlan parzystych b, = 0, dla nieparzystych b, = ﬂin.

. 4 ([ . sin3t sin bt
Wynlk:f(t):; sint + 3 + - +...).

Sprawdzenie: ten sam wynik podaje Feynman: tylko nieparzyste harmoniczne, z
amplitudami odwrotnie proporcjonalnymi do czestotliwosci. | FLP 1-50-4 ‘Wt = Z:

21—1+1—..)=2.2 =1 (szereg Leibniza, lekcja 1.6 Szeregi liczbowe i
potegowe).

Symetria oszczedza rachunki. Jesli f jest nieparzysta (f(—t) = —f(t)), to wszystkiea, =0iap =0
: zostaja same sinusy. Jesli parzysta, wszystkie b, = 0: same cosinusy. Fala prostokatna z

przykiadu 2.1 jest nieparzysta. Ma tez symetrie pétokresowa, f(t + T) = — f(t), ktora usuwa
wszystkie parzyste harmoniczne.
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Przyktad 2.2

Fala pitoksztattna

Na przedziale —m < t < 7 jest f(t) = t, a dalej funkcja powtarza sie z okresem 2. Wyznacz

szereg Fouriera.
1  fjestnieparzysta, wiec ay = a,, = 0.

2 by=1 ffﬂ tsinntdt = 2 fow tsin nt dt. Przez czesci (lekcja 1.5 Calki): fo7r tsinntdt =

_ tcosnt(™ 1 rm __ _ mcosnmw

[ Leos }0+nf0 cosntdt = ST
3 b — _2cosmm _ 2=

n n - n :

sin2t sin 3t
+

3 —) dla —7 <t < 7.

Wynik: ¢t = 2 (sint —

I
b

—..)

O =
N
I
VIR
<

_I_

Wi

Sprawdzenie: wt = 3:2(1 —
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SYMULACJA 1 Suma czeSciowa szeregu Fouriera dla czterech ksztaltow fali. Zwiekszaj
liczbe harmonicznych N. Na gérze funkcja i jej przyblizenie, na dole widmo: amplitudy
kolejnych harmonicznych. Zwréé uwage, jak szybko malejg amplitudy dla fali ze
skokiem, a jak dla fali ciaglej z zalamaniem, i co dzieje sie przy skoku.

I ANV-NEVA
My BV v

0,5
0,0
-0,5
e O\ NN\
, N4 S
\V4 \Vj \V4 \J
-6 -4 -2 0 2 4 6
t
1,0
0,5
I I L -
5 10 15 20 25 30
— funkcjaf == sumaczesciowaSy == amplitudy harmonicznych

max Sy 1,188 potozenie maksimumt 0,524 btad sredniokwadratowy 0,259

moc w sumie Sy (z wyrazem statym) 93,3 %

Skok: amplitudy maleja jak 1/n. Przy skoku suma przestrzeliwuje do ok. 1,18 dla duzych N (efekt
Gibbsa); ucho tylko sie zweza.

Stan na rysunku: fala prostokatna, N = 5; max S_N = 1,188 w t = 0,524; biad
$redniokwadratowy 0,259.

/. ZADANIA - CZESC 2 6 zadan - ok. 50 min

4.2 - Szeregi Fouriera 6/16



1 Oblicz ["sin2¢ sin3¢tdti [, sin® 3¢ dt.
2 Podaj wspotczynniki Fouriera funkcji 3 + 2 cost — sin 4¢ (okres 27).

3 Bez calkowania znajdz szereg Fouriera funkcji sin® ¢,

4  Falatréjkatna: f(t) = [t| dla —7 < ¢t < 7, okres 2w. Wyznacz szereg Fouriera.

5  Prostownik jednopotéwkowy przepuszcza tylko dodatnig potowe sinusoidy: f(¢) = sint
e dla0<t<wmiOdlanm <t < 2w Oblicz ag, b1 i az. Jaka czes¢ amplitudy wejsciowe;j
stanowi skladowa stata?

6 Prostownik dwupotéwkowy daje |sint|. Wyznacz jej szereg Fouriera w okresie 27.
=== Dlaczego wystepuja tylko parzyste harmoniczne? Jak duza jest teraz sktadowa stata?

moopodstawowe  meo Srednie saa feynmanowskie

3 Zbieznosc, skoki i efekt Gibbsa

Czy szereg naprawde sumuje sie do f? Dla funkcji, z ktérymi spotkasz sie w fizyce, odpowiedz
daje twierdzenie Dirichleta.

4 )
sh TWIERDZENIE O ZBIEZNOSCI
Jesli f i f' sa przedziatami ciagle (w okresie majgq skoniczenie wiele punktéw
nieciagtosci, a w kazdym z nich skonczone granice z lewej i z prawej), to szereg
Fouriera jest zbiezny w kazdym punkcie. W punkcie ciggtosci suma jest f(¢), aw
punkcie skoku $rednia granic z lewej i z prawej: 1 (f(t7) + f(t7)).

por. Boyce i DiPrima, tw. 10.3.1

- J

Feynman zauwaza to samo: w miejscu skoku szereg daje warto$¢ w potowie drogi. FLP I-50-4
Dla fali prostokatnej w t = 0 wszystkie sinusy sa zerowe, a $rednia z —1 i +1 to wlasnie 0.

3.1 Gtadkos¢ a tempo zanikania

Fala prostokatna ma skok i jej wspoétczynniki maleja jak % Fala tréjkatna jest ciagla, ale ma
zalamanie (skok pochodnej), i jej wspdtczynniki maleja jak # (zadanie 2.4). Ogdlna reguta: jesli

4.2 - Szeregi Fouriera 7116



f,f', ..., f*1 sg ciagte (takze przy sklejeniu sgsiednich okreséw), a f(*) ma skoki, wspétczynniki
maleja jak #, bo catkowanie przez czesci w b, = % [ fsinnwt dt przenosi pochodna na f i
wyciaga % . Ostre krawedzie potrzebuja wysokich harmonicznych. Dlatego dzwiek skrzypiec
(pita) jest ,,jaskrawy”, a fletu (blisko sinusa) ,,miekki”.

3.2 Efekt Gibbsa

Przy skoku suma cze$ciowa Sy przestrzeliwuje. Dla fali prostokatnej +1 maksimum Sy dla
duzych N wynosi ok. 1,18 i nie spada ponizej 1,179, ile wyrazéw by$ nie wzial: wraz ze wzrostem
N ,ucho” przesuwa sie coraz blizej skoku (do ¢t ~ 7 /(NN + 1) dla nieparzystego IN) i robi sie
wezsze, ale nie nizsze. W granicy przestrzat to ok. 9% wysokosci skoku. To nie przeczy
twierdzeniu o zbiezno$ci: w kazdym ustalonym punkcie Sy (t) — f(t), tylko ucho ucieka do
skoku. Inzynierowie widza to jako ,,dzwonienie” przy ostrych krawedziach sygnaléw po obcieciu
wysokich czestotliwo$ci.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 40 min

1 Do jakiej warto$ci jest zbiezny szereg fali prostokatnej z przykitadu 2.1 w punktach ¢ = 0,
- t=735it=m?

2 Do czego jest zbiezny szereg pily z przykitadu 2.2 w t = 7? Sprawdz bezposrednio z
= szeregu.

3 Wstaw t = 0 do szeregu fali trojkatnej z zadania 2.4 i wywnioskuj sume 1+ § + = + ...

4  0Od ktérego n wszystkie dalsze niezerowe harmoniczne maja amplitude ponizej 1%
== amplitudy pierwszej dla fali prostokatnej, a od ktorego dla tréjkatne;j?

5 W symulacji 1 (fala prostokatna) odczytaj maksimum sumy czeSciowejdla N =9i N =
== 49. Gdzie lezy to maksimum? Czy przestrzal zniknie dla N — oo?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

4 Energia, widmo i oscylator

Energia drgan jest proporcjonalna do kwadratu wychylenia, wiec dla dzwieku albo pradu

interesuje nas $rednia z f2. Podnie$my szereg do kwadratu i scatkujmy po okresie. Z

ortogonalno$ci wszystkie iloczyny réznych harmonicznych daja zero, a kwadraty daja %:
FLP I-50-5
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/7~ 2
f TWIERDZENIE O ENERGII (ROWNOSC PARSEVALA)

o0

_/ f2dt = Z 2402).

Srednia moc sygnalu to suma mocy poszczegdlnych harmonicznych: energia
rozklada sie na czestotliwosci bez wyrazéw mieszanych. Wykres /a2 + b2 w
zaleznosci od n to widmo sygnatu.

- J

Przyktad 4.1
Suma, ktora znalazt Feynman

Zastosuj twierdzenie o energii do fali prostokqtnej z przyktadu 2.1.

1 Lewastrona: f? = 1 wszedzie, $rednia 1.

2  Prawa: %Znnieparz. (%)2 =5 (1+5+5+...).

3 Stadl+i+Li+...=T.

2
[ Wynik: suma odwrotnosci kwadratow liczb nieparzystych to . FLP 1-50-5 j

Sprawdzenie: ten sam wynik dalo zadanie 3.3 z fah tréjkatnej, inng droga v.
Numerycznie 100 000 wyrazow daje 1,23370, a & = 1,23370 v.

4.1 Postac zespolona

Ze wzoru Eulera (lekcja 1.7 Liczby zespolone i fazory) cos nwt i sin nwt to kombinacje e i e,
Szereg mozna wiec zapisaé zwiezlej:

= 1 7 an — ib
= Z Cn einwt, Cn = T/ f(t) e "t dt, Co = ap, Cn = % (n > 1)7 Cn="70Cn (f r
0

n=—0oo

Jeden wzor zamiast trzech, a |c,| to potowa amplitudy n-tej harmonicznej. Ta postaé przejdzie w
lekcji 4.3 Transformata Fouriera i delta Diraca w transformate Fouriera, gdy okres 7" uro$nie do
nieskonczonosci.

4.2 Oscylator pobudzany sita okresowa

Réwnanie mi + yu + ku = F(t) jest liniowe, wiec obowiazuje superpozycja (lekcja 4.1 Réwnania
rézniczkowe zwyczajne): odpowiedz na sume sit to suma odpowiedzi. Rozktadamy F na
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harmoniczne, kazda traktujemy osobno wzorem na amplitude drgan wymuszonych z lekcji 4.1,

Fy
R(2) = ) =Vk/m,
() vVm2(wg — Q2)2 + 422 0 fm

gdzie 2 = nw to czestos$¢ n-tej harmonicznej, a Fyy zastepujemy jej amplituda F,,. Na koniec
skladamy wszystko z powrotem. Oscylator dziala jak filtr: wzmacnia harmoniczne bliskie wy,
ttumi pozostate. Tak pudlo rezonansowe gitary wybiera barwe, a radio wybiera stacje (Dzial 6:
Drgania, rezonans i uklady liniowe).

Przyktad 4.2
Ktora harmoniczna wygra

Na oscylatorom = 1, k = 9 (czyliwy = 3) iy = 0,1 dziala sila prostokgtna +1 o okresie 2w
(czestos¢ podstawowa w = 1). Oblicz amplitudy drgan ustalonych dla harmonicznych 1, 31 5.

1 Amplitudy sity (przyktad 2.1): F,, = ﬂin dla nieparzystych n: 1,273; 0,424; 0,255.

4. 1,273 ~
2 n=1 2~ 0,150,

—2.0— : ; . 0424
3 n=3:Q = w,, pierwszy nawias znika: 013 ~ 1,415.

. 0,255 -
4 n=5 =t ~ 0,016.

Wynik: amplitudy 0,159; 1,415; 0,016. Trzecia harmoniczna sity, trzy razy stabsza od
pierwszej, daje drgania prawie 9 razy wieksze.

Sprawdzenie: oscylator drga w praktyce sinusoidalnie z czestoscia 3, cho¢ sita ma
okres 27 (symulacja 2) v'. Gdyby wy wynosilo 2, rezonansu by nie bylo, bo fala
prostokatna nie ma drugiej harmonicznej (zadanie 4.5).
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SYMULACJA 2 Oscylator pobudzany fala prostokatna. Na gérze widmo sity (stupki),
krzywa rezonansowa oscylatora i widmo odpowiedzi. Na dole przebieg sily i ustalone
drgania w czasie. Zmieniaj czesto$¢ wlasna wy i ttumienie ~: rezonans pojawia sie tylko
tam, gdzie sila ma harmoniczna.

1,0

J V

-1
2 4 6 8 10 12
— harmoniczne sity === harmoniczne drgan == krzywa rezonansowa (skala wzgledna) == drgania u(t)
dominuje harmoniczna n = 3 jej amplituda 1,415 amplituda 1. harmonicznej 0,159

max |u|l 1,562

Wo = 3: harmoniczna sity n = 3 trafia w rezonans i drgania sg prawie sinusoidg o czestosci 3, cho¢ sita
ma okres 2Tt

Stan na rysunku: we = 3,00, y = 0,10; dominuje harmoniczna n = 3 (amplituda 1,415),
pierwsza 0,159.

/. ZADANIA - CZES$C 4 5 zadan - ok. 40 min

4.2 - Szeregi Fouriera 11/16



Narysuj widmo sygnatu 2 sint¢ + cos 3t + sin 3t i oblicz jego Srednia moc % [ f*adt.

Zastosuj twierdzenie o energii do pity z przyktadu 2.2 i oblicz } > ;1, .

Oblicz wspdtczynnik zespolony ¢, fali prostokatnej z przyktadu 2.1 wprost z catki i

, . b
sprawdz, ze c; = “5.

Jaki procent $§redniej mocy fali prostokatnej niesie pierwsza harmoniczna? Ile niosa
pierwsza, trzecia i pigta razem?

Powtérz przyklad 4.2 dla wy = 2 (czyli k = 4), a potem dla wy = 5. Ktéra harmoniczna
dominuje i dlaczego wyniki tak sie r6znia?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

5

X

Btedne intuicje

,»Funkcji z przerwami nie da sie roztozyc¢ na sinusy, bo sinusy sa gtadkie.”

Da sie: nieskoficzona suma gladkich funkcji moze mieé skok. W punkcie skoku szereg
daje srednia (czesé 3).

»Im wiecej wyrazéw, tym mniejszy przestrzat przy skoku.”

Przestrzal Gibbsa (ok. 9% skoku) zostaje dla kazdego N; zmienia sie tylko jego szerokosé
i potozenie (zadanie 3.5).

»Wyraz staty to ag albo %, i to jest ta sama liczba.”

To dwie umowy zapisu, a liczba ag jest w nich rézna (w drugiej dwa razy wieksza).
Sprawdz, ktérej uzywa zrédto.

»Oscylator pobudzany sita o okresie T' drga z okresem 7' i ksztattem podobnym do sity.”

Okres tak, ksztalt niekoniecznie: oscylator wzmacnia harmoniczng bliska wg i moze
drgaé prawie sinusoidalnie z jej czestotliwoscia (przyklad 4.2).

4.2 - Szeregi Fouriera 12716



x ,,Do opisu sygnatu wystarczy kilka pierwszych harmonicznych.”

Zalezy od gtadkosci. Dla fali tréjkatnej tak, dla prostokatnej potrzeba ich dziesie¢ razy
wiecej przy tej samej doktadnosci amplitud (zadanie 3.4).

6 Sprawdz sie

1 Jakobliczy¢ b,?

b, = %fOT f(t) sin nwt dt.

2 Dlaczego mnozenie przez sin mwt i catkowanie wyluskuje jeden
wspoélczynnik?

Bo harmoniczne sa ortogonalne: catki iloczynéw réznych harmonicznych sa zerowe.

3 Ktore wspodlczynniki znikaja dla funkcji nieparzystej?

ao 1 wszystkie a,: Zostaja same sinusy.

4 Do czego zbiega szereg w punkcie skoku?

Do $redniej granic z lewej i z prawe;j.

5 Jak szybko maleja wspoélczynniki funkcji ze skokiem, a jak ciaglej z
zalamaniem?

Jak 1 ijak .

6 Zapisz twierdzenie o energii.

T
2 [y fAdt =ad + 13 (a? + b2).

7 Dlaczego oscylator o wy = 2 nie wpada w rezonans pod dzialaniem fali
prostokatnejow = 1?

Fala prostokatna nie ma parzystych harmonicznych, wiec nie ma sktadowej o czestosci
2.
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I 4 ° °
7 Karta wzorow i co dalej
\
SZEREG I WSPOLCZYNNIKI ZBIEZNOSC, ENERGIA, ZASTOSOWANIA
f = a0+ > (a,cosnwt + by, sinnwt), w = skok: srednia z obu stron; przestrzat
27 /T Gibbsa ok. 9% skoku
a0 = %foT 5 an = % fOT f cosnwt; b, = skok: ~ %; zalamanie: ~ ;1;
92 T .
7 Jo fsinnwt LifP=ad+ 1Y (a2 +12)
niepal;Fzysta: same sin; parzysta: same cos; S foT ferimet dt = m—ibe (n > 1), o) =
f(t+ %) = —f(t): same nieparzyste n ao
.4 innt, s . .. . .
prOS'EOS?{Elné itl' 7 Qnniepars. " > Pilat: uklad liniowy: kazda harmoniczna
— SN N
2y = osobno, R(nw), potem suma
. . 4 t
trOqutna ’t’ % T n nieparz. CO;” /

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: t. I, 50-1...50-5 (tony muzyczne, szereg Fouriera, barwa i konsonans,

wspoélczynniki, twierdzenie o energii).

¢ Dla chetnych: 50-6 (odpowiedz nieliniowa: skad biora sie harmoniczne, ktérych w sile nie

byto).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems:
10.2 (szeregi Fouriera), 10.3 (twierdzenie o zbieznosci, efekt Gibbsa), 10.4 (funkcje parzyste i

nieparzyste).

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: szeregi Fouriera, z duza liczba przyktadow sygnaléw.

-

-

~
Gdy okres rosnie do nieskoriczonosci, harmoniczne zageszczajq sie w ciqglte widmo, a szereg
przechodzi w calke: transformate Fouriera (4.3 Transformata Fouriera i delta Diraca). Szeregi
Fouriera wrdcq tez w rownaniach czqstkowych (4.7 Rownania czqstkowe: fali, dyfuzji i Laplace'a):
drgania struny i stygniecie preta rozklada sie na mody, a kazdy mod zachowuje si¢ prosto. W
fizyce: fale i dZwiek (Dziat 11: Fale i dZwigk).
J
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http://127.0.0.1:36653/pl/math/4-3/
http://127.0.0.1:36653/pl/math/4-7/
http://127.0.0.1:36653/pl/physics/11/

+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. Okresy sktadnikéw: 7 i %’T Najmniejsza wsp6lna wielokrotnosé: 27 (2 okresy pierwszego, 3 drugiego).
Czesto$¢ podstawowa w = 1; to harmonicznen = 2in = 3.

2. Nie. Wspélny okres T' musiatby by¢ catkowitg wielokrotnos$cia 27 i <% czyh /2 bytby ilorazem liczb
catkowitych, a jest niewymierny. Takie funkcje (prawie okresowe) nie maja szeregu Fouriera w sensie
tej lekcji.

Zadania - czesc 2
1.0im (czyli L).

2.a9 = 3, a1 = 2, by = —1, reszta zero. Skoniczona suma harmonicznych jest swoim wlasnym szeregiem
Fouriera: rozklad jest jednoznaczny, tak jak sktadowe wektora w bazie.

3.sin’t = 1 — 1cos2t:ap = 1, ay = —}. Okres to w rzeczywistosci m, wigc w okresie 2 wystepuje tylko
parzysta harmoniczna.

4.a9 = 350, = fo tcosntdt = % czyli —— dla nieparzystych ni0 dla parzystych. [t| = § —
2 (cost + C°33t + et ).

5.a9 =5 [y sintdt =1~0318. by =1 [Tsin®tdt = 1. ay =1 [ sintcos2tdt = —Z ~ —0,212.

Skladowa stata to ok. 32% amplitudy; pozostate harmoniczne usuwa sie filtrem, zeby dostac napiecie
state.

6. Funkcja parzysta: ag = 2 ~ 0,637, a, = — dla parzystych n (as = , Q4 = ﬂ...), zero dla

m( n2 1) 37r
nieparzystych. PraWdz1wy okres | sin t| to 7, wiec w zapisie z okresem 27 zostaja tylko harmoniczne
2, 4, 6...Skladowa stala jest dwa razy wieksza niz w prostowniku jednopotéwkowym, a najnizsza
harmoniczna ma podwojona czestotliwos$é, wiec tatwiej ja odfiltrowacd.

Zadania - czes¢ 3
1.0 (skok z —1 na +1, Srednia), 1, 0 (skok z +1 na —1).
2.Do 0, $redniej z 7 (granica z lewej) i —= (z prawej). Z szeregu: sinnm = 0 dla kazdegon v.

3.10/=0=13%—2(1+§+ 3 +...), wiec suma odwrotnosci kwadratéw liczb nieparzystych to % ~
1,2337. Funkcja jest ciagta w 0, wiec szereg zbiega do f(0).

4. Prostokatna: %rlh =+ <0,01dlan > 100, czyli od n = 101. Tréjkatna: % = & < 0,01 dlan > 10, czyli od
n = 11. Mniej wiecej dziesie¢ razy mniej harmonicznych (6 niezerowych zamiast 51) wystarcza do tej
samej doktadnosci.

5.0k.1,182wt~0,31dlaN =9iok.1,179wt ~ 0,063 dla N = 49, czyliwt ~ 7/(N + 1). Przestrzatl
dazy do TSz gz — 1 2 0,179 (ok. 9% skoku o wysokosci 2): nie znika, tylko sie zweza.

Zadania - czes$¢ 4

1. Stupki: 2 przyn = 1iv1> + 12 = V2 przyn = 3. Moc (4 + 1+ 1) = 3.
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2. Lewa strona: o= [*_t*dt = %2 Prawa: $ >, % =2> L.Stad > L = %2 ~ 1,645: stynny problem
bazylejski, rozwiazany przez Eulera w 1735 roku.

1 T it 3p (27 it _ 1 (-efm-(eTmoe™®™) 4 2 - _ 4, 0-id/m %
3'61_27r (fOe dt fﬂ € dt)_Zﬂ' i o2mi W'Zal_o’bl_ﬂ' 2 - o7

V.

4.1 (4)2 = 5 ~ 81%. Z trzecia % - & ~ 90%, z piata ~ 93%. Ostatnie 7% to ostre krawedzie, roztozone

57 ~

"2\« s 9
na nieskonczenie wiele harmonicznych.

5. wp = 2: amplitudy 0,424; 0,085; 0,012. Dominuje pierwsza, rezonansu nie ma, bo fala prostokatna nie
ma drugiej harmonicznej. wy = 5: amplitudy 0,053; 0,027; 0,509. Pigta harmoniczna wygrywa prawie

dziesieciokrotnie. Oscylator ,styszy” tylko te sktadowe sity, ktére sa blisko jego czestosci wiasne;j.

Matematyka - Szeregi Fouriera. Zrodta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-Wesley 1963; New

Millennium Edition 2011), 50-1...50-6; W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems, rozdz. 10.2-10.4; K. A.

Stroud, Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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