MATEMATYKA 4.1

Rownania
rozniczkowe

Prawa przyrody prawie nigdy nie mowig, ile co$ wynosi. Mowia,

jak szybko sie zmienia. ROwnanie rézniczkowe to wlasnie takie

prawo, zapisane wzorem. Idziemy droga podrecznika Boyce'a i

DiPrimy: najpierw rysujemy rozwiazania, ktérych jeszcze nie

znamy, potem rozwigzujemy najwazniejsze typy rownan, a na

koniec opisujemy drgania, ttumienie i rezonans. Opisuje je jedno

réwnanie, ktére wedlug Feynmana pojawia sie w fizyce ,,raz za

razem’.
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o Prolog: prawa o tempach zmian

Boyce i DiPrima zaczynajq od obserwacji, ze wiele praw przyrody to stwierdzenia o tempie, w
jakim cos sie dzieje. Gdy zapiszemy je matematycznie, tempa staja sie pochodnymi, a prawa
réwnaniami. Réwnanie, w ktéorym wystepuje pochodna szukanej funkcji, to réwnanie
rozniczkowe. Druga zasada dynamiki m © = F jest rbwnaniem rézniczkowym. Tak samo prawo
stygniecia, prawo rozpadu i prawa obwodéw elektrycznych. Boyce §1.1

Feynman zwraca uwage na rzecz zaskakujaca. Te same rownania pojawiaja sie w zupelnie
réznych dzialach fizyki: ciezarek na sprezynie, tadunek w obwodzie, kamerton, elektron w
atomie, termostat, a nawet lisy jedzace kroéliki. Dlatego warto jedno réwnanie przestudiowaé
bardzo doktadnie, bo kazde jego rozwiagzanie od razu opisuje kilkanascie zjawisk. FLP I-21-1

Badajqc oscylator, w istocie badamy pewne rdwnanie rézniczkowe.

R. Feynman, FLP I-21-1 (ttum. wtasne)

W tej lekcji uczymy sie trzech rzeczy. Po pierwsze, widzieé rozwiazania, zanim je znajdziemy
(pole kierunkéw, stany réwnowagi). Po drugie, rozwiazywa¢ najwazniejsze typy réwnan na
papierze. Po trzecie, liczy¢ je numerycznie, gdy wzoru nie ma.

1 Modele i pole kierunkow

1.1 Spadajace ciato

Zacznijmy od ciala spadajacego w powietrzu (od tego modelu zaczyna myv=mg -y

tez Boyce). Dzialaja na nie ciezar mg w dét i opér powietrza, ktéry dla IW

matlych predkosci jest w przyblizeniu proporcjonalny do predkosci:

v w goére. Druga zasada dynamiki daje: por. Boyce §1.1 Y @
l.

v g
m— =mg — Yv.
di g—7

Stata v (w kg/s) to wspotczynnik oporu. Zalezy od ksztaltu i rozmiaru ciata oraz od osrodka. State
takie jak m, v i g, ktéore w danym zagadnieniu sie nie zmieniaja, nazywamy parametrami modelu.

1.2 Rysujemy rozwigzania, nie znajac ich

Wezmy m = 5 kg iy = 1,25 kg/s. Rbwnanie ma posta¢ v = 9,8 — v/4. Nie znamy jeszcze v(t), ale
dla kazdej warto$ci v znamy nachylenie wykresu: przy v = 30 m/s wynosi 2,3, przy v = 40 wynosi
—0,2, przy v = 50 wynosi —2,7. W kazdym punkcie ptaszczyzny (¢, v) rysujemy kroétki odcinek o
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tym nachyleniu. Dostajemy pole kierunkéw. Kazdy odcinek jest styczny do rozwigzania, ktore

przechodzi przez ten punkt. por. Boyce §1.1

-~

-

~
sf8 POLE KIERUNKOW I STAN ROWNOWAGI
Dla réwnania y' = f(t, y) w kazdym punkcie (¢, y) rysujemy odcinek o nachyleniu
f(t, y). Zeby to zrobié, nie trzeba rozwigzywaé réwnania, wystarczy obliczac f.
Stata funkcja y = y*, dla ktérej f(¢, y*) = 0 dla wszystkich ¢, to rozwiazanie
roOwnowagowe.

J

Dla spadajacego ciata v = 0 przy v = 39,2 m/s. To predko$¢ graniczna, przy ktdrej ciezar

réwnowazy opor. Pod tg predkoscia nachylenia sg dodatnie, wiec cialo przyspiesza, a nad nia

ujemne, wiec zwalnia. Z pola kierunkéw widaé, ze wszystkie rozwiazania zblizaja sie do v = 39,2,

niezaleznie od predkosci poczatkowej. Taki stan réwnowagi nazywamy przyciagajacym

(asymptotycznie stabilnym, krécej: stabilnym).
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SYMULACJA 1  Pole kierunkéw. Wybierz rownanie i kliknij w dowolnym miejscu
wykresu, zeby narysowac rozwigzanie przechodzace przez ten punkt. Dla rownan
autonomicznych z prawej strony pojawia sie linia fazowa: strzatki pokazuja, w ktora
strone plynie y. Por6wnaj spadajace cialo (rownowaga przyciaga) z myszami i sowami
(réwnowaga odpycha).

60
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t [s]
=— pole kierunkéw == rozwigzania == réwnowaga
rownanie spadek: v' = 9,8 - v/4 stany rownowagi 39,2 (stabilna)
narysowane rozwigzania 2
Stan na rysunku: spadek: v' = 9,8 - v/4; réwnowagi: 39,2 (stabilna); rozwiazania przez

punkty (0,0; 0,0), (0,0; 65,0).
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Przyktad 1.1
Myszy i sowy

Populacja myszy polnych rosnie w tempie proporcjonalnym do swojej liczebnosci, ze statqr = 0,4
na miesiqc. Sowy zjadajq 10 myszy dziennie. Zapisz rownanie dla liczby myszy p(t) (t w
miesigcach), znajdz stan rownowagi i opisz zachowanie rozwiqzan.

1  Przyrostto 0,4p na miesigc. Ubytek to 10 - 30 = 300 myszy na miesiac. Jednostki
muszg sie zgadzad, dlatego nie piszemy 10. Réwnanie: p = 0,4p — 300.
por. Boyce §1.1

2 Roéwnowaga: 0,4p — 300 = 0, czyli p* = 750.

3 Dlap > 750 mamy p > 0, wiec populacja roénie i oddala sie od 750. Dla p < 750 maleje
itez sie oddala.

[ Wynik: p = 0,4 p — 300; rownowaga p* = 750 jest odpychajqca (niestabilna). ]

Sprawdzenie: Takiej rownowagi w praktyce nie zobaczymy, bo najmniejsze
zaburzenie wyprowadza populacje daleko. Model przewiduje tez ujemna liczbe
myszy po pewnym czasie, czyli ma ograniczony zakres stosowania v/

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 25 min

1 Pacjentowi podaje sie dozylnie lek: do krwi wptywa 80 cm®/h ptynu o stezeniu 4 mg/cm®.
=« Organizm usuwa lek w tempie proporcjonalnym do jego ilosci, ze stalg 0,25 na godzine.
Zapisz réwnanie dla ilosci leku Q(t) i znajdz ilo$¢ po dtugim czasie.

2 Cialo o temperaturze T stygnie w pokoju o temperaturze 20°C zgodnie z prawem

< Newtona: tempo zmian temperatury jest proporcjonalne do réznicy temperatur, ze stalg
0,05 na minute. Zapisz rownanie. Jakie jest nachylenie pola kierunkéw przy T' = 60°C, a
jakie przy T' = 10°C?

3 Dla wiekszych predko$ci opér powietrza jest blizszy kv?. Zapisz réwnanie ruchu
== gpadajacego ciala i wyznacz predkos¢ graniczna. Jakie musi by¢ k, zeby ciato o masie 5
kg miato predkos¢ graniczna 39,2 m/s?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

Wiecej zadan: Boyce §1.1.
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2 Rozwiagzanie i warunek poczatkowy

2.1 Rodzina rozwiazan

-

Rozwiazmy réwnanie spadajacego ciata. Dla v # 39,2 zapisujemy je jako —v3 92 4
s

catkujemy obie strony po ¢: Boyce §1.2
t
Injv—392f=—2+C = wv(t)=392+ cet/4,

Stala c jest dowolna. DostaliSmy wiec nie jedno rozwiazanie, tylko nieskoniczong rodzine
krzywych, po jednej przez kazdy punkt pola kierunkéw. To rozwigzanie ogélne. Zeby wybraé
jedno, potrzebna jest dodatkowa informacja, na przyktad predko$¢ w chwili ¢ = 0. Réwnanie
razem z taka informacja to zagadnienie poczatkowe (problem Cauchy'ego).

2.2 Jak klasyfikujemy rownania

mate 6: sin 6 = O (linearyzacja)

/,. 9

e Zwyczajne a czastkowe. W réwnaniu rézniczkowym
zwyczajnym szukana funkcja zalezy od jednej zmiennej. W
réwnaniu czastkowym od kilku, na przyktad 6;u = 02u
(przewodnictwo cieplne). Tu zajmujemy sie zwyczajnymi.

Boyce §1.3

* Rzad to rzad najwyzszej pochodnej. m& = —kax jest drugiego
rzedu, a rozwigzanie ogdlne rownania rzedu n ma zwykle n stalych dowolnych.

* Liniowe a nieliniowe. Réwnanie jest liniowe, gdy szukana funkcja i jej pochodne wystepuja
tylko w pierwszej potedze, nie sa przez siebie mnozone ani wstawiane do innych funkgcji:
an(t)y™ 4 -+ + a1(t)y’ + ao(t)y = g(t). Réwnanie wahadta 6 + ¢ sin @ = 0 jest nieliniowe
przez sin 0. Przyblizenie sin § ~ 6 z lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce robi z niego
réwnanie liniowe. Fizycy nazywaja to linearyzacjq.
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Przyktad 2.1
Ciato upuszczone z wysokosci 200 m

Ciato o masie 5 kg i wspdlczynniku oporu 1,25 kg/s upuszczono z wysokosci 200 m. Znajdz jego
predkos¢ w kazdej chwili. Kiedy uderzy w ziemig i z jakq predkosciq?

1, Upuszczono” znaczy v(0) = 0, wiec w rozwiazaniu ogélnym ¢ = —39,2: v(t) =
39,2 (1 — e **) mys.

> Droga to calka z predkosci: z(t) = 39,2t + 156,8 e/ — 156,8 (tak dobrane, zeby
z(0) = 0). por. Boyce §1.2

3 Uderzenie: z(T) = 200, czyli 39,27 + 156,8 e~ 7/4 — 156,8 = 200. Rozwiazujemy
numerycznie: T' ~ 8,64 s.

4 v(T)=392(1—-e ') ~34,7m/s.

[ Wynik: v(t) = 39,2(1 — e /*); uderzenie po ok. 8,6 s z predkoscia ok. 34,7 m/s. ]

Sprawdzenie: bez oporu powietrza ciato spadatoby /2 - 200/9,8 ~ 6,4 s i uderzyto z
predkoscia ok. 63 m/s. Opor wydtuza czas i zmniejsza predkosé, ktora nie
przekracza predkosci granicznej 39,2 m/s v/

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 25 min

1 Sprawdz, zey = Ce % + 3 spelnia ¢y = —2y + 6 dla kazdego C. Wybierz C tak, zeby
= y(0)=1

2 Okre$l rzad i liniowo$é: (a) ¥’ + ty = 0, (b) v = y® + ¢, (c) Byu = A2u, (d) 6 + 4sinf =0,
« (e)t*y" +ty' +y = cost.

3 Ciato z przyktadu 2.1 rzucono w dot z predkoscia poczatkowa 8 m/s. Znajdz v(¢t) i z(t).
e« Kiedy uderzy w ziemie i z jaka predkoscia?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: Boyce §1.2, §1.3.
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3 Zmienne rozdzielone

Jesli prawg strone da sie zapisac jako iloczyn czynnika zaleznego tylko od z i czynnika zaleznego

tylko od y, réwnanie nazywamy ro6wnaniem o zmiennych rozdzielonych: Boyce §2.2

~ )
68 METODA - ROZDZIELENIE ZMIENNYCH

L@y — [ [r@ac
Zapis Leibniza pozwala ,,przenie$¢” dz na druga strone. Formalnie to podstawienie
w calce: obie strony rézniczkujemy po z i dostajemy wyj$ciowe rownanie. Osobno
trzeba sprawdzi¢ state rozwigzania y = y*, w ktérych ¢(y*) = 0, bo dzielenie przez
a(y) je gubi.
- J

Wynik czesto dostajemy w postaci uwiklanej, jako rownanie wiazace z i y, a nie gotowy wzor y =
.... Boyce traktuje to jako normalny wynik. Wzér jawny jest wygodniejszy, ale nie zawsze da sie
go uzyskac.

Przyktad 3.1

Spadek z oporem kwadratowym

Cialo spada z oporem kv*: v = g — ﬁvz_ Z zadania 3 w czesci 1 predkosc graniczna to v* =

m
v/mg/k. Rozwiqz réwnanie dla v(0) = 0 i poréwnaj predkos¢ po 8 s z oporem liniowym, gdy w
obu przypadkach v* = 39,2 m/s.

2
1 . I ; v
V=g (1 v*2> . Rozdzielamy: / =020 /gdt.

2 Lewa calka to v* artanh(v/v*) (albo, przez rozktad na utamki proste, % In H) Z
t
v(0) = 0: v(t) = v* tanh (%)

4
3 PoSs:g—t:ﬁ:
v 39,2

e 2) ~ 33,9 m/s.

2, v = 39,2 tanh 2 ~ 37,8 m/s. Przy oporze liniowym 39,2(1 —

[ Wynik: v(¢t) = v* tanh(gt/v*); po 8 s ok. 37,8 m/s zamiast 33,9 m/s. }

Sprawdzenie: dla matych t mamy tanh z ~ z, wiec v ~ gt, czyli swobodny spadek v.
Przy oporze kwadratowym ciato dtuzej spada prawie swobodnie, bo dla matych
predkosci v? jest znacznie mniejsze od v (w jednostkach v*).
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/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 30 min

1 Rozwiazy' = z?, y(0) = 1. Na jakim przedziale istnieje rozwigzanie?

2 Woda wyplywa przez otwor w dnie zbiornika. Z prawa Torricellego A h = —a+/2gh, gdzie
«= A =1m?to pole przekroju zbiornika, a a = 10 cm? pole otworu. Na poczatku h = 1 m.
Po jakim czasie poziom spadnie do potowy, a po jakim zbiornik sie oprézni?

3 Rozwiazy = ty, y(0) = 2. Czy przy dzieleniu przez y gubimy rozwiagzanie
= réwnowagowe y = 0?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: Boyce §2.2.

4 RoAwnania liniowe pierwszego rzedu

4.1 Czynnik catkujacy

Réwnanie liniowe pierwszego rzedu ma postaé¢ y’ + p(t) y = g(t). Certrzanika, zostaje odpowied?

Boyce pokazuje pomyst przypisywany Leibnizowi: pomnozy¢ N

rownanie przez taka funkcje u(t), zeby lewa strona stala sie

ySZCZ
pochodna iloczynu py. Z reguly iloczynu (uy) = py' + p'y, wiec
potrzebujemy pu' = ppu: Boyce §2.1
t

~ )

58 METODA - CZYNNIK CALKUJACY

1
v+pt)y=g(t), pt)=er% () =pg — y= - (/ugdt + C> :

Rozwigzanie ogdlne ma postac ,,szczeg6lne + C-(rozwigzanie jednorodne)”. Dla

stalego p = 1/7 cze$é jednorodna to Ce */7: zanika ze stalg czasowa 7, a zostaje

odpowiedz na wymuszenie g.
N J

4.2 Modelowanie: bilans

Bardzo wiele modeli pierwszego rzedu to po prostu bilans: tempo zmian = tempo doplywu -
tempo odptywu. Tak opisuje sie ilo$¢ soli w mieszalniku, tadunek kondensatora, ciepto w ciele,
lek we krwi i pienigdze na koncie. Boyce zaleca, zeby zawsze sprawdzac jednostki obu stron i
pytaé, kiedy model przestaje dziata¢. Boyce §2.3
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Przyktad 4.1
Mieszalnik

Zbiornik zawiera 200 L wody, w ktdrej rozgpuszczono Qo gramow soli. Doptywa roztwor o stezeniu
0,4 g/L z predkosciq r L/min, a dobrze wymieszana ciecz odplywa z tq samgq predkosciq. Znajdz
Q(t) i wartos¢ graniczng. Dlar = 5 L/min i Qo = 20 g oblicz, po jakim czasie ilos¢ soli bedzie sig

roznic od granicznej o mniej niz 1%.

1 Doptyw: 0,4 r g/min. Odptyw: stezenie w zbiorniku /200 razy r. Bilans: Q=04r—

ngu por. Boyce §2.3
200
2 Postaé liniowa: Q + LQ = 0,47, czynnik p = €"/?%, Rozwiazanie: Q(t) = 80 +

200
(Qo — 80) e /20 Wartoé¢ graniczna Q; = 80 g.

3 DlaQo =20: |Q — 80| =60e """ < 0,01-80, czylie " < =, ¢t >40In75 ~ 172,7
min.

[ Wynik: Q(t) = 80 + (Qo — 80)e /2%0; Q, = 80 g; dla danych liczb ok. 173 min. j

Sprawdzenie: Q; = 0,4 g/L - 200 L, czyli po dlugim czasie w zbiorniku jest roztwor
taki sam jak doptywajacy v. Stata czasowa 200/r = 40 min to czas ,wymiany”

zawartosci zbiornika.

Przyktad 4.2
Réwnanie, ktdére zaraz rozwigzemy numerycznie
Rozwiqzy =2 —t — %y, y(0) = 1. To rownanie pojawi si¢ ponownie w czesci 6.
1 Postaé liniowa: y' + 3y = 2 — t, czynnik p = €'/, wiec (et/2y)' = (2 —t)el/2,
2 Przezczesci: [(2 —t)et/?dt = 2(2 — t)e!/? + 4et/? = (8 — 2t) €'/2.

3 y=8-2t+Ce ¥ azy(0)=1:C=-T.

[ Wynik: y(t) = 8 — 2t — 7e /2, }

Sprawdzenie:y' = -2+ Ze "%, a2 —t—ly=2—-t—4+t+ Ze "> v.Dladuzych ¢
rozwigzanie zbliza sie do prostej 8 — 2t, niezaleznie od warunku poczatkowego.

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 35 min

4.1 - Réwnania rozniczkowe zwyczajne 11/30



1 Rozwiaz (1 + t?) y' + 2ty = 6t%, zauwazajac, ze lewa strona to pochodna iloczynu.

2 ObwodRL: LI+ RI=E, gdzieL =0,5H, R=10%Q, & =12V, I(0) = 0. Znajdz I(t), stala
== czasowqiprad po 0,1s.

3 Rozwiazy + y = sint. Opisz, co zostaje po dtugim czasie, i poréwnaj faze odpowiedzi z
== faza wymuszenia.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: Boyce §2.1, §2.3.

5 RoOwnania autonomiczne i stabilnos¢

5.1 Linia fazowa

Réwnanie y' = f(y), w ktérym prawa strona nie zalezy od czasu, nazywamy autonomicznym.
Spadajace cialo i myszy z sowami to rownania autonomiczne. Ich zachowanie odczytujemy z
wykresu samej funkcji f(y), bez rozwiazywania: Boyce §2.5

* miejsca zerowe f to stany réwnowagi;

e gdzie f(y) > 0, rozwiazanie ro$nie, a gdzie f(y) < 0, maleje;

* rownowaga y* jest stabilna (przyciagajaca), gdy f zmienia znak z + na —, czyli zwykle gdy
f'(y*) < 0. Jest niestabilna, gdy f'(y*) > 0.

0$ y z naniesionymi stanami rownowagi i strzatkami kierunku to linia fazowa. Kryterium z
pochodna to znowu wzér Taylora: blisko y* mamy f(y) =~ f'(y*)(y — y*), wiec odchylenie od
réwnowagi ro$nie albo maleje wyktadniczo.

5.2 Rownanie logistyczne

Wzrost wyktadniczy y' = ry nie moze trwac wiecznie, bo koncza sie kizywas, przegiecie w /2
zasoby. Najprostsza poprawka to rownanie logistyczne (Verhulsta):
Boyce §2.5

= (1 i) .
y=r ( )Y
Dla matych y to prawie ¢y = ry. Gdy y zbliza sie do K, tempo wzrostu spada do zera. Stany

réwnowagi to y = 0 (niestabilny) i y = K (stabilny). K to pojemnos¢ srodowiska. Rozwiazanie

(zmienne rozdzielone, utamki proste):
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Yo+ (K —yo) e’

y(t)

Dla 0 < yy < K /2 wykres ma ksztalt litery S z punktem przegieciaw y = K /2, gdzie wzrost jest
najszybszy.

Przyktad 5.1
Populacja z odtowem

Populacja ryb rosnie logistycznie z v = 0,5 na rok i K = 1000 ton, a rybacy odtawiajq state h ton

narok:y' = 0,5 (1 — ﬁ) y — h. Znajdz stany réownowagi dla h = 80. Przy jakim h populacja

na pewno wyginie?

1 Réwnowaga: 0,5y — 0,0005y> = 80, czyli y> — 1000y + 160000 = 0, y = 200 albo y =
800.

2 Wykres f(y) to parabola otwarta w d6t. Miedzy 200 a 800 jest f > 0, poza tym
przedzialem f < 0. Zatem y = 800 jest stabilna, a y = 200 niestabilna. Gdy populacja
spadnie ponizej 200 ton, wyginie.

3 Najwieksza wartosé¢ 0,5(1 — y/1000)y to 7K /4 = 125 ton na rok, przy y = 500. Dla h >
125 zawsze f < 0: brak réwnowag, populacja wymiera z kazdego stanu.

Wynik: dla A = 80: rownowagi 200 t (niestabilna) i 800 t (stabilna); dla h > 125 t/rok
populacja wymiera.

Sprawdzenie: dla h = 0 rOwnowagi to 01 1000 v. Gdy h ro$nie, dwie rOwnowagi
zblizaja sie do siebie i przy h = 125 zlewaja sie w jedna. To bifurkacja: mata zmiana
parametru zmienia jakoSciowo zachowanie uktadu.

/. ZADANIA - CZESC 5 3 zadania - ok. 30 min

1 Znajdz stany rownowagi réwnania y’ = y(y — 1)(y — 2) i okre$l ich stabilno$¢. Narysuj
= linie fazowa.

2  Populacja rosnie logistycznie z r = 0,5 narok i K = 1000, zaczynajac od yo = 100. Po
«= jakim czasie osiggnie polowe pojemnosci rodowiska?

3 Wykaz, ze najwieksze tempo wzrostu w réwnaniu logistycznym wystepuje przy y = K /2
«= iwynosirK/4.
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

Wiecej zadan: Boyce §2.5.

6 Metoda Eulera

Wiekszosci rownan nie da sie rozwigza¢ wzorem. Pole kierunkéw krokpostycznej

podsuwa jednak prosty sposéb liczenia. Stoimy w punkcie (¢, vo), —
znamy nachylenie f(¢,, y,), wiec idziemy wzdltuz stycznej przez
krétki czas h. W nowym punkcie liczymy nowe nachylenie i

powtarzamy: Boyce §2.7

e I
s METODA EULERA

tn+1 =t, + ha Yn+1 = Yn + hf(tna yn)-

To przyblizenie liniowe z lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce, y(t + h) ~
y(t) + v/ (t) h, stosowane krok po kroku. Blad na konicu ustalonego przedziatu jest w
przyblizeniu proporcjonalny do h: dwa razy mniejszy krok daje dwa razy mniejszy
blad. Mowimy, Ze to metoda pierwszego rzedu.

- J

Feynman liczy tak w rozdziale 9 ruch ciezarka na sprezynie (9-6), a potem ruch planety (9-7), ale z
waznym ulepszeniem: predkos¢ liczy w potowie kroku, a potozenie na catych krokach. Biad takiej
metody maleje jak h?, czyli o wiele szybciej. Ten sam pomyst poznali$my jako iloraz symetryczny
w lekcji 1.3 Pochodne i metode §rodkéw w lekcji 1.5 Catki. FLP I-9-6, 9-7
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SYMULACJA 2  Metoda Eulera krok po kroku dlay’ = 2 — t — 3y, y(0) = 1 (przyklad 4.2).
Zmniejszaj krok h i obserwuj blad w ¢t = 1. Przelgcz na metode ulepszona (Heuna), ktéra
uérednia nachylenie na poczatku i na konicu kroku: btad maleje teraz jak h2.

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

— rozwigzanie doktadne — przyblizenie numeryczne — styczne w krokach

metoda Eulex krok h - liczba krokéw 0,200 - 5 y(1) numerycznie 1,86657

y(1) doktadnie 1,75429 btad 0,11228

Stan na rysunku: metoda Eulera, h = 0,200, y(1) = 1,86657, btad 0,11228.
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Przyktad 6.1
Pie¢ krokow Eulera

Przybliz rozwiqzaniey’ = 2 — t — 0,5y, y(0) = 1 metodq Eulera z krokiem h = 0,2dot =11
poréwnaj z rozwiqzaniem doktadnym z przyktadu 4.2.

1 f(0; 1) =15, wiecy; =1+0,2-1,5 = 1,3.
2 f(0,2; 1,3) =2 —0,2 - 0,65 = 1,15, wiec y, = 1,53. por. Boyce §2.7
3 Dalej: ys = 1,697, ys = 1,8073, y5 = 1,86657.

4 Dokladnie: y(1) =8 — 2 — 7e~ %% ~ 1,7543.

[ Wynik: Euler daje y(1) ~ 1,867, warto$¢ doktadna to 1,754: btad ok. 0,11, czyli 6%. ]

Sprawdzenie: dla h = 0,1 btad wynosi ok. 0,055, a dla h = 0,05 ok. 0,027. Spada
proporcjonalnie do h v. Euler zawyza, bo rozwigzanie jest wkleste, a styczne leza
nad nim.

/. ZADANIA - CZESC 6 3 zadania - ok. 30 min

1 Metoda Eulera z krokiem h = 0,25 przybliz rozwiazanie y’ = y, y(0) = 1wt = 1.
= Porb6wnaj ze.

2  Powtdrz poprzednie zadanie dla h = 0,11 h = 0,05. Jak zmienia sie btad? Jaka znana
== granice wida¢ w wyniku (1 + h)/"?

3 Metoda Heuna: ky = f(t,, o), ko = f(t, + h, yp + hk1), Yns1 = Y + 5 (k1 + kp). Wykaz,
= 7edlay = yjeden krok mnozy y przez 1 + h + %hz. Oblicz wynik dla h = 0,25 i poréwnaj
btad z metoda Eulera.

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: Boyce §2.7.

7 Istnienie i jednoznacznos¢

Zanim zaczniemy liczy¢, warto wiedzieé, czy rozwigzanie w ogdle istnieje i czy jest tylko jedno.
Dla fizyka to pytanie o determinizm: czy stan poczatkowy wyznacza przyszto$¢ jednoznacznie?
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' N
f2 TWIERDZENIA O ISTNIENIU I JEDNOZNACZNOSCI
Réwnanie liniowe y' + p(t)y = g(t), y(to) = yo: jesSli pi g sa ciagle na przedziale otwartym
zawierajacym ¢, to na catym tym przedziale istnieje dokladnie jedno rozwiazanie.

Boyce tw. 2.4.1

Rownanie ogélne y' = f(t, y), y(to) = yo: jesli f i 0f /0y sa ciaglte w prostokacie
zawierajacym (to, yo), to w pewnym przedziale wokot ¢ istnieje dokladnie jedno
rozwiazanie. ' Boyce tw. 2.4.2, 2.8.1

- J

Z jednoznaczno$ci wynika wazny wniosek geometryczny: gdy f i df/0y sa ciagle, wykresy dwoch
roznych rozwiazan nie moga sie przecinaé. W szczegélnosci rozwigzanie, ktére nie startuje z
réwnowagi, nie moze jej osiagnaé w skoficzonym czasie. Moze sie do niej tylko zblizaé. Zadanie
7.2 pokazuje, co sie dzieje, gdy zalozenia zawodza.

Réznica miedzy ,na catym przedziale” a ,w pewnym przedziale” jest istotna. Rozwiazanie
réwnania nieliniowego moze uciec do nieskoficzonosci w skonczonym czasie, cho¢ w samym
réwnaniu nic tego nie zapowiada.

Przyktad 7.1
Wybuch w skonczonym czasie

Rozwigzy = 1%, y(0) = %, i wyznacz przedzial, na ktorym rozwiqzanie istnieje.

1 f= y2 i0f /0y = 2y sa ciagte wszedzie, wiec rozwigzanie istnieje i jest jedyne,
przynajmniej blisko ¢t = 0.
1

2 Rozdzielamy:y 2dy =dt, —1/y=t+c,c= 21y = 5 por. Boyce §2.4

3 Rozwiazanie ro$nie bez ograniczen przy ¢t — 2. Istnieje tylko dlat < 2.

[ Wynik: y = 1/(2 — t) na przedziale (—oo; 2). j

Sprawdzenie: dla y(0) = yo > 0 wybuch nastepuje w ¢t = 1/yo, czyli zalezy od
warunku poczatkowego, a nie od samego rownania v . Takiego zachowania nie ma w

réwnaniach liniowych.

/. ZADANIA - CZESC 7 3 zadania - ok. 25 min
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1 Najakim przedziale twierdzenie 2.4.1 gwarantuje istnienie jedynego rozwiazania
«  zagadnienia (t —4)y + (Int)y = 3¢, y(2) = 1?

2 Wykaz, ze zagadnienie y = 3y*3, y(0) = 0 ma co najmniej dwa rozwigzania dla t > 0:
= y=0iy = t’ Ktére zaloZenie twierdzenia 2.4.2 nie jest spetnione?

3 Rozwiazy = y?zy(0) = 2 oraz z y(0) = —2. Gdzie istnieje kazde z rozwiazan?

an
moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: Boyce §2.4, §2.8.

8 RoOwnania liniowe drugiego rzedu

8.1 State wspotczynniki: zgadnij wyktadnicza

Réwnanie ay” + by’ + cy = 0 ze stalymi a, b, c opisuje sprezyny, obwody RLC i wahadla po
linearyzacji. Boyce zaczyna od pytania, jaka funkcja ma pochodne podobne do siebie samej. Taka
funkcja jest wyktadnicza. Wstawiamy y = e’: Boyce §3.1

(arz—i—br—l—c)e”:O = ar’+br+c=0.

To rownanie charakterystyczne. Zwykle réwnanie kwadratowe zastepuje rownanie rézniczkowe.

4 )
fs ROZWIAZANIE OGOLNE - TRZY PRZYPADKI

57 i i i iste r; #£ re:y = cie coe™’,
Dwa rézne pierwiastki rzeczywiste Y "t coe™

Pierwiastki zespolone » = \ & iu: y = e (¢ cos ut + cp sin ut). Wynika to ze wzoru Eulera
et = cos ut + i sin ut (lekcja 1.7 Liczby zespolone i fazory). Boyce §3.3

Pierwiastek podwdjny r: y = (c1 + cat) €. [ Boyce §3.4

8.2 Dlaczego dwie state i dlaczego suma dziata

Zasada superpozycji: jesli y, i y, sa rozwigzaniami ro6wnania liniowego jednorodnego, to ¢;y; +
coys tez jest rozwigzaniem. Wynika to wprost z liniowos$ci rézniczkowania. Dla rownan
nieliniowych to nieprawda. Boyce tw. 3.2.2

Do wyznaczenia jednego rozwigzania potrzeba dwdch warunkéw poczatkowych, y(tg) iy (to): w
fizyce potozenia i predkosci. Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznos$ci dla réwnan drugiego
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rzedu gwarantuje, ze to wystarcza. Dwa rozwiazania y;, y» daja wszystkie inne, jesli ich
wronskian W = y1y, — y]y2 nie jest zerem w jakim$ punkcie (wtedy nie jest zerem nigdzie na
przedziale), czyli gdy nie sg do siebie proporcjonalne. Boyce tw. 3.2.1, 3.2.4

Przyktad 8.1
Druga pochodna proporcjonalna do funkcji
Rozwiqzy" — 4y = 0 z warunkamiy(0) = 2, y'(0) = —2.
2t | por. Boyce §3.1

1 Réwnanie charakterystyczner? —4 = 0,7 = £2: y = c1e* 4 cae”

2 y(0)=ci+c;=2,y(0) =2c1 — 2c; = —2, wiecc; = 3,¢2 = 3.

[ Wynik: y = e + 3e72. }

Sprawdzenie: y" = 2e? + 6e 2 = 4y v, y(0) =2 v, y/(0) = 1 — 3 = —2 v. Dla duzych
t dominuje rosnacy wyraz e*, cho¢ na poczatku funkcja maleje.

/. ZADANIA - CZESC 8 3 zadania - ok. 30 min

1 Rozwiazy” + 5y + 6y = 0, y(0) = 2, y'(0) = 3.

2  Rozwiazy"” + 4y = 0, y(0) = 1, 3/ (0) = 2. Zapisz wynik jako R cos(2t — §).

3  Rozwiazy” 4+ 2y +y =0, y(0) = 1, 3'(0) = 0. Sprawdz bezposrednio, ze te  jest
= rozwigzaniem.

moopodstawowe  mao Srednie maa feynmanowskie

Wiecej zadan: Boyce §3.1-3.4.

9 Drgania swobodne i ttumione

9.1 Ciezarek na sprezynie

Ciezarek o masie m wisi na sprezynie o stalej k. Wychylenie z polozenia réwnowagi oznaczamy u.
Dziala sila sprezystos$ci —ku i opor (ttumik) —vu. Ciezar znosi sie z napieciem sprezyny w
potozeniu rownowagi: Boyce §3.7 - FLP I-21-2
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mi + yu + ku = 0.

Bez tlumienia (y = 0) réwnanie charakterystyczne mr? + k = 0 ma
pierwiastki +iwy, gdzie wy = 1/k/m to czesto$¢ wlasna. Rozwiazanie
u = R cos(wyt — ) to drganie harmoniczne o okresie T = 27 /wj.

Amplituda R i faza  zalezg od warunkéw poczatkowych, a okres nie.

mu"+yu' +ku=0

9.2 Trzy rodzaje ttumienia
—y + /2 — 4km
2m

poréwnanie v% z 4km: Boyce §3.7 - FLP 1-24-2

Z ttumieniem pierwiastki to r =

. O wszystkim decyduje znak wyréznika, czyli

\/4km — 2

2m
pseudoczestos¢. Amplituda maleje wyktadniczo, a okres jest nieco dtuzszy niz bez

* Tlumienie stabe (72 < 4km): u = Re /(™) cos(ut — §), gdzie p = to
ttumienia: u/wy ~ 1 — 42/(8km).

e Thlumienie krytyczne (y? = 4km): u = (A + Bt)e "/(>™), Sposréd ruchéw bez drgan ten
zanika najszybciej. Tak projektuje sie amortyzatory i wskazniki przyrzadéw.

* Tlumienie silne (y? > 4km): suma dwdch zanikajacych wyktadniczych. Ciato pelznie do

réwnowagi i przechodzi przez nig najwyzej raz.

Boyce podkresla, ze o tym, czy ttumienie jest ,,male”, decyduje bezwymiarowy stosunek 2 /(4km)
, anie sama wartos¢ +.
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SYMULACJA 3  Oscylator ttumiony. Zmieniaj mase, sztywno$¢ i ttumienie. Wykres
pokazuje u(t) i obwiednie +Re /2™, Odczyt méwi, w ktérym z trzech przypadkéw jestes.
Znajdz ttumienie krytyczne: ciezarek wraca najszybciej i nie przechodzi na druga strone.

-0,5
rd
/
/7
/
’
/
/
-1,0 ¢
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5
t[s]
— Uu(t) = obwiednia

Wo =V(k/m) 10,00 rad/s v2/4km 0,040 ttumienie stabe

K (pseudoczestosc) 9,80 rad/s y krytyczne 20,0kg/s [u| <5%o0d 1,38s

Stan na rysunku: m = 1,0 kg, k = 100 N/m, y = 4,0 kg/s, u(0) =1, u'(0) = 0; tiumienie
stabe.

9.3 To samo rownanie w obwodzie

W obwodzie RLC tadunek g speinia L§ + Rg + q/C = £(t). To doktadnie rownanie oscylatora:
indukcyjno$é¢ gra role masy, opér role ttumienia, a 1/C role sztywnosci. Feynman podkresla, ze w
obwodzie tatwo uzyskac tarcie scisle proporcjonalne do predkosci (prawo Ohma), a w mechanice

jest to trudne. Dlatego obwody sa najlepszymi ,,oscylatorami z podrecznika”.
FLP I-25-4 - Boyce §3.7
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Przyktad 9.1
Jak szybko gasna drgania

Ciezarek m = 1 kg na sprezgynie k = 100 N/m z ttumieniem y = 4 kg/s. Wyznacz czestos¢ wilasng,
pseudoczestosc i pseudookres. Ile razy maleje amplituda w ciqgu jednego okresu? Jakie ttumienie
bytoby krytyczne?

1 wp = 4/100/1 = 10 rad/s. v*/(4km) = 16,/400 = 0,04: ttumienie stabe.

’ /400 — 16

u= 5 ~ 9,80 rad/s, pseudookres Ty = 27/ =~ 0,641 s.

3 Naokres amplituda mnozy sie przez e 71¢/(?m) = ¢=20641 ~ (277, czyli maleje ok. 3,6
raza.

4  Thumienie krytyczne: v, = 2v km = 20 kg/s.

Wynik: wy = 10 rad/s, u ~ 9,80 rad/s, Ty ~ 0,64 s; amplituda maleje ok. 3,6 raza na
okres; vir = 20 kg/s.

Sprawdzenie: p/w, = 0,980, a przyblizenie 1 — 42 /(8km) = 0,98 v. Thumienie, ktdre
w ciggu kilku okreséw wygasza ruch, zmienia czestos¢ tylko o 2%.

/. ZADANIA - CZESC 9 3 zadania - ok. 30 min

1 Ciezarek o masie 0,5 kg zawieszono na sprezynie o statej 50 N/m. Oblicz czestos¢ wlasna,
= okresi czestotliwo$¢ drgan bez tlumienia.

2 Jakie ttumienie jest krytyczne dla ukladu z poprzedniego zadania? Zapisz rozwigzanie
e« przy ttumieniu krytycznym dla «(0) = 0,1 m, %(0) = 0.

3 ObwodRLC: L =0,1H,C =10 uF, R = 20 Q. Oblicz wy = 1/+/LC, op6r krytyczny i
== pseudoczestos¢. Czy obwdd drga?

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: Boyce §3.7.
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10 Drgania wymuszone i rezonans

10.1 Rozwigzanie = swobodne + wymuszone

Gdy na oscylator dziala sita zewnetrzna F'(t), rownanie staje sie niejednorodne: mi + yi + ku =
F'(t). Rozwiazanie ogdlne to suma rozwiazania ogélnego réwnania jednorodnego i jednego
rozwigzania szczego6lnego. To znowu skutek liniowosci. Boyce §3.5

Dla wymuszenia Fj cos wt rozwigzania szczego6lnego szukamy w postaci A cos wt + B sin wt
(metoda wspoéiczynnikow nieoznaczonych). Przy ttumieniu cze$é swobodna zanika i zostaje stan
ustalony: drganie z czestosScia wymuszenia, a nie wlasna, o amplitudzie

Fy

R(w) = .
W T

10.2 Rezonans i dudnienia

Amplituda jest najwieksza, gdy czestos¢ wymuszenia jest bliska e e s oo

y mate

2 _
max

wlasnej. To rezonans. Gdy 72 < 2mk, maksimum lezy w w

2
w? (1 — #) ijest tym wyzsze, im stabsze ttumienie. Przy

silniejszym tlumieniu amplituda maleje monotonicznie od w = 0. Bez

tlumienia, przy w = wy, amplituda ro$nie liniowo w czasie bez @ ®
ograniczen. Boyce zauwaza, ze rezonans bywa grozny w
konstrukcjach, a pozyteczny w przyrzadach, takich jak sejsmografy. Boyce §3.8 - FLP I-23-2

Gdy tlumienia nie ma, a w jest bliska wy, ale r6zna, pojawiaja sie dudnienia. Szybkie drganie ma
amplitude, ktéra wolno roénie i maleje. Stychac to, gdy dwa kamertony o bliskich
czestotliwos$ciach brzmig razem.
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SYMULACJA 4 Krzywa rezonansowa. Zmieniaj ttumienie i czesto$¢ wymuszenia. U goéry
amplituda stanu ustalonego R(w), na dole ruch u(t) od spoczynku: stan przej$ciowy,
potem drganie z czesto$cia wymuszenia. Przy matym ttumieniu i w blisko wy zobaczysz
dudnienia.

2,0

FAY

AR
APV VVTY

20 40 60 80 100

— R(w) — wybranew — u(t) od spoczynku
R(w) stan ustalony 2,54 w maks. 0,990 R maks. 5,03 dobro¢c Q~1/y 5,0

najwieksze |u| na wykresie 3,13

Stan na rysunku: m = k = Fe =1, y = 0,20, w = 0,80; R(w) = 2,54; max |u| = 3,13.
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Przyktad 10.1
Ile razy rezonans wzmachnia drgania

Oscylator z przyktadu 9.1 (m = 1 kg, k = 100 N/m, v = 4 kg/s) wymuszamy silq o amplitudzie
Ey = 1 N. Przy jakiej czestosci amplituda stanu ustalonego jest najwieksza? Ile razy jest wigksza
od wychylenia statycznego Fy/k?

£ —10y/1— 28 < 9,50 rad/
Wmax = ZOON y rad/s.

2 R(wmax) = 1 ~ 0,0255 m.
/(100 — 92)2 + 16 - 92

3 Wychylenie statyczne Fy/k = 0,01 m. Stosunek ok. 2,55.

[ Wynik: wpax ~ 9,6 rad/s, amplituda ok. 2,55 cm, czyli 2,55 razy wiecej niz statycznie. ]

. . o mw
Sprawdzenie: dla stabego ttumienia wzmocnienie to w przyblizeniu Q) = — = 2,5,
tzw. dobro¢ v. Przy v = 0,4 kg/s wzmocnienie wzrostoby do ok. 25.
/. ZADANIA - CZESC 10 3 zadania - ok. 35 min

1 Znajdz rozwiazanie szczegdlne réwnania y” + y = 3 cos 2t w postaci A cos 2t. Zapisz
= rozwigzanie ogblne.

2 Dlaoscylatoram = 1 kg, k = 100 N/m, Fy = 1 N oblicz amplitude stanu ustalonego przy
= w=uwydlay=4ivy = 0,4kg/s.Jak amplituda w rezonansie zalezy od ttumienia?

3 Rozwiaz u” + 4u = 0,9 cos(1,8t), u(0) = 0, u(0) = 0. Zapisz wynik jako iloczyn dwdch
e=  sinusOw i odczytaj okres dudnien.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: Boyce §3.5, §3.8.
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11 Btedne intuicje

x ,,Rozwigzac rownanie rozniczkowe to znalez¢ liczbe.”

Rozwiazaniem jest funkcja, a doktadniej rodzina funkcji. Konkretna wybiera dopiero
warunek poczatkowy (czes¢ 2).

x  Kazdy stan rownowagi jest tym, co zobaczymy po dtugim czasie.”

Tylko stabilny. Réwnowage niestabilna, jak 750 myszy, najmniejsze zaburzenie zamienia
w ucieczke (przykiad 1.1).

x ,Jesli rownanie wyglada niewinnie, rozwigzanie istnieje zawsze.”

y' = y® ma rozwiazanie, ktére ucieka do nieskoficzono$ci w skoficzonym czasie
(przyktad 7.1). Réwnania liniowe maja gwarancje istnienia na calym przedziale, na
ktéorym pi g sa ciagle.

x ,Mniejszy krok w metodzie Eulera zawsze rozwigzuje problem.”

Btad maleje tylko jak h, wiec dziesie¢ razy dokladniej oznacza dziesieé razy wiecej
obliczen. Lepsza metoda (Heun, Runge-Kutta, metoda potowy kroku Feynmana)
wygrywa z mniejszym krokiem.

x ,Ttumienie zmienia gtdwnie czestosc drgan.”

Stabe ttumienie zmienia czesto$¢ tylko o czynnik ~ 1 — v2/(8km), a amplitude wygasza
wykladniczo (przyktad 9.1).

x  Wymuszony oscylator drga ze swoja czestoscig wtasna.”

W stanie ustalonym drga z czesto$cia wymuszenia. Czesto$¢ wlasna decyduje o tym, jak
duza jest amplituda (rezonans) i jakie jest przesuniecie fazy.

x ,Superpozycja dziata zawsze.”

Tylko dla réwnan liniowych. Suma dwdch rozwiazan réwnania wahadta z sin § na og6t
nie jest rozwiazaniem. Dlatego tak cenimy linearyzacje.
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12 Sprawdz sie

1 Co trzeba wiedzieé, zeby jednoznacznie przewidziec¢ ruch ciezarka na

sprezynie?

Potozenie i predkos¢ w jednej chwili. ROwnanie jest drugiego rzedu, wiec potrzebne sg
dwa warunki poczatkowe.

2 Czy dwie rézne krzywe rozwiazan rownania y’ = f(¢, y) z gladkim f moga
sie przeciac?

Nie. W punkcie przeciecia zagadnienie poczatkowe mialoby dwa rozwigzania, whrew
twierdzeniu o jednoznacznosci.

3  Wréwnaniu v = 9,8 — v/4 cialo rzucono w doét z predkoscia 60 m/s. Co sie
stanie?

Zwolni do 39,2 m/s. Nad predkos$cig graniczng opdr przewyzsza ciezar.

4  Roéwnanie charakterystyczne ma pierwiastki —1 + 3:. Jak wyglada ruch?

Thumione drgania: e *(c; cos 3t + ¢ sin 3t), pseudoczesto$é 3 rad/s, amplituda maleje e
razy w jednostce czasu.

5 Jak sprawdzié, czy rozwiazanie metoda Eulera jest wiarygodne?

Policzy¢ jeszcze raz z krokiem dwa razy mniejszym. Réznica miedzy wynikami szacuje
biad. Jesli sie nie zmniejsza, co$ jest nie tak.

6 Dlaczego zolierze nie maszeruja w noge po mostach?

Zeby rytm krokéw nie trafit w czesto$é wlasng mostu. Przy stabym tlumieniu nawet
mate okresowe wymuszenie daje w rezonansie duze amplitudy.
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13 Karta wzorow i co dalej

e M
PIERWSZY RZAD DRUGI RZAD I DRGANIA

y' = p(z)q(y): /d_y - /P(m) dz ay’ +by +cy=0: ar’ +br+c=0
q(y)
Y +py=g: p=el?, (ny) = ng

. o Yo K , : _ _
logistyczne: y = v (K —go)e ™ mi + yu + ku = F(t), wg = \/k/m

. rit Tot. e
r12 rzecz.: cie’’ + cpe™’; A i

e (c1 cos ut + o sin ut)

r podwdjny: (c1 + cot)e’

fani A2 = . —
y' = f(y): réwnowaga f(y*) = 0, stabilna ttumienie krytyczne: v* = 4km; p =

gdy f'(y*) <0 —V4km_72

2m
Euler:y,,1 =y, +h f(tna yn): biad ~ h R( ) Fy
w) =
istnienie: f, 0, f ciagte = jedyne \/mQ(wé — w?)? 4 yw?
rozwiazanie lokalnie RLC: LG+ R4+ q/C = E(t)
\_ J

Do przeczytania u Boyce'a i DiPrimy
* Obowiazkowo: rozdz. 1 (catos¢), §2.1-2.5 (liniowe, rozdzielone, modelowanie, liniowe a
nieliniowe, autonomiczne), §2.7 (Euler), §3.1, §3.3, §3.4, §3.7 (drgania).

* Dla chetnych: §2.6 (réwnania zupelne), §2.8 (dowdd twierdzenia o istnieniu metoda
Picarda), §3.2 (wronskian), §3.5-3.6 (metody dla rownan niejednorodnych), §3.8 (rezonans i
dudnienia).

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 21-1...21-4 (réwnania liniowe, oscylator, warunki poczatkowe), 23-2

(oscylator wymuszony z ttumieniem).

¢ Dla chetnych: 9-6...9-7 (rozwiazywanie rownan ruchu krok po kroku: sprezyna i planeta),
24-2 (drgania ttumione), 25-4 (analogie elektryczne).

Rownania rézniczkowe to jezyk calej dalszej fizyki: mechanika, obwody, cieplo, fale. W fizyce
pojawiajq sie od pierwszego dziatu (Dziat 1: Ruch i jego przyczyny), a dalej pojawiq sie rownania
czqgstkowe, w ktdrych szukana funkcja zalezy od potozenia i czasu naraz.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.Q =320-0,25Q (mg/h). Réwnowaga Q* = 1280 mg, przyciagajaca.

2.T = —0,05 (T — 20). Przy 60°C: —2°C/min. Przy 10°C: +-0,5°C/min. Réwnanie jest to samo dla
stygniecia i ogrzewania.

3. mv = mg — kv, v* = \/mg/k. k = Trg] = 3;1922 ~ 0,032 kg/m.
v )

Zadania - cze$¢ 2
l.y = —2Ce?,a—2y+6=-2Ce?-6+6v.C+3=1,wiecC = —2.

2. (a) zwyczajne, 2. rzedu, liniowe (wspdlczynnik ¢t nie przeszkadza); (b) 1. rzedu, nieliniowe; (c)
czastkowe, 2. rzedu, liniowe; (d) 2. rzedu, nieliniowe; (e) 2. rzedu, liniowe.

3.c=8-39,2=-31,2:v=239,2—31,2¢e "% 2 =39,2¢t — 124,8 (1 — e ¥/*). Numerycznie T ~ 7,84,
v(T) ~ 34,8 m/s.

Zadania - czesc 3

1 2
1. —= :m——f—C,C’: —l:y= .Istnieje dla |z| < v/2.
y 2 2 — x2
dh 2v/hoA
2. ﬁ = —%\/29 dt, wiec 2vh = 2v/hg — %\/29 t. Opréznienie: t = a\/20_g ~ 452 s. Polowa: t =
2(1 -+/0,5)A C e . s . .
# ~ 132 s. Druga potowa wody wyplywa dtuzej niz pierwsza, bo ciSnienie maleje.

3.yl =32 +C,y= 2t /2, Tak, y = 0 tez jest rozwigzaniem (dla y(0) = 0). Rozwiazanie ogdlne y =
Ce!’/? zawiera je dla C = 0.

Zadania - czesc 4

2t + ¢
1+¢2°

L(1+82)y) =62, 1 +)y =28 +cy=
21=12(1-e)A,7=L/R=0,05s.1(0,1) =1,2(1 —e %) = 1,04 A.

3.y = %(sint —cost) +Ce™t = % sin (t - %) + Ce™t. Po dtugim czasie zostaje drganie o amplitudzie
1/+/2, opbznione o 45° wzgledem wymuszenia. Cze$é Ce™ to stan przejéciowy.

Zadania - czesc 5

1. f'(y) = 3y* — 6y + 2: '(0) = 2 > 0 (niestabilna), f/(1) = —1 < 0 (stabilna), f'(2) = 2 > 0 (niestabilna).
Strzatki: ponizej 0 w do6t, miedzy 0 a 1 w gére, miedzy 1 a 2 w déi, powyzej 2 w gore.

100 - 1000

- 100 T 900 0% = 900 <= 900 ** =100, = 2In9 ~ 4,4 roku.

2 K
3. f(y) =ry — %yz, flly)=r— Ery =0 < y=K/2, f(K/2) = TT.TO maksimum, bo f" =
—2r/K < 0.
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Zadania - czesc 6
1. Kazdy krok mnozy przez 1,25: 1,25* ~ 2,441. Blad ok. 0,277.

2.1,1'° ~ 2,594 (btad 0,125), 1,05% ~ 2,653 (btad 0,065): btad mniej wiecej sie potowi. (1 + h)'/* — e przy
h — 0: to jedna z definicji liczby e.

3.k1 =Yn, k2 = Yn(1 + R), Yns1 = yn (1 + h + 1h?), czyli trzy pierwsze wyrazy szeregu e”. 1,28125 ~
2,695, btad ok. 0,023 zamiast 0,277, dwanascie razy mniejszy.

Zadania - czes¢ 7

Int t
l.p= L, g= 3—4 sa ciaglte dlat > 0, t # 4. Przedzial zawierajacy tp = 2: 0 < t < 4.

t—4 t—

2.Dlay =ty =3t2 =3 (t3)2/3 v.0f /0y = 2y~'/3 nie jest okreslona (ani ciagla) w y = 0, wiec

twierdzenie nie gwarantuje jednoznaczno$ci.

%0 .Dlayy=2:y = nat <0,5.Dlay, = —2:y = nat > —0,5, wiec dla

2 -2
1— yot 1-2t 1+ 2t
wszystkich ¢ > 0.

3.y=

Zadania - czesc 8
lL.r=-2, -3:y=cie 4 cpe 3, ¢ +co =2, —2c; — 3¢y = 3, wiecc; = 9,co = —T:y = 9e 2 — 7e~ 3,
2.7 = 424y = cos 2t + sin 2t = 1/2 cos (2t — 77;)

3.7 = —1podwdjny:y = (c1 + cat)e t,e1 =1,c0—c1 =0:y= (1 +t)et.Dlate t:y = (1 —t)e t, ¢y’ =
(t—2)ety +2¢y +y=(t—2+2-2t+t)et'=0v.

Zadania - cze$¢ 9
1.wy = 10rad/s, T = 0,628 s, f = 1,59 Hz.

2. Ve = 2Vkm = 10 kg/s. r = —y/(2m) = —10 (podwdjny): u = (A + Bt)e ', A = 0,1, B — 104 = 0,
wiecu = 0,1(1 + 10¢t)e % m.

3. wp = 1000 rad/s. Krytycznie: R* = 4L/C, Ry, = 200 Q. R < Ry, wiec obwéd drgaz yu =
Vw? — (R/2L)? = /105 — 10% ~ 995 rad/s.

Zadania - czes¢ 10
1.-4A+ A=3,A=—1:y, = —cos 2t. Ogélne: y = c; cost + ¢y sint — cos 2t.

F
2. Przyw = wy: R = 770. v = 4:0,025 m; v = 0,4: 0,25 m. Amplituda w rezonansie jest odwrotnie
0

proporcjonalna do ttumienia.

0,9 .
3.upy = 1391 1,8t ~ 1,184 cos 1,8t. Z warunkéw poczatkowych u = 1,184(cos 1,8t — cos 2t) =

2,368 sin(0,1t) sin(1,9t). Obwiednia | sin 0,1¢| ma okres /0,1 ~ 31,4, wiec tyle trwa jedno dudnienie.
Matematyka - Rdwnania rézniczkowe. Zrédta: W. E. Boyce, R. C. DiPrima, D. B. Meade, Elementary Differential Equations and Boundary Value Problems, wyd.

11 (Wiley 2017), rozdz. 1-3; R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t.1, 9-6...9-7, 21, 23, 24, 25-4. Przyktady i zadania
sa wtasne; modele i metody za Boyce'em i DiPrima. Cytaty w ttumaczeniu wtasnym.
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