MATEMATYKA @ 3.6

Twierdzenia Greena,
Stokesa i Gaussa

Pole jeziora na mapie da sie zmierzy¢, obchodzac tylko jego
brzeg: tak dziata planimetr. Ladunek w pudetku da sie zmierzy¢,
nie zagladajac do $rodka, tylko mierzac pole elektryczne na
Sciankach. Oba triki to ta sama idea co wzor Newtona-Leibniza:
catka z pochodnej po obszarze réwna sie czemus na jego brzegu.
Z trzech twierdzen, ktore to wyrazaja, wyjda réwnanie ciggtosci,
prawo Archimedesa i réwnania Maxwella w dwdch postaciach.
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o Prolog: pole jeziora z jednego spaceru

Planimetr to przyrzad z XIX wieku: wodzisz jego rysikiem po konturze figury na mapie, a licznik
na kétku pokazuje jej pole. Przyrzad nie ,widzi” wnetrza figury, rejestruje tylko ruch wzdiuz
brzegu. Jak to mozliwe? W jednym wymiarze znamy podobny trik: fab f(z)dz = f(b) — f(a), czyli
catka z pochodnej po odcinku zalezy tylko od warto$ci w dwéch punktach brzegowych (lekcja 1.5
Catki). W lekcji 3.4 Catki krzywoliniowe, pola potencjalne i r6zniczki zupelne byto tak samo dla
gradientu: praca zalezy tylko od konicéw drogi.

Pytanie na start. Obchodzisz brzeg figury przeciwnie do ruchu wskazowek zegara i sumujesz % (xdy —
ydx). Dlaczego wynik to pole figury? OdpowiedZ w czesci 1, a liczby w przykiadzie 1.1.

1 Twierdzenie Greena

W lekgcji 3.5 Strumien, dywergencja i rotacja cyrkulacja po matym kwadracie wyszla réwna

(% — %—1;) Az Ay. Podzielmy teraz duzy obszar D na wiele matych kwadratéow i dodajmy

cyrkulacje po nich wszystkich, kazda przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Wspélny bok
dwoch sasiednich kwadratow przebywamy dwa razy, w przeciwnych kierunkach, wiec jego
wklady sie znosza. Zostaja tylko odcinki lezace na brzegu D. FLP II-3-6 Suma po lewej to
cyrkulacja po brzegu, suma po prawej przechodzi w catke podwdjna (lekcja 3.3 Catki podwojne i
potréjne):

e M

s TWIERDZENIE GREENA
P
7{ Pdm+Qdy:// (‘9_@_8_) dA.
oD D Oz Oy

Brzeg 0D obiegamy dodatnio: tak, Zzeby obszar byl po lewej stronie. Dla obszaru z
dziura brzeg zewnetrzny idzie przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, a
wewnetrzny zgodnie z nim. | por. Stewart §16.4

- J

Dla P = —4, Q = § nawias po prawej to % + % = 1, wiec catka podwoéjna to pole obszaru. Stad
odpowiedz na pytanie z prologu i zasada dziatania planimetru:

1
pole(D) = 3 7{8[)(:10 dy — ydz).
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Przyktad 1.1
Koto i elipsa

Sprawdz twierdzenie Greena dla pola [—y; x| na kole jednostkowym. Potem oblicz pole elipsy o
potosiach a, b z catki po jej brzegu.

1 Lewastrona: ¥ = [cost; sint], —ydz + zdy = (sin® ¢ + cos? t) dt, catka 27 (lekcja 3.4,
zadanie 2.1).

2 Prawastrona: 0,Q — 90,P = 1+ 1 = 2, razy pole kota m: 27 v.

3 Elipsa: 7 = [acost; bsint], zdy — ydz = (abcos®t + absin®t) dt = abdt. Pole = 3 -
2mab = mwab.

[ Wynik: obie strony to 2m; pole elipsy mab. }

Sprawdzenie: dla a = b = R dostajemy mR? v. Ten sam wynik daje zmiana
zmiennych x = apcos ¢, y = bpsin ¢ z jakobianem abp (lekcja 3.3 Catki podwdjne i
potrdjne) v.

Przyktad 1.2
Pole wielokata ze wspétrzednych wierzchotkow

Oblicz pole czworokqta o wierzchotkach (w kolejnosci przeciwnej do ruchu wskazowek zegara)
(05 0), (4; 0), (5; 3), (1; 4).

1 Naodcinku od (z; y;) do (z,; y,) catka % [(zdy — ydz) wynosi %(mlyZ — ToYyp)
(zadanie 1.6). Pole wielokata to suma takich wyrazéw po bokach: wzér
sznurowadlowy (wz6r Gaussa na pole).

2 Boki:0-0-4-0=0;4-3-5-0=12; 5-4—-1-3=17;1-0-0-4=0.

3 Pole= 3(0+12+17+0) = 14,5.

[ Wynik: 14,5. J

Sprawdzenie: prostokat [0; 5] x [0; 4] ma pole 20; odcinamy tréjkaty w rogach: % -1-
3+%.4.1+%.1.4: 1,56 + 2 + 2 = 5,5, zostaje 14,5 v'.
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SYMULACJA 1 Twierdzenie Greena dla wielokata. Przeciagaj wierzcholki. Lewa strona
to catka po brzegu, liczona wzdtuz bokéw, prawa to suma rotacji po matych komoérkach
wewnatrz. Dla pola wektorowego % [—y; z] obie strony réwnaja sie polu powierzchni
figury. Wlacz komérki, zeby zobaczy¢, jak cyrkulacje na wspdlnych bokach sie znosza.

A

_)f

A J

— brzeg (obieg dodatni) =—— komorki =— poleF
§ pobrzegu 8,945  [[(0Q/0x - OP/dy)dA 8,944 | 9Q/dx-0dP/dy 1

pole (sznurowadto) 8,945

Rotacja pola %4[-y; x] to 1, wiec obie strony to pole wielokata. Catka po brzegu to doktadnie wzor
sznurowadtowy.

Stan na rysunku: pole #[-y; x] (pole powierzchni); wierzchotki [-1,50; -1,00], [1,50;
-1,50], [2,00; 0,50], [0,50; 1,80], [-1,80; 1,00]; ¢ = 8,945, [[ = 8,944.

Twierdzenie Greena wyjasnia tez putapke z lekcji 3.4. Dla wiru % rotacja jest zerowa poza
zerem. Wezmy pierscien miedzy dwiema krzywymi otaczajacymi zero: Green daje cyrkulacje
zewnetrzna minus wewnetrzng rowna zeru. Zatem cyrkulacja po kazdej krzywej wokot zera jest

taka sama jak po okregu: 27 (zadanie 1.5).
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/Z ZADANIA - CZESC 1

6 zadan - ok. 45 min

1 Sprawdz twierdzenie Greena dla P = zy, Q = z? na kwadracie [0; 1]?, liczac obie strony.

2  Oblicz wzorem sznurowadlowym pole tréjkata (0; 0), (4; 0), (1; 3).

3 Oblicz pole pod jednym tukiem cykloidy £ = ¢t — sint,y = 1 — cost, 0 < ¢ < 27. Uzyj

= pole = — f ydz (to tez wynika z Greena, z P = —y, Q = 0).

4 Oblicz §,(3y — ™) dx + (7z + 1/y* + 1) dy, gdzie C to okrag * + y* = 4 przebiegany
== przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

5 DlawiruF = %‘;ﬂ—;’; zastosuj twierdzenie Greena do pierscienia 1 < r < 2. Wywnioskuj,

wskazowek zegara to 2.

ze cyrkulacja po dowolnej krzywej zamknietej okrazajacej zero raz przeciwnie do ruchu

6  Pokaz, ze po odcinku od (z1; y1) do (z2; y2) catka 3 [(zdy — ydz) wynosi 1 (z1y2 — z2y1).

== (o taliczba oznacza geometrycznie? Dlaczego wzor sznurowadlowy dziata tez dla

wielokatow wklestych?

moo podstawowe mmo Srednie saa feynmanowskie

Twierdzenie Stokesa

Ten sam argument dziala na zakrzywionej powierzchni § w przestrzeni. Dzielimy ja na male
ptatki; cyrkulacja po kazdym to (V x 6‘) -1 AA (lekcja 3.5). Wspoélne boki sasiednich ptatkéw sie
zZnosza, zostaje brzeg: FLP II-3-6

-

~
58 TWIERDZENIE STOKESA
7{ 5’-dF://(V x C) - dA.
as S
Cyrkulacja po brzegu to strumien rotacji przez powierzchnie. Kierunki wiaze regula
prawej dloni: palce wzdluz obiegu brzegu, kciuk wskazuje n. Twierdzenie Greena to
przypadek plaskizn = 2. | por. Stewart §16.8
J
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Zaskakujacy wniosek: po prawej moze sta¢ dowolna powierzchnia rozpieta na tym samym brzegu,
plaska jak membrana bebna albo wydeta jak worek siatki na motyle. Wynik jest ten sam, bo
zalezy tylko od lewej strony. Przyczyna: V - (V x C‘) = 0 (lekcja 3.5), wiec pole rotacji jest
bezzrédlowe i przez kazda powierzchnie ,przecinajaca” te sama rure przechodzi tyle samo.

Przyktad 2.1
Membrana i worek

DlaC = [—y; z; 0] i okregu jednostkowego w ptaszczyznie xy (przeciwnie do ruchu wskazdwek
zegara, patrzqc z gory) oblicz strumien rotacji przez kolo i przez gérnq potsfere o tym samym
brzegu.

1V x C =10; 0; 2] (lekcja 3.5, przykiad 3.1). Reguta prawej dloni: 7 w gére.

2 Kolo:n = 2, strumien 2 - m = 2.

3 Péisfera:n =7, [0; 0; 2] -7 = 2cosf, dA = sinfdf de. f027r 0”/2 2cosfsinfdfdy =
2w -1 = 2.
[ Wynik: 27 przez obie powierzchnie, tyle co cyrkulacja po okregu. j

Sprawdzenie: cyrkulacja [—y; x; 0] po okregu jednostkowym to 27 (przyktad 1.1) v.

W fizyce twierdzenie Stokesa zamienia prawa catkowe na lokalne. Prawo Ampere'a mowi, ze dla
pradow statych cyrkulacja pola magnetycznego po petli jest proporcjonalna do pradu przez nia
przechodzacego: ¢ § B-d7i = % ff} -ndA. Prawa strona to strumien gestosci pradu, lewa (po
Stokesie) to strumieri ¢V x B. Skoro réwno$¢ zachodzi dla kazdej matej powierzchni, to w
kazdym punkcie ¢*V x B = 7/€p. FLP 1I-13-4 (Feynman pisze stala jako 60%; w podrecznikach
czesto spotkasz p, = EO%.) Szczegoly w fizyce: Dziat 15: Prad i pole magnetyczne.

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadar - ok. 40 min

1 Sprawdz twierdzenie Stokesa dla C = [2; x; y] i okregu jednostkowego w plaszczyznie
=z =0 (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, patrzac z gory), biorac za powierzchnie
koto.

2 Zprawa Ampeére'a, ¢ B - d7 = I, znajdz pole magnetyczne w odlegtosci r od dtugiego
== prostego przewodu. Obliczjedlal = 10 A, 7 = 5cm (o = 47 - 107" Tm/A) i poréwnaj z
polem Ziemi (ok. 50 pT).
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3 Wewnatrz przewodu o promieniu a, w ktorym prad I plynie r6wnomiernie, B=
e fol g 2. 0]. Oblicz V x B i poréwnaj z poj .

2ma

4 Pokaz na dwa sposoby, ze strumien rotacji przez dowolna zamknietg powierzchnie (np.
== sfere) jest zerowy.

5 W obszarze kolowym o promieniu R jednorodne pole magnetyczne ro$nie w tempie

= 4B _ .1 T/s. Prawo Faradaya: § E - d7 = — 3 [[ B - 7 dA. Oblicz site elektromotoryczna
we wspotsrodkowej petli o promieniu » = 10 cm < R i natezenie pola elektrycznego na
niej. Zapisz prawo w postaci rézniczkowej.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Twierdzenie Gaussa

Teraz o oczko wyzej. Dzielimy bryle V na mate kostki; strumien na zewnatrz kazdej to (V - c )AV
(lekcja 3.5). Przez wspolna $cianke dwodch sasiednich kostek strumien wyptywajacy z jednej jest
strumieniem wpltywajacym do drugiej, wiec w sumie sie znosi. Zostaje strumien przez
zewnetrzna powierzchnie: FLP II-3-3

~ )
68 TWIERDZENIE GAUSSA (GAUSSA-OSTROGRADSKIEGO, O DYWERGENCJI)

5’-ﬁdA:// v.-C4av.
ov 174

Strumien na zewnatrz zamknietej powierzchni to suma zrodet w §rodku. Normalna
n wskazuje na zewnatrz. | por. Stewart §16.9

- J

Liczby z lekcji 3.5 to potwierdzaja: dla # mamy V - 7 = 3, a strumien przez sfere to 4mR3 = 3 -
STR®, przez walec 3V, przez sze$cian 3V.
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Przyktad 3.1
tadunek w dowolnym pudetku

Pokaz, ze strumieri pola k 7 /r® przez dowolng zamknietq powierzchnie S to 4k, jesli S otacza
poczqtek uktadu, i 0, jesli nie otacza.

1 Pozazerem V - (k7/r®) = 0 (lekcja 3.5, przyklad 2.1). Jesli S nie otacza zera, pole jest
gladkie w calym wnetrzu i Gauss daje strumien 0.

2 Jesli otacza: wytnij z wnetrza mala kule o promieniu € wokot zera. W obszarze miedzy
S a sferg dywergencja jest zerowa, wiec strumien na zewnatrz tego obszaru jest
zerowy: przez S (normalna na zewnatrz) minus przez mala sfere (normalna od zera)
daje 0.

3 Przez malg sfere strumien to 47k (lekcja 3.5, przyktad 1.1), wiec przez S tez.

[ Wynik: 47k albo 0, niezaleznie od ksztaltu powierzchni. ]

Sprawdzenie: dla szeScianu wokot tadunku numeryczna catka po jednej Sciance daje

-

% (lekcja 3.5, zadanie 1.6) v. Dla pola tadunku g, E= @%T%, strumien to g/ ep:

prawo Gaussa (Dzial 13: Pole elektryczne i prawo Gaussa). Dla wielu tadunkow
strumienie sie dodaja, wiec liczy sie suma tadunkéw w srodku.
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SYMULACJA 2  Prawo Gaussa na plaszczyznie: trzy tadunki (+1, +1, —1) i okrag, ktéry
mozesz przesuwac i powiekszaé. W ptaszczyznie pole tadunku stabnie jak 1/r, a strumien
przez okrag wokét tadunku q to 27q. Odczyt poréwnuje strumien liczony po okregu z 27
razy suma tadunkéw w S§rodku. Ladunki poza okregiem nic nie dodaja, cho¢ ich pole
przez okrag przechodzi.

Y

— poleE — tadunek+ =— tadunek- =— wyptyw — wptyw

strumien / 21 0,000 suma tadunkéw w srodku 0 strumien 0,000

Suma tadunkdéw w srodku to zero, wiec strumien tez, cho¢ pole przechodzi przez okrag: ile wptywa,
tyle wyptywa.

Stan na rysunku: okrag o srodku [0,00; 0,00], R = 1,10; strumien/2m = 0,000; suma
tadunkéw w $rodku 0.
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3.6 - Twierdzenia Greena, Stokesa i Gaussa

Przyktad 3.2
Prawo Archimedesa

Ciato o objetosci V jest zanurzone w cieczy o gestosci p.. Cisnienie na gtebokosci to p = py — p.gz
(oS z w gore). Pokaz, ze wypadkowa sit parcia to p.gV w gore, i oblicz jq dla szescianu o boku 10
cm w wodgzie.

1 Naelement powierzchni dziala sita —pn d A (ciecz pcha do $rodka). Wypadkowa: F =
- pndA.

2  Wersja twierdzenia Gaussa dla funkcji skalarnej (zadanie 3.5): ffpndA = [[[ VpdV.

3 Wewnatrz ciala przedtuzamy p tym samym wzorem (catka po brzegu zalezy tylko od
warto$ci na powierzchni). Vp = [0; 0; —p.g], wiec F' = — [[[ VpdV = [0; 0; p.gV].

4 Szescian: V =102 m? F =1000-9,81-107% ~ 9,81 N.

[ Wynik: sita wyporu p.gV w gére, dla dowolnego ksztattu; dla szescianu 9,81 N. ]

Sprawdzenie: dla szeScianu bezposrednio: sily na §ciankach bocznych sie znosza, a
réznica ci$nien miedzy dnem a wieczkiem to p.g - 0,1, razy pole 0,01 m?: 1000 - 9,81 -
0,001 = 9,81 N v.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 40 min

1 Oblicz strumien pola [z?; y?; 2°] na zewnatrz sfery jednostkowe;j.

2 Oblicz strumien pola [z + y?; y + sin 2; z + €¥] na zewnatrz powierzchni walca z? +
« P <1,0<z2<2.

3 Kula o promieniu R jest réwnomiernie naladowana tadunkiem Q. Z prawa Gaussa
== znajdz natezenie pola wewnatrz (r < R) i na zewnatrz.

4 Strumieni pola C na zewnatrz kazdej matej sfery wokét punktu P jest ujemny. Co wiesz o
e V.Cw P? Czy moze sie zdarzy¢, ze V - C' = 0 wszedzie w kuli, a strumien przez jej
brzeg jest niezerowy?

5  Zastosuj twierdzenie Gaussa do pola C = f ¢, gdzie ¢ to dowolny staty wektor, i
==  wyprowadz {f fadA = [[[ VfdV (uzyte w przykladzie 3.2).
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

4 Rownanie ciagtosci i rownania Maxwella

Niech p bedzie gestoscia czegos, co jest zachowane (masy, tadunku, energii), aj gestoscia jego
przeptywu: iloscia przechodzaca w jednostce czasu przez jednostke powierzchni. Dla ptynu o
predkosci 17jest} = pv. Ilo$¢ w ustalonej objetosci V moze sie zmienic tylko przez przeplyw przez

i///pdV:—# j.ﬁdA:—// V.jdv.
dt v v v

Minus, bo strumien na zewnatrz zmniejsza zawartos¢. Druga rowno$¢ to twierdzenie Gaussa.

jej brzeg:

Skoro réwnosé zachodzi dla kazdej objetosci, takze dowolnie matej, funkcje pod catkami musza
by¢ rowne: FLP II-13-2

4 )
58 ROWNANIE CIAGLOSCI

Lokalna postac¢ zasady zachowania: w zadnym punkcie nic nie znika i nic sie nie
pojawia, jedynie przeplywa. Dla niescisliwej cieczy (p stata) zostaje V - v = 0.
NS J

Roéwnanie przewodnictwa ciepta z lekcji 3.5 to wlasnie rownanie cigglosci dla energii cieplne;j:
p=cT, 5 —h= —kVT, skad c8,T = kV?T. FLP 11-3-4
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Przyktad 4.1
Rozprezajacy sie obtok

Obtok gazu rozszerza sie tak, ze predkos¢ w kazdym punkcie to v = H7 (H stale), a gestosc jest
jednakowa w catym obloku, p(t). Jak gestosc zalezy od czasu?

1 V- (pH7) = pHV -7 = 3Hp (gestos¢ nie zalezy od potozenia).

2 Réwnanie ciaglosci: p' + 3Hp = 0, wiec p = ppe >H! (lekcja 4.1 Réwnania rézniczkowe
Zwyczajne).
[ Wynik: p(t) = poe 3. j

Sprawdzenie: kazda odlegto$é rosnie jak ef’* (bo 7 = HF), wiec objetosé jak e3?,

a
gesto$¢ maleje w tym samym tempie, co zachowuje mase v. To prawo Hubble'a dla

gazu, a w kosmologii H to stala Hubble'a (ktéra akurat stala nie jest).

4.1 Réwnania Maxwella w dwoch postaciach

Cata elektrodynamika klasyczna mie$ci sie w czterech rownaniach. Feynman zapisuje je w
postaci rézniczkowej (Srodkowa kolumna tabeli). FLP II-18-1 Twierdzenia Gaussa i Stokesa
ttumacza kazde z nich na postaé catkowa, w ktdrej tatwiej je zrozumie¢ i zmierzy¢. S to
zamKknieta powierzchnia, C' krzywa zamknieta, a ¥ powierzchnia rozpieta na C, z normalna 7
zgodna z obiegiem C wedtug reguty prawej dioni; Iy, = ffzj -ndA to prad przez X.

tresé postaé postaé catkowa
rézniczkowa

prawo Gaussa: zrédlem pola elektrycznego sa v.E=L H E-ndA= Quewn
tadunki 0 0
prawo Faradaya: zmienne pole magnetyczne Vo @ [ E-dF =
wytwarza wir pola elektrycznego ot —% Is B-ndA
nie ma tadunkéw magnetycznych V-B= s B-adA=0
prawo Ampere'a z poprawka Maxwella AV x B? = 2§, B.-dF = Iy +
j  OE d I
60 ot % /] fz ndA

Wyraz OF /0t w ostatnim réwnaniu dodat Maxwell. Bez niego dywergencja ostatniego réwnania
dawataby V - 7=0,boV- (V x E) = 0; to byloby sprzeczne z rownaniem ciagtosci dla tadunku,
gdy tadunek gdzies sie gromadzi (np. na oktadce kondensatora). Z poprawka réwnanie ciagtosci
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wynika z réwnan Maxwella (zadanie 4.3). Ten sam wyraz daje fale elektromagnetyczne (Dziat 16:
Indukcja, réwnania Maxwella i fale elektromagnetyczne).

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 30 min

1 Woda ptynie rura o $rednicy 2 cm z predkoscia 0,5 m/s, a potem rura zweza sie do
=« $drednicy 1 cm. Z jaka predkoscia pltynie w wezszej czesSci? Co ma z tym wspdlnego V -

v=0?

2 Ktore z pdl moga by¢ polem predkosci niescisliwej cieczy: [z; —y; 0], [y; z; 0],
= moy —2, [y —22)2

3 Wez dywergencje czwartego rownania Maxwella i uzyj pierwszego, zeby otrzymac
== rownanie cigglosci dla tadunku.

4 W przewodniku} =oE (prawo Ohma). Polacz to z prawem Gaussa i rOwnaniem
«=»  cigglosci, zeby dosta¢ rownanie na gesto$¢ tadunku p w §rodku przewodnika. Jak szybko
zanika nadmiarowy tadunek w miedzi (o = 5,96 - 107 S/m, ¢y = 8,854 - 10~!2 F/m)?

moopodstawowe  mao Srednie maa feynmanowskie

5 Btedne intuicje

x ,Twierdzenie Stokesa wymaga konkretnej powierzchni.”

Kazda powierzchnia rozpieta na tym samym brzegu daje ten sam wynik (przyklad 2.1).
Wybiera sie najwygodniejsza.

x ,Kierunek obiegu i normalnej mozna wybrac niezaleznie.”

Nie: wiaze je regula prawej dloni. Zta orientacja zmienia znak jednej strony réwnania.

x ,Skoro rotacja jest zerowa w obszarze, to cyrkulacja po kazdej petli w nim tez.”

Tylko po petlach, na ktérych da sie rozpiaé powierzchnie lezacgq w obszarze. Wir wokot
przewodu: petla wokot osi nie ma takiej powierzchni, bo kazda przebija o$ (ptaski
odpowiednik: zadanie 1.5).
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x

w»tadunki na zewnatrz nie wptywaja na pole na powierzchni Gaussa.”

Wplywaja na pole, nie na catkowity strumien. Strumien tadunku zewnetrznego wptywa

z jednej strony i wyplywa z drugiej (symulacja 2).

»ROwnania w postaci catkowej i rozniczkowej mowig co innego.”

Dla pél gtadkich to te same prawa przettumaczone twierdzeniami Gaussa i Stokesa.

Posta¢ catkowa dziata tez tam, gdzie pole ma skok albo osobliwos¢.

Sprawdz sie

p
1 Zapisz twierdzenie Greena.
$op Pdz + Qdy = [[,(8.Q — 8,P) dA, brzeg obiegany z obszarem po lewej.
N
-
2 Jak obliczy¢ pole figury calka po brzegu?
1 §(zdy — ydz); dla wielokata wzér sznurowadlowy.
N
-
3 Zapisz twierdzenie Stokesa i powiedz, jak wiaze sie kierunek obiegu z
normalna.
$os C-dF = JI5(V x C) - A dA; reguta prawej dloni.
N
-
4  Zapisz twierdzenie Gaussa.
[ - C-ndA = [f] 1,V - C dV, normalna na zewnatrz.
N
-
5 Ile wynosi strumieni pola k7/r3 przez sze$cian, ktéry nie zawiera zera?
0.
N
-
6 Zapisz roOwnanie ciaglosci.
c’)tp +V. 3 =0.
N
-
7  Po co Maxwell dodat wyraz OF /0t
Bez niego réwnania bylyby sprzeczne z zachowaniem tadunku tam, gdzie tadunek sie
gromadzi.
N
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7 Karta wzorow i co dalej

' M
TRZY TWIERDZENIA FIZYKA
Green: §,, Pdz + Qdy = [[,(9.Q — ciagloéé: dp+V -j = 0; 7 = pt;
0,P)dA niescidliwa: V - v = 0
pole = 1 §(zdy — ydz); wielokat V.-E=ple; VxE=—-8B
(wierzchotki przeciwnie do ruchu V-B=0; 2V x B=3j/e+0,E

WSkaZéwek): % Z(miyi+1 — mi+1yi)

Stokes: §,,C - dF = [[4(V x C) - ndA
(prawa dton)

Gauss: {f,,, C.ndA= [, V- CdV (Ana
zewnatrz)

& fndA= [[[ VfdV (wypér p.gV)

4d: B — wol. — 1
przewod: B = 525 g e

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: t. II, 3-3...3-8 (twierdzenia Gaussa i Stokesa, przewodnictwo cieplne,
podsumowanie), 13-2 (zachowanie tadunku), 13-4 (prawo Ampere'a), 18-1 (rownania
Maxwella).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* J.Stewart, Multivariable Calculus, wyd. 7: §16.4 (twierdzenie Greena), §16.8 (twierdzenie
Stokesa), §16.9 (twierdzenie o dywergencji), §16.10 (podsumowanie).

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: twierdzenia Greena, Stokesa i Gaussa.

~ )
Na tym koriczy sie czes¢ II1. Wszystkie trzy twierdzenia majq postac ,catka z pochodnej po obszarze
= catka po brzegu”, tak jak wzdr Newtona-Leibniza; w geometrii rozniczkowej to jedno twierdzenie
Stokesa dla form rézniczkowych. W czesci IV wrdcq jako narzedzie: rownania dyfuzji i Laplace'a
(4.7 Réwnania czqstkowe: fali, dyfuzji i Laplace'a) wyprowadza sie z rownari ciqglosci, a falowe z
rownan Maxwella. W fizyce zobaczysz je w prawie Gaussa (Dziat 13: Pole elektryczne i prawo
Gaussa), prawie Ampere'a (Dziat 15: Prqd i pole magnetyczne) i w falach elektromagnetycznych
(Dziat 16: Indukcja, rownania Maxwella i fale elektromagnetyczne).
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v

Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.

Prawa: 0,Q — 0,P =2z — z =z, [[ xdA = }. Lewa: dét (y = 0): 0; prawy bok (z = 1, dz = 0):
fol 1dy = 1;géra(y =1,od z = 1 do 0): floa;da: = —4;lewy bok: 0. Razem 1 v.

.3(0+(4-3—-1-0) +0) = 6. Sprawdzenie: podstawa 4, wysokos¢ 3 v.

. Brzeg: odcinek osi z od 0 do 27 (tam y = 0, wkiad 0), potem cykloida wstecz, od ¢t = 27 do 0.

- f;r yx' dt = fo (1 — cost)? dt = 3 trzy razy wiecej niz pole kola, ktére toczy sie po prostej.

.0,Q —9,P =7—3=4,calka4- 722 = 16w. Brzydkie wyrazy e*"? i \/y* + 1 nic nie wnosza: e***

zalezy tylko od z i stoi przy dz, wiec jego pochodna po y jest zerowa; z \/y* + 1 przy dy tak samo.

. W pierscieniu rotacja jest zerowa, wiec fT 50— fr:1 O= 0 (brzeg wewnetrzny idzie zgodnie z ruchem

wskazdéwek zegara, stad minus). Obie cyrkulacje to 27. Dla dowolnej krzywej C wokét zera: wez maty
okrag wewnatrz C i obszar miedzy nimi; ten sam argument daje fo = 27.

TF=[o+ (e —z)t; yi + (e — )t zy —ya' = z1(y2 — 1) — (22 — 1) = T1y2 — T2y1 (Wyrazy z t

sie znosza). To pole trdjkata o wierzchotkach (0; 0), (z1; y1), (z2; y2) ze znakiem (lekcja 2.1 Macierze,
wyznaczniki i uktady rownan, wyznacznik). Dla wielokata wklestego czes$¢ tréjkatéw ma znak
ujemny i odejmuje obszary policzone dwa razy; twierdzenie Greena nie wymaga wypuktosci.

Zadania - czesc 2

1.

VxC= [1' 1; 1], strumien przez kotoz A = 2: 1 - 7 = m. Brzeg: 7 = [cost; sint; 0], C' = [0; cost; sint],
C-7' = cos’t,calkam v.

. Z symetrii B jest styczne do okregéw wokoét przewodu i ma statg warto$é na kazdym z nich: B - 27r =

wol, B = gﬁ—ﬁ FLP II-13-5 Liczbowo 4 -107° T = 40 uT, poréwnywalnie z polem Ziemi: dlatego
kompas obok pojedynczego przewodu z pradem potrafi zwariowac (w zwyklym kablu dwie zyly niosa
przeciwne prady iich pola prawie sie znosza).

. To obrét sztywny (lekcja 3.5, przyktad 3.1): V x B = M[O 0; 2] = uz Gesto$é pradu j = L2, wiec

V X B = uyj v, rézniczkowa postaé¢ prawa Ampere'a.

. Stokes: przetnij sfere wzdtuz réwnika. Obie péisfery maja ten sam brzeg, ale z normalna na zewnatrz

obiegaja go w przeciwnych kierunkach; cyrkulacje sie znosza. Gauss (cze$¢ 3): strumien to [[[ V -
(V x C)dV = 0.

e = 7w = 7.0,01-0,1~3,1 mV. Z symetrii E - 27 = mr? 8 B = 145 — 5 mV/m. Postad
rézniczkowa (Stokes): V x E=— W- Pole elektryczne ma tu rotacje, wiec nie jest potencjalne (lekcja

3.4).

Zadania - czes¢ 3

1.

2.

3.6-

V.-C=3*+y*+2%) =32 [[[3r2dV = fozwfowf013r4sin0drd6’dgo =31 4m =11,

V-C =141+ 1= 3;objetoéé 2m; strumien 6. Bezposrednie liczenie po trzech czesciach
powierzchni byloby duzo dtuzsze.

Twierdzenia Greena, Stokesa i Gaussa 16/17


http://127.0.0.1:37103/pl/math/2-1/
http://127.0.0.1:37103/pl/math/2-1/

3. Z symetrii E = E(r)?. Sfera o promieniu 7: E - 477% = Qyewn/€0. Wewnatrz Qyewn = Q%, wiec E =
ﬁ(}% (ro$nie liniowo). Na zewnatrz E = ﬁor_“ jak dla tadunku punktowego. To samo dla grawitacji w
jednorodnej kuli (lekcja 3.5, zadanie 2.3).

4.V-C (P) < 0 (granica ujemnych ilorazéw strumieti/objeto$¢ moze by¢ zerem, ale nie liczba
dodatnia). Druga czes¢: nie, jesli pole jest gtadkie w catej kuli. Moze sie zdarzyd¢, jesli pole ma
osobliwos¢ w srodku, jak pole tadunku punktowego (przyktad 3.1).

5.V - (fé) =¢- V[ (boéjeststaly). Gauss: ¢- §f fndA =¢- [[[ VfdV.Réwnos¢ iloczynéw skalarnych
dla kazdego ¢ (np. Z, g, 2) oznacza rownos¢ wektorow.

Zadania - czesc 4

1. Strumien objetosci jest staty: v; A; = vy A,, a pole przekroju maleje 4 razy, wiec v, = 2 m/s. To
twierdzenie Gaussa dla V - ¥ = 0 zastosowane do odcinka rury: przez $cianki nic nie wyptywa, wiec
ile wplywa jednym koncem, tyle wyptywa drugim.

2. Dywergencje: 0, 0, 1, 0. Pierwsze, drugie i czwarte tak. Trzecie nie: z kazdego kawalka wiecej
wyplywa, niz wplywa, a nieScisliwa ciecz nie moze sie rozrzedzi¢. Czwarte to przeptyw ku
plaszczyznie z = 0 i rozptyw na boki, jak strumien uderzajacy w Sciane.

3.c2V'(Vxl§)=O:%V'3+%V-E‘:%V'j—k%%.Popomnoieniuprzezeo:%§+V-3:0.

4.8,p=—-V-(0E) = —Zp, wigcp = poe T, T =2 ~ 1,510 s. Model przewiduje praktycznie
natychmiastowe znikniecie tadunku z wnetrza; tak krétkich czaséw prawo Ohma juz dobrze nie
opisuje (zderzenia elektronéw zachodzg co ok. 10714 s), ale wniosek jako$ciowy, ze tadunek w
przewodniku siedzi na powierzchni, sie utrzymuje (Dzial 14: Potencjal, przewodniki i kondensatory).

Matematyka - Twierdzenia Greena, Stokesa i Gaussa. Zrédta: R. P Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 11 (Addison-
Wesley 1964; New Millennium Edition 2011), 3-3...3-8, 13-2, 13-4, 13-5, 18-1; J. Stewart, Multivariable Calculus, wyd. 7, §16.4, §16.8-16.10; K. A. Stroud,
Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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