MATEMATYKA @ 3.5

Strumien,
dywergencja i rotacja

Patrzac na mape wiatru, widzisz dwie rzeczy: gdzie powietrze
sie rozplywa albo zbiega i gdzie kreci sie w wiry. Dywergencja i
rotacja to te dwie liczby (wlasciwie liczba i wektor) policzone w
kazdym punkcie pola. Zbudujemy je z dwoch catek: strumienia
przez powierzchnie i cyrkulacji po petli, skurczonych do
punktu. Na koniec dostaniemy laplasjan, operator, ktory pojawia
sie w przewodnictwie cieplnym, elektrostatyce i mechanice

kwantowej.
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o Prolog: co wyptywa z kubka

Goraca herbata stygnie, bo ciepto przeplywa przez scianki kubka na zewnatrz. Feynman opisuje
to polem wektorowym h: przeplywem ciepta, czyli energia cieplng przechodzaca w jednostce
czasu przez jednostkowa powierzchnie prostopadia do h. FLP II-2-2 Ile ciepta ucieka z kubka
na sekunde? Trzeba zsumowac sktadowa h prostopadta do Scianki po calej jej powierzchni. To jest
strumien. A skad to ciepto sie bierze? Jesli w sSrodku nie ma grzalki, ze stygnacej herbaty. Liczba,
ktéra mowi, ile czegos ,wyplywa z punktu” na jednostke objetosci, to dywergencja.

Pytanie na start. Pole E=k7 /r® (tadunek punktowy) rozbiega sie od poczqtku uktadu, a pole [y; 0; 0]
ma wszystkie strzatki rownolegte. Czy w punkcie (1; 1; 1) ktdres z nich ma niezerowq dywergencje? A
niezerowq rotacje? Intuicja z rysunku zawodzi w obu przypadkach. Odpowiedz w przyktadach 2.1 1 3.1.

1 Strumien przez powierzchnie

Niech woda ptynie z predkoscia v przez matla ptaska ramke o polu A A i jednostkowej normalnej #
. W czasie At przez ramke przejdzie woda z ukosnego stupa o objetosci (v - ) AA At. Liczy sie
tylko sktadowa prostopadta: woda ptynaca wzdluz ramki przez nia nie przechodzi. Strumien pola
C przez powierzchnie to suma takich kawatkéw: FLP II-3-2

- N
58 STRUMIEN (CALKA POWIERZCHNIOWA)

q»://é.ﬁdA://é-dA, dA = adA.
S S

Trzeba wybraé, w ktéra strone wskazuje n. Dla powierzchni zamknietej umowa
moéwi: na zewnatrz. Wtedy dodatni strumien znaczy, ze wiecej wyplywa, niz

wplywa.

1.1 Jak liczy¢: parametryzacja powierzchni

Krzywa opisywalismy jednym parametrem (lekcja 3.4 Catki krzywoliniowe, pola potencjalne i
rézniczki zupelne), powierzchnie opisujemy dwoma: 7(u, v). Przesuniecie o du daje bok 7, du,
przesuniecie o dv bok 7, dv. Te dwa wektory rozpinaja matly réwnoleglobok, a jego wektor
powierzchni to iloczyn wektorowy (lekcja 1.1 Wektory):

dA =7, x #ydudy, & = //C_”(F(u, v)) - (4 x 7,) dudo.

Kolejnos¢ czynnikéw wybiera strone normalnej; jesli wyjdzie do srodka, zmieniamy znak. Dla
sfery o promieniu R we wspolrzednych sferycznych (lekcja 3.2 Wspéirzedne biegunowe, walcowe
i sferyczne) 7y x 7, = R?sin § #: wektor na zewnatrz o dtugosci R? sin §, czyli doktadnie element
powierzchni z lekcji 3.3 Catki podwdjne i potrdjne.
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Przyktad 1.1
Strumien przez sfere

Oblicz strumieri pol Cy = [x; y; 2] = 7i Cy = k7/r3 praez sfere o promieniu R ze srodkiem w
poczqtku uktadu (normalna na zewnqtrz).

1 Nasferzen =+,a7 = R.Zatem C_"l -n = R w kazdym punkcie, stale.
2 Stala mnozymy przez pole sfery: &, = R - 47 R? = 47w R>.
3 Ch-i=kR/R® = k/R? tezstale: ®, = & - 4rR? = 4rk.

[ Wynik: ®; = 47R?; &, = 4wk, niezaleznie od promienia. j

Sprawdzenie: catka z parametryzacji: 7 - (79 x 7,) = R - R%sin#, a

02” J; R*sinfdf de = 47 R* v. Wynik 47k niezalezny od R to zapowiedz prawa
Gaussa (Dzial 13: Pole elektryczne i prawo Gaussa): caty strumien pochodzi z
tadunku w srodku.

Przyktad 1.2
Powierzchnia zakrzywiona

Oblicz strumiern pola C = [z; y; 0] (przeptyw rozchodzqcy sie poziomo od osi z) przez kopute z =
1 —z? — 9% 2z > 0, 2 normalng skierowang w gére.

1 Parametryzacja 7(u, v) = [u; v; 1 —u? — v?] nad kotem u? +v% < 1. 7, = [1; 0; —2u],
7y = [0; 1; —2v].

2 7, X7, =[2u; 2v; 1]; sktadowa z dodatnia, wiec normalna w gore v.

< (Fu X 7y) = 2u® + 20v°. We wspbtrzednych biegunowych: f027r fol 2p? pdpdy = 27 -

= .

[ Wynik: & = 7. j

Sprawdzenie: pole jest poziome, wiec przez ptaskie dno koputy (2 = 0, normalna w

w
D= Ql

dot) strumien jest zerowy. Strumien przez cala zamknieta powierzchnie (koputa
plus dno) to zatem tez m. Dywergencja pola to 2, a objetos¢ koputy fo% fol(l —
p*)pdpdp = Zsiloczyn 2 - 7 = 7w v (czes¢ 2 wyjasni, dlaczego to si¢ musi zgadzac).

/Z ZADANIA - CZESC 1 6 zadan - ok. 40 min
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1 Oblicz strumien statego pola [1; 2; 3] przez kwadrat o boku 2 lezacy w plaszczyznie z =
«  0,znormalna [1; 0; 0]. Aznormalna [—1; 0; 0]?

2 Oblicz strumieni pola [z; y; z| na zewnatrz przez kazda $ciane sze$cianu [0; 1]3 i przez
= calgjego powierzchnie.

3 Oblicz strumien pola [z; y; z] na zewnatrz przez powierzchnie walca z2 + 3? < R%,0 <
= 2z < H (bok, wieczko i dno). Por6wnaj z objetoscia walca.

4  Deszcz pada pionowo: pole [0; 0; —1]. Oblicz strumien przez péisfere z > 0 o promieniu
=  Rznormalna na zewnatrz (parasol). Dlaczego jego warto$¢ bezwzgledna jest rowna polu
cienia parasola?

5 Wyprowadz pole powierzchni sfery z |7y X 7|, gdzie ¥ = R[sin 0 cos ¢; sin6sin ¢; cos6)].

6 LEadunek punktowy siedzi w §rodku szes$cianu. Jaki strumien pola k 7/r® przechodzi
= przezjedna Sciane? Odpowiedz bez catkowania, a potem sprawdz numerycznie dla
szeScianu o boku 2 (k = 1).

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

2  Dywergencja

Wezmy maty prostopadtoscian o bokach Az, Ay, Az. Przez $ciane z lewej (normalna —&)
strumien to —C;(z) Ay Az, przez $ciane z prawej +Cy(z + Az) Ay Az. Razem (Cy(z + Az) —
C’m(:p)) AyAz ~ %%Am Ay Az. Tak samo z dwiema pozostalymi parami $cian. Strumien na
zewnatrz matej kostki to wiec (9,C, + 9,C, + 8,C,) Az Ay Az, a na jednostke objetosci:

FLP II-3-3

e I
68 DYWERGENCIJA
V.0 oC, n ocC, N oc, i strumien na zewnatrz AV
T oz Oy 9z AVS0 AV '

Dywergencja to strumien wyplywajacy na jednostke objetosci: gestos¢ zrédet pola.
Dodatnia: z punktu ,,co$ wyptywa” (Zzrédlo); ujemna: ,,cos$ znika” (ujscie); zero: ile
wplywa, tyle wyplywa. | por. Stewart §16.5
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Zapis V - C to ,iloczyn skalarny” operatora V = [d,; 0y; 0.] z polem. Feynman ostrzega: V jest
operatorem wektorowym, a nie zwyktym wektorem, a V - C to nie to samo co C - V.

FLP II-2-4, 2-5 Rachunkowo dywergencja to suma trzech pochodnych czastkowych (lekcja 1.4
Rachunek rézniczkowy w praktyce), kazda po ,,swojej” zmienne;j.

Przyktad 2.1
Zrodto roztozone i zrodto punktowe

Oblicz dywergencje pol z przyktadu 1.1: ¥ = [x; y; z| i k7/r®. Poréwnaj ze strumieniami przez
sfere.

1 V-F=1+1+1=3wszedzie. Strumien przez sfere 4rR*> = 3 - 37 R3: dywergencja
razy objetosc¢.

2 Dlar/r’:0,% =% — 37%2 (bo 8,7 = z/r). Suma po trzech wspélrzednych: 3 —

M) — g dlar £ 0.

3 Ale strumien przez sfere to 47k # 0. Cate zrddlo siedzi w jednym punkcie r = 0, gdzie
pole nie jest okreslone.

Wynik: V - 7= 3; V - (k7/r3) = 0 poza poczatkiem uktadu. W punkcie (1; 1; 1) pole
tadunku ma zerowsq dywergencje, cho¢ strzatki sie rozbiegaja.

Sprawdzenie: strzalki pola 7/r? sie rozchodza, ale stabna jak 1/r2, a powierzchnia
sfery ro$nie jak r2: przez dwie koncentryczne sfery przechodzi ten sam strumien,
wiec w warstwie miedzy nimi nic nie przybywa v.

3.5 - Strumien, dywergencja i rotacja 5/17


http://127.0.0.1:37027/pl/math/1-4/
http://127.0.0.1:37027/pl/math/1-4/

SYMULACJA 1  Mata petla w polu wektorowym. Przeciagnij jej srodek. Strumien przez

okrag (kolory: na zewnatrz i do srodka) podzielony przez pole kota daje dywergencje, a

cyrkulacja podzielona przez pole daje rotacje. Kétko topatkowe w §rodku obraca sie z

predkoscia katowa ré6wng polowie rotacji. Zmniejszaj promien i patrz, jak przybliZzenia

zbiegaja do warto$ci z wzorow.
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— kotko topatkowe

cyrkulacja / pole 0,000 (VxF), (wzér) 0

| Wszedzie wyptywa (dywergencja 2), nic nie wiruje. Kétko stoi.

Stan na rysunku: pole Zzrodio [x; y]; s$rodek petli [1,00; 0,50], p = 0,60;
strumien/pole 2,000, cyrkulacja/pole 0,000.

W fizyce dywergencja pojawia sie zawsze, gdy co$ jest zachowane. Feynman wiaze przepltyw
ciepla z temperatura réwnaniem h=—kVT: cieplo pltynie ,w dé1” temperatury, z przewodnos$cia
cieplng k. FLP II-2-6 Jesli w danym miejscu 'V - h > 0, ciepto stamtad ucieka i o$rodek stygnie.

Pole elektryczne ma dywergencje proporcjonalng do gestosci tadunku (Dziat 13: Pole elektryczne

i prawo Gaussa), a niescisliwa ciecz bez zrédet ma V - ¥ = 0 (Dziat 10: Ptyny: ci$nienie, przeptyw,

lepkos¢ i sity aerodynamiczne).
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/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 35 min

1 Oblicz V - [z%y; —xy?; 2].

2 Oblicz dywergencje pél [—y; z; 0] i [z; y; 0]. Narysuj je i wyjasnij wynik obrazkiem.

GM =

3 Wewnatrz jednorodnej kuli o masie M i promieniu R natezenie grawitacji to § = — 3.

e= QOblicz V - §izapisz przez gestos¢ p,,.

4 W precie temperatura w chwilit = 0to T' = Ty — az? (a > 0). Oblicz przeptyw ciepta h=
« —kVTijego dywergencje. Czy $rodek preta stygnie, czy sie grzeje?

5 Pokaz,ze V- (r"f) = (n+ 2)r" ! dlar # 0. Dla jakiego n pole radialne nie ma zrdédet
== poza zerem? Dlaczego to wiasnie prawo odwrotnych kwadratow?

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

3 Rotacja

Teraz zamiast strumienia przez mala zamknieta powierzchnie liczymy cyrkulacje (lekcja 3.4 Catki
krzywoliniowe, pola potencjalne i rézniczki zupelne) po malym kwadracie o bokach Az, Ay w
plaszczyznie zy, przebieganym przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Dolny bok daje C,(y) Az,
gorny, przebyty w lewo, —C,(y + Ay) Az; razem — aa—CyzAx Ay. Boki pionowe daja +% Az Ay.
Cyrkulacja na jednostke powierzchni to % — %C;f—, czyli wielko$¢ z testu na pole potencjalne z
lekcji 3.4 Calki krzywoliniowe, pola potencjalne i r6zniczki zupelne. FLP II-3-6 Te same

rachunki dla kwadratéw w plaszczyznach yz i zz daja dwie pozostate sktadowe:

4 I
8 ROTACIA
VxC=10,C, —0,C.| =det |0, 0Oy O,
0.Cy — 0,C;, c. ¢ C,

Skladowa rotacji wzdluz jednostkowego wektora 7 to cyrkulacja na jednostke

powierzchni po matej petli lezacej w ptaszczyznie prostopadtej do 7, obieganej

zgodnie z regula prawej dioni: (V x 6’) ‘= Alliqm0 ﬁ § C - d7. (por. Stewart §16.8
—

- J

Wyznacznik to tylko spos6b zapamietania, tak jak przy iloczynie wektorowym; pochodne stoja
zawsze przed sktadowymi pola. Fizyczny obraz: wstaw w przepltyw wody mate kétko topatkowe
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zamocowane na osi 7. Kreci sie z predkoscia katowa %(V x U) - 1 (zadanie 3.2). Rotacja mierzy
lokalne wirowanie, a nie to, czy linie pola sa zakrzywione.

SYMULACJA 2 Pole wektorowe w przestrzeni. Przeciagnij rysunek, zeby obejrzed je z
réznych stron. W punkcie P czerwona strzatka to V x ﬁ’, a koétko topatkowe na osin
obraca sie z predkoscia katowg %(V X F’) - 1. Obracaj o$ kétka: kreci sie najszybciej
wzdluz rotacji, a przy osi prostopadtlej stoi. Porownaj obrét wokoét osi ukosnej (rotacja tez
ukosna), Scinanie (proste strzalki, a rotacja niezerowa) i pole przewodu (zakrzywione
linie, a rotacja zero).

— pole F = rot Fw punkcie P — 0$kotkan = kotko topatkowe
F(P) [0,00; 1,00; 0,00] rot F(P) [0,00; 0,00; 2,00] [rot F| 2,000

n [0,00; 0,00; 1,00] rotF-n 2,000 w kotka=%rotF-n 1,000

Kétko kreci sie najszybciej, gdy jego 0$ jest rownolegta do rot F, i stoi, gdy jest prostopadta. Teraz kat
miedzy n a rot F wynosi 0°, wiec kdtko ma 100% najwiekszej predkosci katowej ¥|rot F| = 1,000.

Stan na rysunku: pole wir sztywny [-y; x; 0], P = (1,0; 0,0; 0,5), rot F = [0,00;
0,00; 2,00], o$ n: 8 =0°, ¢ = 0°, w = 1,000.
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Przyktad 3.1
Wir i Scinanie
Oblicz rotacje pol [—y; x; 0] (obrét sztywny) i [y; 0; 0] (Scinanie: warstwy przesuwajq sie

réwnolegle, szybciej im wyzej). Dla drugiego pola sprawdz wynik cyrkulacjq po kwadracie [0; 1]2.

1 [—y; x; 0]: sktadowe z i y rotacji zawieraja pochodne po z albo C, = 0, wiec znikaja.
Skitadowa z: 9;(z) — 9,(—y) = 2. Wynik [0; 0; 2].

2 |y; 0; 0]: sktadowa z: 9,(0) — 9y(y) = —1. Wynik [0; 0; —1].

3 Cyrkulacja [y; 0] po kwadracie przeciwnie do wskazdéwek zegara: dét (y = 0) daje 0,

boki pionowe 0 (pole poziome), gbéra (y = 1, w lewo) —1 - 1. Razem —1, pole kwadratu
1.

Wynik: V x [—y; z; 0] = [0; 0; 2]; V X [y; 0; 0] = [0; 0; —1], wszedzie, takze w
(1; 1; 1).

Sprawdzenie: cyrkulacja —1 na polu 1 zgadza sie z rotacja —1 v'. Proste, réwnolegte
strzalki, a jednak wirowanie: kétko lopatkowe w $cinaniu dostaje mocniej od gory
niz od dotu i kreci sie zgodnie z ruchem wskazéwek zegara (symulacja 1, pole
,Scinanie”).

Odwrotnie: wir wokot przewodu L%i—;;} z lekcji 3.4 Catki krzywoliniowe, pola potencjalne i
rézniczki zupelne ma zakrzywione linie, a rotacje zero poza osig. Kétko topatkowe ptynie po
okregu, ale sie nie obraca: zewnetrzne lopatki dostaja stabszy przeplyw niz wewnetrzne, a to
doktadnie znosi obrét, ktory kétko zyskatoby, idac po zakrzywionym torze. Pole o zerowej rotacji
nazywamy bezwirowym, pole o zerowej dywergencji bezzréodlowym. FLP II-3-7

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 40 min

1 Oblicz V x [yz; zz; xy|. Co z tego wynika wedtug lekcji 3.4 Calki krzywoliniowe, pola
= potencjalne i r6zniczki zupelne? Znajdz potencjal.

2 Bryla obraca sie z predkoscia katowa o, wiec predkos¢ jej punktow to ¥ = & x 7. Pokaz,
= 7eV X ¥ = 2&. Co to méwi o kétku topatkowym?

3 Woda w kanale o szerokosci 2a plynie z predkoscia ¥ = [vg(1 — 3?/a?); 0; 0]: najszybciej
== w $rodku, zero przy brzegach. Oblicz rotacje. Gdzie kotko topatkowe kreci sie
najszybciej, a gdzie wcale?
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4  Sprawdz, ze wir punktowy v = 21; [—ﬁ%zo—} ma zerowa rotacje poza osia z, cho¢ jego

«=  cyrkulacja po kazdym okregu wokét ositoI'.

5 Pokaz, ze dla funkcji f i pola A o ciagtych drugich pochodnych V x (V) =0iV-(V x
- f_l') = 0. Zinterpretuj: co méwi pierwsza tozsamos$c¢ o polach potencjalnych, a co druga o
liniach pola magnetycznego?

oo podstawowe  meo Srednie saa feynmanowskie

4 Drugie pochodne i laplasjan

Operator V mozna przytozy¢ dwa razy. Feynman wypisuje wszystkie kombinacje. FLP II-2-7
Dwie daja zawsze zero: V x (Vf) =01V - (V x 4) = 0 (zadanie 3.5). Najwazniejsza jest
dywergencja gradientu:

4 )

52 LAPLASJAN

2 62
Vif=V-(Vf) = 8—f+a—y€+a—;;.
1d

Dla funkcji zaleznej tylko od r: V2f = 2 ( d—> Laplasjan pola wektorowego to

laplasjan kazdej sktadowej kartezjanskiej, a V x (V ) V(V - 4) - V4.
- /

Co mierzy laplasjan? W jednym wymiarze f” to krzywizna: f(z + h) + f(z — h) — 2f(z) ~ h2f"(z)
. Na ptaskiej siatce o kroku A tak samo:

flew +fraw +forn +fd01n 4f 4
L N )

Vif =~

Laplasjan jest proporcjonalny do tego, o ile Srednia z otoczenia przewyzsza warto$s¢ w punkcie. W
punkcie, ktéry jest ,,dotkiem” wzgledem sasiadéw, V2f > 0; na ,gérce” V2f < 0. Stad sens
réwnania przewodnictwa: ciepto uciekajace z punktu obniza temperature, c0T /0t = —V - h(cto
pojemnoé¢ cieplna jednostki objetosci), az h = —xkVT wychodzi dT /ot = D V2T, gdzie D = k/c
(dyfuzyjnos$¢ cieplna, m?/s). FLP II-3-4 Punkt chlodniejszy od $redniej sasiaddéw sie ogrzewa,
cieplejszy stygnie. Funkcja z V2f = 0 (harmoniczna) nie ma lokalnych gérek ani dotkéw: w
kazdym punkcie rowna sie Sredniej z otoczenia. Tak wyglada potencjal elektryczny w pustej
przestrzeni (Dzial 14: Potencjal, przewodniki i kondensatory).
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Przyktad 4.1
Trzy laplasjany
Oblicz V(2 + y? + 22), V(2 —y?)i V25idiar #0.

1 22+ y?+ 2% 2+ 2+ 2= 6.Wzorem radialnym: f = r2, r2f’ = 2r3, pochodna 672,
przezr’: 6 v.

2 x?— 9?2 -2+ 0=0.Siodlo: w kierunku z wygiete w gére, w kierunku y tak samo
mocno w dot.

3 Lir?f' =r?.(—%) = —1, pochodna 0. Zatem V2! = 0 poza zerem.

[ Wynik: 6, 0, 0. ]

Sprawdzenie: V1 = —Z a V. I = 0 (przyklad 2.1), wiec V21 = 0 v. Potencjat

r3

tadunku punktowego jest harmoniczny wszedzie poza fadunkiem.
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SYMULACJA 3 Temperatura na plytce (siatka 24 x 24). Kolor to temperatura, a strzatki
na nakladce pokazuja przeptyw ciepta —V7T'. Kliknij lub przeciagnij po plytce, zeby ja
podgrzac¢ (albo ochtodzi¢). Uruchom stygniecie: w kazdym kroku temperatura w wezle
zmienia sie proporcjonalnie do dyskretnego laplasjanu. Gérki sie obnizaja, dotki
zasypuja, a profil wygtadza.

-~ — —_—
) —~
A
— cieplej = chtodniej = przeptyw ciepta -VT

kroki © $redniaT 0,019 maxT 0,865 minT 0,000

W kazdym kroku wezet zbliza sie do $redniej sgsiadow (dyskretny laplasjan). Brzegi sa izolowane,
wiec podczas stygniecia Srednia temperatura sie nie zmienia: ciepto tylko sie przemieszcza.

Stan na rysunku: 0 krokow; srednia T 0,019, max 0,865, min 0,000.

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 35 min

1 Oblicz V*(e*siny) i V?(z® + zyz).
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2  Wzorem radialnym oblicz V?r i V2r". Dla jakich n funkcja r" jest harmoniczna poza
== zerem?

3 Oblicz dyskretny laplasjan funkcji f = z? + y? w punkcie (1; 2) z krokiem h = 0,1 (tylko
= iy, wzér z pieciu punktéw). Poréwnaj z doktadnym V?f. Dlaczego zgodno$¢ jest tak
dobra?

4 Sprawdz, ze T(z, t) = e~P¥tsin kz spelnia réwnanie 6,T = D 82T Dla miedzi D ~ 1,1 -
=== 10~* m?/s. Po jakim czasie amplituda zaburzenia temperatury o dtugosci fali 10 cm
spada e razy? A dla 1 m? Co stad wynika o wygtadzaniu drobnych i duzych nieréwnosci?

moo podstawowe mmo Srednie sas feynmanowskie

5 Btedne intuicje

X

»Strzatki sie rozbiegaja, wiec dywergencja jest dodatnia.”

Liczy sie tez, jak zmienia sie ich dlugos$¢. Pole tadunku 7/r3 rozbiega sie, a ma
dywergencje zero poza ladunkiem (przyktad 2.1).

x ,Linie pola s3 proste, wiec rotacja jest zerowa.”

Scinanie [y; 0; 0] ma proste linie i rotacje —1 (przyktad 3.1). Odwrotnie, wir wokét
przewodu ma linie kolowe i zerowgq rotacje poza osia.

x ,V to wektor, wiec V - C=C.V”
v

V - C to liczba (funkcja), C -
Kolejno$¢ ma znaczenie.

= C,0, + Cy0, + C.0, to operator, ktéry czeka na funkcje.

x  Strumien przez powierzchnie zamknietg wokot tadunku zalezy od jej ksztattu.”

Dla pola 1/r? nie: przez sfere, sze$cian i kazda inna powierzchnie otaczajaca tadunek
przechodzi 47k (przyktad 1.1, zadanie 1.6).

x ,Laplasjan to po prostu druga pochodna, wiec moéwi o krzywiznie w jednym kierunku.”

To suma krzywizn wzdtuz trzech osi. Siodto 22 — y? jest mocno wygiete w obu
kierunkach, a ma laplasjan zero.
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6 Sprawdz sie

1 Jak obliczy¢ strumien przez powierzchnie 7(u, v)?

[f C(#(u, v)) - (7, x 7,) dudwv, ze znakiem zaleznym od wybranej strony normalne;.

2 Co mierzy dywergencja?

Strumien wyplywajacy z matej objetosci, podzielony przez te objetosé: gestosé zrodet.

3 IlewynosiV - [z; y; 2],aile V- (F/r®)?

310 (dlar # 0).

4  Co mierzy skladowa rotacji wzdtuz n?

Cyrkulacje na jednostke powierzchni po matej petli lezacej w ptaszczyznie prostopadtej
do 7n; dla przeptywu: podwojona predkos¢ katowa kétka topatkowego.

5 Jakie dwie kombinacje drugich pochodnych sa zawsze zerowe?

Vx(Vf)=0iV-(VxA4)=0.

6 Cooznacza V2f > 0 w punkcie?

Warto$é w punkcie jest mniejsza od Sredniej z otoczenia (lokalny ,,dotek”).

i w21 ?
7 Ilewynosi V° poza zerem:

0: potencjal tadunku punktowego jest harmoniczny.

3.5 - Strumien, dywergencja i rotacja 14117



7 Karta wzorow i co dalej

g STRUMIEN I DYWERGENCJA ROTACJA I LAPLASJAN A
&= [[,C-ndd; dAd =7, x 7, dudv V x C = [8,C. — 8.Cy; 8.C, —
sfera: dA = R?sin 07 df dy 0:Cz; 0:Cy — 8,C,]
V. C = 8,C, + 8,C, + 8.C. = strumieti / (V x C) - A =cyrkulacja / pole; V x (& x
objetosé 7) = 2w
V-7=3; V- (") = (n+2)r! VxVf=0;, V-VxA=0
przeptyw ciepta: h=—kVT Vif =0if + 3§f + 02 f; radialnie 7%(7'218,)/

Vit =6; V21 =0; Vf~ % (f — f) (2D)
AN J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: t. II, 2-3...2-8 (gradient, operator V, przeptyw ciepla, drugie pochodne,
putapki) i 3-2...3-7 (strumien, strumien z szescianu, przewodnictwo cieplne, cyrkulacja po

kwadracie, pola bezwirowe i bezzrédtowe).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* J.Stewart, Multivariable Calculus, wyd. 7: §16.5 (rotacja i dywergencja), §16.6 (powierzchnie
parametryczne i ich pola), §16.7 (catki powierzchniowe).

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: operator V, dywergencja i rotacja.

~
Sumujqc dywergencje po calej objetosci, dostaniemy strumien przez jej brzeg, a sumujqc rotacje po
powierzchni, cyrkulacje po jej brzegu. To twierdzenia Gaussa i Stokesa z lekcji 3.6 Twierdzenia
Greena, Stokesa i Gaussa, z ktérych wyjdq réwnanie ciggtosci i réwnania Maxwella. Laplasjan
wroci w rownaniach dyfuzji, falowym i Laplace'a (4.7 Réwnania czqstkowe: fali, dyfuzji i
Laplace'a).
J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.C-f= 1, pole 4: strumien 4. Z przeciwna normalna —4.
2.8cianaz =1: C' -7 = & = 1, strumien 1. $ciana z = 0: C - i = —z = 0. Tak samo dla y i z. Razem 3.

3.Bok: R-2rRH = 2nR?>H. Wieczko (A = 2,z = H): H - 7R?. Dno (z = 0): 0. Razem 37R?H = 3V. Tak
jak w przykladzie 1.1 dlakuli (47R® = 3 - $7R®) i w zadaniu 1.2 dla szescianu.

4.% -7 R*sinf = R? cos @ sin 0; catka po 6 € [0; Z]i ¢ daje 7R?, wiec strumien to —wR? (minus, bo deszcz
przechodzi przez powierzchnie do $rodka, przeciw normalnej). Kazda kropla przechodzaca przez
parasol przechodzi tez przez jego cienl na ziemi, a liczy sie tylko sktadowa prostopadta.

5.7 X P, = R*sin 6 [sin 0 cos p; sinBsin p; cosb], dlugosé R? sin 6. fo%foﬂ R?sinfdfdy = 47 R>.

6. Przez caly szeScian przechodzi 47k, tyle co przez sfere (kazdy promien z tadunku przebija obie

dmk _ 2k

powierzchnie raz). Sciany sa rownowazne z symetrii: <% z

1 el dad
Sl s ~ 2,004 v

~ 2,094. Numerycznie $ciana z = 1:

Zadania - czesc 2
1.2zy —2zy+1=1.

2. 01 2. Wir krazy, nic nie wyplywa z zadnego punktu. Pole [z; y; 0] rozchodzi sie od osi z i ro$nie z
odlegloscia: z kazdego kawatka wyplywa wiecej, niz wplywa.

3.V-g=-3 = 4nG - # = —47wGp,,. Masa jest ,ujSciem” pola grawitacji; na zewnatrz kuli

dywergencja jest zerowa (przyktad 2.1).

4.h= [2kaz; 0; 0]: cieplo ptynie od $rodka na boki. V - h=2ka >0 wszedzie: z kazdego kawalka cieplo
ucieka, wiec pret stygnie (najszybciej tam, gdzie krzywizna profilu jest najwieksza; tu wszedzie tak
samo).

5.0, (r" tz) = r" 1 + (n — 1)r" 322 Suma: 3r" ! + (n — 1)r" ! = (n + 2)r" 1. Zero dlan = —2. Tylko
przy spadku 1/ r? strumien przez kazda sfere jest ten sam, bo pole sfery rosnie jak 2.

Zadania - czes¢ 3
1. [z — z; y — y; 2z — 2] = 0. Pole jest potencjalne (przestrzen jednospéjna): ¢ = zyz.

2.0 = [wyz — W, ¥Y; W.T — wy2; wyy — wyx|. Sktadowa z rotacji: 0, (w.x — wy2) — Oy(wyz — w.y) = 2w;;
reszta analogicznie. Kétko zanurzone w obracajacej sie sztywno cieczy obraca sie razem z nia, zw =
%|V x ]: stad czynnik %

3.V x ¥ = [0; 0; 2vyy/a?]. Najszybciej przy brzegach (|y| = a, |V x ¥| = 2v,/a), w przeciwne strony przy
lewym i prawym brzegu. W srodku kanatu, gdzie woda ptynie najszybciej, k6tko sie nie obraca.

4. Sktadowa z: % <(;/22+_;22)2 - (;/;;;;)2) = 0 (lekcja 3.4 Catki krzywoliniowe, pola potencjalne i rézniczki
zupelne, zadanie 3.4). Cala ,,rotacja” siedzi na osi, jak cate zrédlo pola tadunku w jednym punkcie
(przyktad 2.1).
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5. Sktadowa z rotacji gradientu: 9,0, f — 0,0, f = 0 (twierdzenie Schwarza). V - (V x ]f) = 0,(0,4. —
0.4,) + 0,(0,A4, — 0, A.) + 0,(0, Ay — 0,A;) = 0: wyrazy znosza sie parami. Pola potencjalne sa
bezwirowe. Pole bedace rotacja jest bezzrédtowe; pole magnetyczne ma posta¢ B = V x A, wiec jego

linie nigdzie sie nie zaczynaja ani nie konczg. FLP II-2-7
Zadania - czes$¢ 4
1. e*siny — €* siny = 0 (funkcja harmoniczna). 6z + 0 + 0 = 6z.

2.V = %(r?) = 2. V2" = L (nr™) = n(n + 1)r" 2 Zero dlan = 0 (stala) i n = —1 (potencjat

ladunku).

3. Oﬁ(f(l,l; 2) + £(0,9; 2) + £(1; 2,1) + f(1; 1,9) — 4£(3; 2)) = g—% = 4. Dokladnie 2 + 2 = 4. Dla
wielomianu drugiego stopnia wzér jest doktadny: btad pochodzi z czwartych pochodnych (wzér

Taylora, lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce), a tu sa zerowe.

4.9,T = —DK’T, 8T = —k*T v.Czaszanikut = 57 zk = 2r/A:dlal0cm 7 ~ 2,3s,dlalm 7 ~ 230s.
Czas ro$nie jak A\%: drobne nieréwnosci znikaja szybko, duze bardzo powoli. Réwnanie dyfuzji wréci
w lekcji 4.7 Rownania czastkowe: fali, dyfuzji i Laplace'a.

Matematyka - Strumien, dywergencja i rotacja. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 11 (Addison-Wesley
1964; New Millennium Edition 2011), 2-2...2-8, 3-2...3-7; J. Stewart, Multivariable Calculus, wyd. 7, §16.5-16.7; K. A. Stroud, Engineering Mathematics.
Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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