MATEMATYKA 3.4

Catki krzywoliniowe,
pola potencjalne i
rozniczki zupetne

Wnosisz plecak na szczyt jednym szlakiem albo drugim. Praca
przeciw grawitacji jest ta sama, a praca przeciw tarciu nie. Czy
patrzac na sam wzor sity, da sie rozpoznaé, ktéra to sytuacja, bez
sprawdzania wszystkich drog? Da sie, i ta lekcja pokazuje jak.
Przy okazji dostaniemy energie potencjalna jako ,funkcje
pierwotng” sily, prosty test na pole potencjalne z wazna putapka
(wir wokét przewodu) i odpowiedZ na pytanie, dlaczego w
termodynamice energia wewnetrzna jest funkcja stanu, a ciepto

nie.
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o Prolog: dwa szlaki na szczyt

Ze schroniska na szczyt prowadza dwa szlaki: krotki i stromy oraz diugi zakosami. Wnosisz plecak
o masie m na wysokos$¢ h wyzej. Ile pracy wykonujesz przeciw grawitacji? Oba szlaki daja mgh.
Teraz pchasz skrzynie po podtodze z tarciem z jednego rogu pokoju do drugiego. Droga prosta i
droga wzdluz Scian daja r6zna prace, bo tarcie dzialta przez cata droge.

Feynman nazywa sile zachowawcza, jesli praca miedzy dwoma punktami jest taka sama po
kazdej drodze. Dla takiej sity mozna zdefiniowaé energie potencjalna, a energia mechaniczna jest
zachowana. FLP I-14-3  Ale ,po kazdej drodze” to nieskonczenie wiele sprawdzen.

Pytanie na start. Sita w ptaszczyznie ma sktadowe F' = [y; z] albo F' = [—y; x]. Ktdra z nich jest
zachowawcza? Czy da sig to rozstrzygnac bez liczenia pracy po wielu drogach? Odpowiedz w czesci 3, a
liczby w przyktadzie 2.1.

1 Pola wektorowe

Pole wektorowe przypisuje kazdemu punktowi przestrzeni wektor: F (z, y, z) = [P; Q; R], gdzie
P, Q, R to funkcje potozenia. Przyktady z fizyki: sita grawitacji —GMm 7/r3, pole elektryczne,
predkos¢ wiatru albo wody w rzece, sita sprezyny —kr. Gradient z lekcji 1.4 Rachunek
rézniczkowy w praktyce to tez pole wektorowe, zbudowane z funkcji skalarne;j.

Pole rysujemy jako strzatki w wybranych punktach albo jako linie pola, styczne w kazdym
punkcie do wektora pola. Dwa przyktady warto mie¢ przed oczami. Pole [z; y] to strzatki
skierowane od $rodka, coraz dtuzsze. Pole [—y; x| to wir: strzalki okrazaja Srodek przeciwnie do
ruchu wskazowek zegara, jak predkos¢ obracajacej sie ptyty (lekcja 3.2 Wspéirzedne biegunowe,
walcowe i sferyczne, zadanie 2.4).
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SYMULACJA 1  Pole wektorowe i praca po trzech drogach z A do B. Wybierz pole, a obok
zobaczysz prace [ F.d7 po kazdej z trzech drég. Dla pola [y; x| wszystkie sa rowne. Dla
wiru [—y; x| rézne. Dla wiru [m_zy—wﬂ] dwie drogi daja to samo, a trzecia, ktéra okraza
poczatek uktadu z drugiej strony, co$ innego.
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— poleF — prosta — tukgérg — tamana dotem
W po prostej 1,2000 W po tuku gora 1,2000 W po tamanej dotem 1,2000

0Q/0x — oP/dy O

Pole gradientowe: praca na kazdej drodze to @(B) — @(A) = xy(B) — xy(A). Wszystkie trzy wyniki sg
réwne.

Stan na rysunku: pole [y; x] = V(xy); W: prosta 1,2000, tuk gora 1,2000, tamana doiem
1,2000.

2 Catka krzywoliniowa i praca

Feynman definiuje prace jako sume F- A3 po matych odcinkach drogi, w granicy coraz
krétszych: tylko sktadowa silty wzdluz przesuniecia wykonuje prace. FLP I-14-1 To jest calka
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krzywoliniowa (skierowana) pola F' po krzywej C. Liczymy ja, opisujac krzywa parametrycznie,
7(t) dlaa <t < b, tak jak tor w lekcji 1.3 Pochodne. Wtedy d7 = 7#/(¢) dt i

" )
53 CALKA KRZYWOLINIOWA (PRACA)

b
W:/F-d?:/ F(F(t))-F'(t)dt:/Pdm+Qdy+Rdz.
c a c

Wynik nie zalezy od wyboru parametryzacji (szybkosci przebiegania krzywej), ale
zmienia znak przy zmianie kierunku przebiegu. ' por. Stewart §16.2
- J

Przyktad 2.1
Trzy drogi, dwa pola

Oblicz prace pdl Fy = [y; x] i Fy = [~y; =] od (0; 0) do (1; 1) po trzech drogach: prostej y = z,
paraboliy = z? i tamanej przez (1; 0).

1 Prostar7=[t; t], 7 = [1; 1. F\-7' =t+t, [j2tdt=1. F-7' = ~t+t=0.
2 Parabola: 7 = [t; £2], 7 = [1; 2t]. Fy: [, (£ +262)dt = 1. F: [, (—> +26%)dt = L.

3 Lamana: najpierw [¢; 0] (dy = 0), potem [1; ¢] (dz = 0). Fi: fol 0dt + fol 1dt =1. Fy:

0+ [l 1dt=1.
[ Wynik: ﬁ’l daje zawsze 1; 152 daje 0, %, 1, zaleznie od drogi. j

Sprawdzenie: Fy = V(zy), a xy zmienia sie od 0 do 1: praca to réznica wartosci,
niezaleznie od drogi (czes¢ 3) v. Dla Fhna prostej y = x pole jest prostopadte do
drogi ([—t; t| - [1; 1] = 0), wiec praca zero v'.

Bywa tez potrzebna catka po diugosci tuku z funkcji skalarnej, [, f dszds = [7/(t)| dt: na
przyklad masa drutu o gesto$ci liniowej f. Ta catka nie zalezy od kierunku przebiegu (zadanie
2.5).

/. ZADANIA - CZESC 2 6 zadan - ok. 40 min

1 Oblicz prace pola [—y; z] po okregu jednostkowym przebieganym raz przeciwnie do

« ruchu wskazowek zegara, a potem zgodnie z nim.
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2 Oblicz [,z dy — ydz po odcinku od (1; 0) do (0; 1).

3 Pokaz, ze zmiana parametryzacji ¢t = 2s (dwa razy szybszy przebieg) nie zmienia calki z
== przyktadu 2.1 po paraboli dla F,.

4  Wynosisz satelite o masie 1t z powierzchni Ziemi (R = 6371 km) na wysoko$¢ 400 km.
== Jaka prace wykonujesz przeciw grawitacji FF = —SMm7 (z GM = 3,986 - 104 m®/s?)?
Porownaj z mgh.

5 Drut ma ksztatt pétokregu z? + y? = 1 (w metrach), y > 0, i gesto$¢ liniowag A = 1 +y
== (kg/m). Oblicz jego mase.

6 Pchasz skrzynie z sitg pokonujaca tarcie 10 N (staly opér skierowany przeciw ruchowi).
== Jle pracy wykonasz na drodze prostej 5 m, a ile po pétokregu o tej samej cieciwie?
Dlaczego sila tarcia nie jest polem wektorowym w sensie tej lekcji?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

3 Pola potencjalne

Jesli pole jest gradientem, F = Vo, to wzdtuz drogi F.d7 = V- d7¥ = dy (lekcja 3.1 Regula
tancuchowa, ekstrema i mnozniki Lagrange'a w wielu zmiennych), a catka z r6zniczki to przyrost
funkcji:

~ )
68 PODSTAWOWE TWIERDZENIE DLA CALEK KRZYWOLINIOWYCH

/ V- dr= ¢(B) — p(A).
C

Praca pola gradientowego zalezy tylko od koficéw drogi. Pole F = V¢ nazywamy
potencjalnym (fizycy mowia: zachowawczym), a ¢ jego potencjalem. W fizyce
piszemy F=-VUz energia potencjalng U = —¢. | por. Stewart §16.3

N J

To odpowiednik wzoru Newtona-Leibniza z lekcji 1.5 Calki: potencjatl jest ,,funkcja pierwotna”
pola. Feynman dochodzi do tego samego od strony fizyki: praca sity zachowawczej od 1 do 2 to
U(1) —U(2),a F = —VU, bo dla matego przesuniecia F,Az = —AU. FLP 1-14-3, 14-5

Dla pola ciaglego na zbiorze otwartym i spojnym (z kazdego punktu da sie dojs¢ do kazdego) trzy
warunki sg rownowazne:
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1.F = V¢ dla pewnej funkcji ¢;
2. praca [, c F . d7 zalezy tylko od koncéw drogi;
3. praca po kazdej drodze zamknietej (cyrkulacja fc F.dr) jest zerowa.

Réwnowaznos¢ 2 i 3: droge zamknietg rozcinamy na dwie drogi z A do B, jedna przebyta w

przeciwna strone. Z 2 wynika 1: definiujemy ¢(P) jako prace od ustalonego punktu do P, jak

Feynman definiuje U.

3.1 Test, ktory nie wymaga sprawdzania drég

Jesli F = [P; Q] = Vo, to P = ¢, Q = ¢y, aztwierdzenia Schwarza o pochodnych mieszanych

(lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce) 0P /0y = @y = @y, = 0Q/0x. To warunek

konieczny. Na obszarze bez ,dziur” wystarcza:

-~

-

58 KRYTERIUM POLA POTENCJALNEGO

Na ptaszczyznie: jesli P, Q maja ciaggle pochodne na obszarze jednospdéjnym (bez dziur:
kazda krzywa zamknietg da sie $ciagna¢ do punktu, nie wychodzac z obszaru), to

~ P

F = [P; Q] jest potencjalne <—- 9Q = 8—

Or Oy

W przestrzeni warunek to trzy réwnosci 9,R = 0,Q, 0,P = 0, R, 0,Q = 0,P, czyli
VxF=0 (rotacja, lekcja 3.5 Strumien, dywergencja i rotacja), znéw na obszarze
jednospojnym. Uwaga: w przestrzeni przeszkadza wycieta prosta (np. przewod), a
nie wyciety punkt. R? bez poczatku uktadu jest jednospdijne, dlatego test dziata dla
pola Coulomba.

Wré¢my do prologu. Dla [y; z]: 0,Q = 1 = 0, P, pole potencjalne z ¢ = zy. Dla [~y; z]: 0,Q = 1,

0y,P = —1, réznica 2: pole nie jest potencjalne, a praca zalezy od drogi.
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Przyktad 3.1
Szukanie potencjatu

Sprawdz, ze F = (2zy + z; x%; z] jest potencjalne, znajdz potencjat i prace od (0; 0; 0) do
(1; 2; 3).

1 Test:9,R=0=0,Q; 0,P=1=0,R; 0,Q =2z = 0,P v.Przestrzen nie ma dziur,
wiec pole jest potencjalne.

2 ¢p=2zy+2,wiecp =2’y +z2+9(y, 2).Zpy =2° + g, =" mamy g, = 0. Z p, =
x4+ g, =z g, = 0, wiec g jest stala.

3 ¢ =ua?y+zz pracap(l; 2; 3) —(0; 0; 0) =2+ 3 =5.

[ Wynik: ¢ = z%y + zz (z doktadno$cia do stalej), praca 5. }

Sprawdzenie: V(z%y + z2) = [2zy + z; 22; z] v. Po odcinku 7 = [t; 2¢; 3t]: F - 7/ =
(482 + 3t) + 2> + 3t = 61> +6t, f;, =2+3 =15 .

3.2 Putapka: wir wokét przewodu

Pole F = % (tak, z doktadnoscia do statej, wyglada pole magnetyczne prostego przewodu z
pradem, Dziat 15: Prad i pole magnetyczne) spelnia 0,Q = 0, P wszedzie poza poczatkiem ukladu
(sprawdz w zadaniu 3.4). A jednak jego cyrkulacja po okregu wokoét poczatku wynosi 27, a nie
zero. Nie ma sprzecznosci: pole nie jest okreslone w (0; 0), wiec obszar ma dziure i kryterium nie
obowiazuje. Lokalnie to jest gradient kata, F =V, ale kat po obejsciu poczatku rosnie o 2 i nie
jest jednoznaczna funkcja. Cyrkulacja po krzywej, ktéra nie okraza poczatku, jest zerowa. W
fizyce dokladnie to méwi prawo Ampere'a: cyrkulacja pola magnetycznego zalezy tylko od pradu

objetego droga.

/. ZADANIA - CZESC 3 6 zadan - ok. 45 min

1 Ktore pola sa potencjalne: [3z%y; =3 + 2y|, [ycosz; sinz + 1], [zy; zy], [v?; 2zy + e¥]?
= Znajdz potencjaly.

2 Oblicz prace pola [3zy; z* + 2y] od (0; 0) do (2; 1) po dowolnej drodze.

3 Pokaz, ze sita kulombowska (lub grawitacyjna) F=k7 /r® jest potencjalna, i znajdz jej
== potencjal.
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4 Sprawdz, ze dla F = [;_gi—;} zachodzi 0,Q = 0, P poza zerem, i oblicz cyrkulacje po

== okregu o promieniu 3 wokoét zera.
5 Energia potencjalnato U = 2? + zy + y°. Oblicz site i prace tej sity od (1; 0) do (0; 1).

6 Pokaz, ze pole stale F = [Fy; Fy; F.]jest potencjalne i wywnioskuj stad, ze praca
== grawitacji w poblizu Ziemi to —mgAz po kazdej drodze. Dlaczego zakosy na szlaku nic
nie zmieniaja w pracy, a jednak pomagaja turyscie?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Rdzniczki zupetne i funkcije stanu

Wyrazenie P dx + @ dy nazywamy rézniczka zupelna, jesli jest rézniczka pewnej funkcji: P dz +
Q dy = dy. To doktadnie warunek, ze pole [P; Q] jest potencjalne, wiec test jest ten sam: 9, P =
0. @ (na obszarze bez dziur). Catka z rézniczki zupelnej po drodze to przyrost ¢, niezalezny od
drogi. Gdy test nie zachodzi, piszemy czesto § zamiast d, zeby pamietac, ze wynik zalezy od drogi.

4.1 Termodynamika: co jest funkcja stanu

Stan gazu doskonalego opisuja np. temperatura 7' i objeto$¢ V. Pierwsza zasada termodynamiki
(Dzial 9: Termodynamika i entropia) méwi, ze ciepto dostarczone przy matej, quasi-statycznej
(odwracalnej) zmianie to 6Q = Cy dT + pdV, gdzie p = nRT/V i Cy to pojemnos$¢ cieplna przy
statej objetosci (dla gazu doskonatego zalezy co najwyzej od T'; dla jednoatomowego stala, %nR).
Zastosujmy test do 6Q) = Cy dT + %T dv:

aCy @ nRT _nR

v arT v v’

Cieplo nie jest rozniczka zupelna: nie istnieje ,,ilo$¢ ciepta zawarta w gazie”, a ciepto pobrane
miedzy dwoma stanami zalezy od drogi. Ale po podzieleniu przez 1"

5@ CV nR 0 CV 0 nR
— = —dT + — — = 0= ——.
= T dT + % dv, 0
To juz rézniczka zupelna funkcji S = Cy InT + nRIn V + const: entropii. Czynnik 1/T, ktéry
zamienia 0Q) w r6zniczke zupelna, to czynnik catkujacy. Dla dwoch zmiennych jaki$ czynnik
calkujacy zawsze istnieje; trescia drugiej zasady jest to, ze dla kazdego uktadu dziata ten sam,
uniwersalny czynnik 1/7.
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Przyktad 4.1
Dwie drogi miedzy tymi samymi stanami

Jeden mol jednoatomowego gazu doskonatego (Cy = %R, R = 8,314 J/(mol K)) przechodzi ze
stanu A (300 K, 10 L) do stanu B (400 K, 20 L). Droga 1: najpierw ogrzanie przy statej objetosci do
400 K, potem rozprezanie izotermiczne. Droga 2: najpierw rozprezanie izotermiczne w 300 K,

potem ogrzanie przy stalej objetosci. Oblicz Q, W, AU i AS.

1 AU =CyAT = % - 8,314 - 100 ~ 1247 J na obu drogach (energia wewnetrzna to
funkcja stanu).

2  Praca gazu przy rozprezaniu izotermicznym W = nRT In %: droga 1 w400 K: W; ~
2305 J; droga 2 w 300 K: Wy ~ 1729 J. Przy statej objetosSci praca jest zerowa.

3 Q=AU+W:Q: ~ 35527, Qs ~ 2976 J.
4 AS=Cylhn % +nRIn TV,f = 12,47 -0,2877 + 8,314 - 0,6931 ~ 9,35 J /K na obu drogach.

[ Wynik: Q i W zalezg od drogi (r6znica 576 J), a AU i AS nie. ]

Sprawdzenie: Q1 — Q; = W; — Wy = R-100-1In2 ~ 576 J v. Dla trzeciej drogi,
prostej na wykresie p(V'), numeryczna catka [ §Q/T tez daje 9,35 J/K (symulacja 2).
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SYMULACJA 2 Trzy drogi miedzy stanami A i B na wykresie p(V'). Pole pod krzywa to
praca, rézna dla kazdej drogi. Odczyt pokazuje, ze @ i W zaleza od drogi, a AU i AS =
[ 6Q/T nie. Zmieniaj temperature i objeto$¢ stanu B.

p [kPa] ) '
N A
M \
+ v
M \
‘\
A
v
300 N
\\
A
200
B
100 N o
5 10 15 20 25 30
VL
— droga 1: izochora, potem izoterma —— droga 2: izoterma, potem izochora —— droga 3: prosta
- — izotermy

droga1: W, Q 2305 J; 3552 J droga2: W,Q 1729 J; 2976 1]
droga3: W, Q 2079 J; 3326 1J AU (kazda droga) 1247 J

AS =[6Q/T (drogi 1, 2,3) 9,351; 9,351; 9,351 J/K

Stan na rysunku: B = (400 K; 20,0 L); W = 2305 J, 1729 J, 2079 J; Q = 3552 J, 2976 1J,
3326 J; AU = 1247 J, AS = 9,351 J/K.

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 35 min

1 Czy2zydz + 2z’ dy jest rézniczka zupetna? A y dz — = dy?

2 Pokaz, ze ;lg jest czynnikiem catkujacym dla y dz — z dy (dla z # 0) i znajdz funkcje,
= ktdrej rézniczka jest wynik.
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3 Oblicz Qi W dla drogi z przyktadu 4.1 biegnacej po prostej na wykresie p(V), zps =
== 2494 kPa do pp = 166,3 kPa.

4  Gaz przechodzi cykl zamkniety. Ile wynosza § dU i § dS? Czy § 6Q musi by¢ zerowe? Co
== oznacza niezerowe § §Q?

5 Pokaz, zedp = % dT — ’%T dV dla gazu doskonatego jest r6zniczka zupelna, i wyjasnij,
== dlaczego musiato tak wyjs¢.

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

5 Btedne intuicje

X

»Praca zalezy tylko od poczatku i konca drogi.”

Tylko dla pél potencjalnych. Pole [—y; z] daje na trzech drogach 0, ; i 1 (przyklad 2.1).

x ,Jesli 0,Q = 9, P, to pole jest potencjalne.”

Tylko na obszarze bez dziur. Wir [;_ﬁ—;} spelnia test poza zerem, a ma cyrkulacje 27 wokét
zera.

x ,Catka krzywoliniowa zalezy od tego, jak szybko przebiegamy krzywa.”

Nie zalezy od parametryzacji (zadanie 2.3). Zalezy tylko od kierunku przebiegu:
odwrocenie kierunku zmienia znak.

x  Ciato ma okreslong ilos¢ ciepta.”

Cieplo nie jest funkcjq stanu: @ nie jest r6zniczka zupelna, a ciepto pobrane miedzy
dwoma stanami zalezy od drogi (przyktad 4.1). Funkcjami stanu sg energia wewnetrzna i
entropia.

x  ,Potencjat jest jeden.”

Z dokladnoscia do statej. Fizyczne sa tylko réznice potencjatéw, dlatego wyboér zera
energii potencjalnej jest umowny.

3.4 - Calki krzywoliniowe, pola potencjalne i rozniczki zupetne 11/15



x W fizyce i w matematyce potencjat to to samo.”

Znak bywa inny: matematycy pisza F = Vo, fizycy F = —VU.Sila pcha w strone
spadku energii potencjalne;j.

6 Sprawdz sie

1 Jakobliczyé [, F - d7 dla krzywej 7(t)?
JL FE®) - 7'(t) dt.

2 Ile wynosi praca pola Vy od A do B?
©(B) — ¢(A), po kazdej drodze.

3 Jaki test sprawdza, czy [P; Q] jest potencjalne?

0.Q = 0, P na obszarze jednospéjnym.

4  Ile wynosi cyrkulacja pola potencjalnego?

Zero po kazdej drodze zamkniete;j.

5 Dlaczego wir % nie jest potencjalny?

Bo ma cyrkulacje 27 wokot zera; test nie obowigzuje, bo obszar ma dziure w zerze.

6 Czy 6Q jest rézniczka zupelna?

Nie. Dla proceséw odwracalnych rézniczka zupelna jest 6Q /T = dS.

- J
- N
7 Jaki jest zwiazek sily z energia potencjalna?
F=-VU.
- J
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7 Karta wzorow i co dalej

4 2

CALKI KRZYWOLINIOWE POLA POTENCJALNE I ROZNICZKI
- . b=, . o —

JoF-df = [[F(F(t))-7'(t)dt = Jo Vo - dif = p(B) — ¢(A); fizyka: F =
JoPdz+Qdy + Rdz -VU
zmiana kierunku: znak minus; potencjalne <= niezaleznos$¢ od drogi
parametryzacja: bez znaczenia <= zerowe cyrkulacje
Jo fds, ds = |7/| dt (masa drutu, dtugosc) test 2D: 9,Q = 9, P; 3D: V X F = 0; obszar

cyrkulacja: §, F.dr jednospdjny!

potencjal: catkuj ¢, = P po x, dobierz
9(y, 2)

Pdz + Qdy = dy (zupeilna) <= ten sam
test

dQ nie zupelna; §Q/T = dS (proces
odwracalny; czynnik catkujacy 1/7T)

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 14-1, 14-3...14-5 (praca jako calka, sity zachowawcze i niezachowawcze,
potencjati F' = —VU).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* J. Stewart, Multivariable Calculus, wyd. 7: §16.1 (pola wektorowe), §16.2 (calki
krzywoliniowe), §16.3 (podstawowe twierdzenie dla calek krzywoliniowych, pola
zachowawecze).

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: catki krzywoliniowe i rézniczki zupeine.

Cyrkulacje po matej petli zamienimy w lekcji 3.5 Strumien, dywergencja i rotacja w rotacje, a
strumien przez malq zamknietq powierzchnie w dywergencje. Twierdzenia Greena i Stokesa (3.6
Twierdzenia Greena, Stokesa i Gaussa) powiedzaq, ze cyrkulacja po brzegu to suma rotacji
wewnqtrz, co wyjasni, dlaczego dziura w obszarze tak wszystko zmienia. Rozniczki zupetne wrdcq
w termodynamice (Dziat 9: Termodynamika i entropia), a pola potencjalne w elektrostatyce (Dziat
14: Potencjal, przewodniki i kondensatory).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czesc 2
1.7 = [cost; sint]: F-7' =sin’t +cos’t =1, praca 2w. W druga strone —2.
2.7=[1—-¢tth:(1—-¢t)-1—¢t-(-1)=1,catkal.

1/2

3.7 =255 45%],0 < s < 1,7/ = [2; 8s]: [}
daje wieksze 7', ale krotszy przedziat s.

(—4s%-2+2s5-8s)ds = f01/2 8s*ds = 1 v. Szybszy przebieg

4. W =GMm (% — RLM) ~ 3,70 - 10° J. mgh ~ 3,92 - 10° J, 0 6% za duzo, bo g maleje z wysokoscia.

5.ds = dt dla [cost; sint]: [ (1 +sint)dt = m + 2 ~ 5,14 kg. Zmiana kierunku przebiegu nic nie
zmienia, bo ds > 0.

6.507i10- 72,5 ~ 78,5 ]. Sila tarcia zalezy od kierunku ruchu, a nie tylko od polozenia, wiec nie da sie
jej zapisacé jako F’(x, y). Feynman podkre$la, Ze tarcie tylko pozornie famie zasade zachowania
energii: energia przechodzi w ciepto. FLP I-14-4

Zadania - czes¢ 3

1. Pierwsze: ¢ = 2’y + y>. Drugie: ¢ = ysinz + y. Trzecie nie (9,Q — 8,P = y — z). Czwarte: ¢ = zy® +
ev.

2.0(2; 1) —¢(0; 0) =8+1=09.

3.Vi= %=1 wiec F = V (~%). Energia potencjalna U = —¢ = % (dla przyciagania k < 0, np.

T

k=-GMm:U = —¢Mm),

4. 0, zzin = (zj;;;)z =0, x;f’yz v. Na okregu F= %é, adi =rdoé, wiec cyrkulacja to f027r df = 2,

niezaleznie od promienia.

5.F=-VU=[-2z —y; —z — 2y|. Praca=U(4) —U(B)=1—-1=0.

6.9 = F,x + Fyy + F,z.Dla F= [0; 0; —mg]: praca —mgAz. Zakosy rozkladaja te sama prace na dtuzsza
droge, wiec wymagana sita (i moc przy tej samej predkosci) jest mniejsza. Praca mie$ni to inna
sprawa: organizm zuzywa energie takze na samo napinanie mies$ni, co Feynman wyraznie odr6znia
od pracy fizycznej. FLP I-14-1

Zadania - czesc¢ 4
1. Tak: d(z?y). Nie: 9,(y) = 1 # 0,(—x) = —1.
2.4 de—2dy:9,% =4 =8, (1) v.Tod (—%).

3. W to pole trapezu: 3(p4 + pg)(Vs — Va) ~ 5 - 415,7kPa- 0,01 m® = 2078,5]. Q = AU + W ~ 3326].

Inne niz na drogach 11 2.

1
2

4. §dU = § dS = 0 (funkcje stanu, cyrkulacja zerowa). § 6Q nie musi by¢ zerowe; z pierwszej zasady
$§6Q = ¢ 6W, czyli pole cyklu na wykresie p(V): tak pracuje silnik cieplny.

5. 8V% = —"’,—If =0r (—"53 ) v. Musialo, bo p = nRT/V jest funkcja stanu, a to jej rézniczka zupelna

(lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce).
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Matematyka - Catki krzywoliniowe, pola potencjalne i rézniczki zupetne. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t.
I (Addison-Wesley 1963; New Millennium Edition 2011), 14-1, 14-3...14-5; J. Stewart, Multivariable Calculus, wyd. 7, §16.1-16.3; K. A. Stroud, Engineering
Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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