MATEMATYKA @ 3.3

Catki podwajne
i potrojne

Masa ptyty o zmiennej grubosci, objetos¢ bryty, Srodek masy,
moment bezwladnosci Ziemi, prawdopodobienstwo, ze czastka
jest w danym obszarze. Wszystkie te wielko$ci to sumy po
bardzo wielu malych kawatkach powierzchni albo objetosci.
Catka wielokrotna to ta sama idea co catka z lekcji 1.5, tylko
kawatki sg prostokgcikami i prostopadto$cianikami. Ta lekcja
pokazuje, jak takie calki liczy¢ (po jednej zmiennej naraz), jak
dobra¢ wspéirzedne, zeby rachunek stat sie prosty, i dlaczego
przy zmianie wspétrzednych pojawia sie wyznacznik.

CZAS ZADANIA ZRODtA
ok.3hteorii+3h 22 zadaniaw Feynmana
zadan tresci, z wyktady z fizyki, t.
podpowiedziami i I,19-1...19-3; J.
odpowiedziami Stewart,
Multivariable
Calculus, wyd. 7,
rozdz. 15
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o Prolog: catka, ktdrej nie da sie policzyc

Rozklad normalny (krzywa Gaussa), ktory opisuje rozrzut wynikéw pomiaréw (lekcje 0.5
Jednostki, analiza wymiarowa, szacowanie i niepewno$¢ pomiaru i 5.1 Prawdopodobienstwo i

rozklady), ma ksztatt e /27 4 po zmianie skali e, Zeby go unormowac, potrzebujemy

© 2
I:/ e * dzx.

“ nie ma funkcji pierwotnej wyrazajacej sie przez funkcje elementarne. Metody z

Funkcjae™
lekcji 1.5 Catki tu nie pomoga: ani podstawienie, ani catkowanie przez czesci. A mimo to / ma
doktadna, prosta wartos¢.

Pytanie na start. Zgadnij, ile wynosi I. Podpowiedz: wynik zawiera 7, cho¢ w calce nie ma Zadnego
okregu. Skqd tu okrqg? Odpowiedz w przykltadzie 2.1.

Sztuczka polega na tym, zeby zamiast jednej catki policzy¢ jej kwadrat, czyli catke po calej
plaszczyznie. Wtedy pojawia sie okrag, a wraz z nim wspolrzedne biegunowe z lekcji 3.2
Wspoélrzedne biegunowe, walcowe i sferyczne. Najpierw jednak musimy wiedzieé, czym jest
catka po plaszczyznie.

1 Catka podwdijna

Niech f(z, y) > 0 bedzie wysokoscia ,dachu” nad obszarem D na plaszczyznie. Dzielimy D na
mate prostokaty o polach A Ay, nad kazdym stawiamy stupek o wysokosci f w jakims jego
punkcie i sumujemy objetosci. Gdy prostokaty maleja, suma dazy do objetosci bryty pod
wykresem. To catka podwojna:

J[ 7 pyaa=1m Y fen, ) A
D k

To ta sama konstrukcja co suma Riemanna w lekcji 1.5 Catki, tylko kawatki sa prostokacikami

AA = Az Ay. Dla f o dowolnym znaku catka to objeto$¢ nad ptaszczyzna minus objetosé pod nia.
Interpretacja zalezy od tego, czym jest f: dla f = 1 catka to pole D, dla gestosci powierzchniowej

o (kg/m?) to masa, dla gesto$ci prawdopodobiefistwa to prawdopodobienistwo.
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SYMULACJA 1 Suma Riemanna w dwéch wymiarach. Nad kwadratem [0; 2] x [0; 2] stoja
stupki o wysokosci f w $rodku kazdego kwadracika. Funkcja to f(z, y) = 2 — 0,25z% —
0,15y2, jej catka to % Zwiekszaj liczbe podzialéw: suma objetosci stupkéw zbliza sie do
calki, tak jak w lekcji 1.5. Przeciagnij rysunek, zeby obroci¢ widok.

— stupki f(§rodek)-AA = = wykres f
liczba stupkow n? 16 suma Riemanna 5, 90000 catka doktadna 88/15 5,86667

btad 0,03333

Stan na rysunku: n = 4 (16 stupkéw), suma Riemanna 5,90000, catka 5,86667, btad
0,03333.

1.1 Liczymy po jednej zmiennej naraz

Calki podwojnej nie liczy sie z definicji. Na prostokacie [a; b] X [¢; d] najpierw catkujemy po y
przy ustalonym z (pole przekroju bryly ptaszczyzna x = const), a potem to pole catkujemy po x.
To , krojenie chleba”: objeto$¢ = suma pdl przekrojow razy ich grubo$¢. Taki zapis, catka z catki, to
calka iterowana.
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4 N
58 TWIERDZENIE FUBINIEGO (CALKA ITEROWANA)

// e 447 /(/“‘ydy)C‘w—/cd(/abf(m,y)dw)dy

dla funkcji ciagtlej, a takze ograniczonej, ktorej nieciagtosci leza na skonczenie wielu
gladkich krzywych (o ile calki iterowane istnieja). Kolejno$¢ catkowania mozna

zamienié. Na obszarze nieograniczonym, jak w prologu, to samo dziata dla f > 0.
por. Stewart §15.2

Przykiad 1.1

Na prostokacie

Oblicz // (z +y*)dAdla D = [0; 2] x [0; 1].
D

1
1 Wewnetrzna, po y (z jest stala): / (z+y*)dy =z + 3.
0

2
2 Zewnqtrzna:/ (z+3)dz=2+2=2.
0

[ Wynik: 3. ]

Sprawdzenie: w odwrotnej kolejnosci fOZ(:v +y)dz =2+2y%a f01(2 + 2y dy =
2 + 2 v. Szacunek: warto$¢ w $rodku prostokata f(1; 3) = 1,25 razy pole 2 daje
2,5 ~ 2,67 v.

1.2 Obszary, ktore nie sa prostokatami

Jesli D to obszar miedzy wykresami,a < z < b, g;(z) <y < gs(x), to

granice wewnetrznej calki zaleza od z:

//DfdA:/ab/glg::)f(x, y) dy da.

Ten sam obszar mozna czesto opisaé ,poziomo™: ¢ <y < d, hi(y) <

82(%)

6.(x)

z < ha(y). Wybdr kolejnosci nie zmienia wyniku, ale moze zmieni¢ trudno$¢ rachunku z
niemozliwego na latwy. Zawsze zaczynaj od rysunku obszaru.
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Przyktad 1.2

Zmiana kolejnosci ratuje rachunek

1 1
Oblicz / / e’ dy dz.
0 x

1 W tej kolejnosci sie nie da: e¥’ nie ma elementarnej funkcji pierwotnej (prolog).

2 Obszar:0 <z <1,z <y <1,czyli tréjkat nad przekatng y = z, o wierzchotkach
(0; 0), (0; 1), (1; 1). Poziomo: 0 <y < 1,0 <z < y.

3 v’ _ gy — (1] — el
e’ dxedy = ye’ dy = |5e = 5.
0 Jo 0 0

[ Wynik: % ~ 0,859. j

Sprawdzenie: e’ na tréjkacie lezy miedzy 1 a e =~ 2,72, a pole tréjkata to %, wiec
wynik musi leze¢ miedzy 0,5 a 1,36 v. Czynnik y po wewnetrznej calce to dtugosé
odcinka 0 < z < y, i to on umozliwit podstawienie.

/. ZADANIA - CZESC 1 6 zadan - ok. 45 min

1 2
Oblicz / / zy® dy dz.
“ 0 0

2 Oblicz [f zydAdlatréjkata 0 < y < z < 1w obu kolejnodciach.

=

3 Oblicz / / x e™ dA. W ktérej kolejnosci jest tatwiej?
[0; 1]x[0; 2]
4 Oblicz pole obszaru miedzy parabola y = z2 a prosta y = z jako catke podwéjna z f = 1.
4 p2
Zamien kolejno$c¢ catkowania: / / f(z, y) dy dz. Narysuj obszar.
0 Jyz
6 Pokaz, ze dla f(z, y) = g(x)h(y) na prostokacie catka podwdjna to iloczyn dwoch catek

«= pojedynczych. Wykorzystaj to w prologu: zapisz I jako catke podwojna.

moo podstawowe mmo Srednie sas feynmanowskie
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2 Zamiana zmiennych i jakobian

Gdy obszar albo funkcja maja symetrie kotowsa, kroimy ptaszczyzne na kawatki pierscieni
zamiast prostokatéw. W lekcji 3.2 Wspoirzedne biegunowe, walcowe i sferyczne pole takiego
kawatka to dA = r dr df: prostokacik o bokach dr i r df. Zatem

//DfdA: //f(rcose, rsin) rdrdf.

Czynnika r nie wolno zgubi¢: kawatki daleko od $rodka sa wieksze niz te przy $rodku.

Przyktad 2.1

Catka Gaussa

Oblicz I = / e de.

1 7 zadania1.6: 122// e (@) 44,
RZ

2 We wspbtrzednych biegunowych z? + 3? = 72, a cata ptaszczyznato 0 < r < 0o, 0 <

2 00
0 < 2m: I? :/ / e " rdrdé.
o Jo

. . . poo 2 2] 2 1
3 Czynnik r zrobil swoje: fo re " dr = |—sze = 3. Zatem [* =2m - 5 = .

[ Wynik: I = /7 ~ 1,7725. j

Sprawdzenie: numerycznie suma e Az dla Az = 0,1 na [—5; 5| daje 1,77245 v.
Okrag pojawit sie, bo e * e ¥ = e " zalezy tylko od odlegtosci od érodka.

2.1 Jakobian: skad czynnik przy dA

Ogoélnie: niech z = z(u, v), y = y(u, v). Maly prostokacik du x dv w zmiennych (u; v) przechodzi
(w pierwszym przyblizeniu, lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce) w réwnolegtobok
rozpiety na wektorach [z,; y,|dui[z,; y,]dv. Jego pole to modul wyznacznika z lekcji 2.1
Macierze, wyznaczniki i uktady rownan (piszemy krétko z,, = 0z /0u i tak dalej):
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e 2
&8 ZAMIANA ZMIENNYCH W CALCE PODWOJINEJ

Ly Lo
Yu Yo

dA = |J|dudv, J = =

J to jakobian, wyznacznik macierzy pochodnych czastkowych. Méwi, ile razy
przeksztalcenie powieksza mate pola. W trzech wymiarach dV = |J|dudv dw z
wyznacznikiem 3 x 3. Przeksztalcenie musi by¢ wzajemnie jednoznaczne (poza
zbiorem o zerowym polu): gdyby 0 biegto od 0 do 47, kazde pole policzyliby$my dwa
razy.  por. Stewart §15.10

o J

cosf@ —rsinb
sinf rcos@

réwny jego wyznacznikowi: to dokladnie ,wspéiczynnik zmiany p6l” z lekcji 2.1. Przeksztalcenie

Dla biegunowych: J = = r. Dla przeksztalcenia liniowego jakobian jest staly i

nieliniowe w matej skali wyglada jak liniowe, wiec lokalnie mnozy pola przez |J|.

SYMULACJA 2 Maty prostokat Ar x Af w zmiennych (r; 6) po lewejijego obraz na
plaszczyznie (z; y) po prawej: kawalek pierscienia. Zmieniaj r: ten sam prostokat w (r; 6)
daje tym wiekszy kawalek, im dalej od $rodka. Stosunek po6l wynosi dokladnie r + %,
czyli r w §rodku prostokata; gdy Ar — 0, dazy do r.

6 0 3ty
21
4 1+ ;\\
x
-3 -2 -1 1 2 3
2 14
] 7
1 2 3 -3
r
— prostokat Ar x AB  — obraz na ptaszczyznie (x;y)

pole w (r; ©): Ar-AB 0,1309 pole obrazu 0,1767 stosunek pol 1,350

r w srodku prostokata 1,350

Stan na rysunku: r = 1,20, Ar = 0,30, A® = 25°; pole w (r; ©) 0,1309, pole obrazu
0,1767, stosunek 1,350 (r w $rodku 1,350).
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/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 40 min

1 Oblicz objeto$é bryty pod paraboloida z = 4 — z? — 4? i nad ptaszczyzna z = 0.

2 Tarcza o promieniu R ma gesto$¢ powierzchniowa o = o¢(1 + r/R). Oblicz jej mase.
3 Oblicz pole elipsy % + %; < 1 podstawieniem x = ar cos, y = brsinf.

4 Jaka jest $Srednia odleglo$¢ punktu kota o promieniu R od jego Srodka? Dlaczego wynik
e jest wiekszy niz R/2?

5 Gestosé prawdopodobienstwa potozenia czastki na ptaszczyznie to p(z, y) =
- Ce @)/, Wyznacz C z warunku, ze catkowite prawdopodobienstwo to 1, i oblicz
prawdopodobienstwo, ze czastka jest dalej niz 2s od $rodka.

moo podstawowe mmo Srednie saa feynmanowskie

3 Catki potrdjne

Catka potréjna [[f;, f dV to suma po prostopadioscianikach AV = Az Ay Az. Liczymy ja jak
podwdjna: trzy calki pojedyncze, od wewnetrznej do zewnetrznej. Dla f = 1 to objetosé, dla
gestosci masy (kg/m®) masa. Przy symetrii osiowej lub Srodkowej uzywamy wspo6trzednych z
lekcji 3.2 Wspoirzedne biegunowe, walcowe i sferyczne:

~ N
st ELEMENTY OBJETOSCI

dV =dzxdydz = pdpdpdz = r sin @ dr d de.

Czynniki p i 72 sin § to jakobiany przejécia od kartezjaniskich do walcowych i
sferycznych (wyznaczniki 3 x 3 macierzy pochodnych). Uwaga: tu p to odlegtosé od
osi z; gdy w tej samej calce wystepuje gestos¢ masy, piszemy ja p,,.

por. Stewart §15.8, §15.9
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Przyktad 3.1
Objetos¢ kuli dwoma sposobami

Oblicz objetosc kuli o promieniu R we wspdtrzednych sferycznych i walcowych.

2 T R R3 4
Sferyczne: / / / r?sinfdrdfdy =27 -2- — = —7wR.
o Jo Jo 3 3

2  Walcowe: dla danego p kula siega od z = —/ R? — p? do ++/R? — p*:

2r  pR R 4
/ / 2v/R? — p*pdpdy =27 [—%(R2 — pz)?’/2]0 = §7TR3.
o Jo

[ Wynik: %wR?’, oba sposoby zgodne. j

Sprawdzenie: wymiar [R?] v. Kula zajmuje ¥ ~ 52% sze$cianu, w ktory jest
wpisana: rozsadne.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadar - ok. 40 min

1 Oblicz/// (x+y+2)dV.
L] [0; 1)

2  Oblicz objeto$¢ walca o promieniu R i wysoko$ci H oraz stozka o tych samych
= wymiarach we wspolrzednych walcowych.

3 Oblicz objetos¢ ,,rozka lodowego”: czesci kuli r < 1lezacej w stozku 6 < 45°.

4 Srednia gesto$¢ Ziemi: masa 5,97 - 10%* kg, promien 6371 km. Poréwnaj z gestoscia skat
«=  skorupy (okoto 2700 kg/m3). Co z tego wynika?

5 Jaka jest $rednia odlegtos¢ punktu kuli o promieniu R od srodka?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

+  Srodek masy i moment bezwtadnosci

Feynman definiuje $rodek masy jako $§rednia polozen wazona masami, ésm =y mrTi/ Y mi, i
przypomina (dowdd w rozdziale 18), ze uklad cial porusza sie tak, jakby cala masa byta skupiona
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w tym punkcie.

masy. Dla ciala cigglego suma staje sie catka:

FLP I-19-1 Fizyke Srodka masy omawia lekcja Dzial 3: Ped, zderzenia i Srodek

Ve

N\

ha SRODEK MASY I MOMENT BEZW+ADNOSCI CIALA CIAGLEGO

Rm:%///Fpde, M:///pde, IZ:///(x2+y2)pde.

pm to gestosé masy (indeks odroéznia ja od wspédirzednej walcowej p). I, to moment

bezwladnosci wzgledem osi z: kazdy kawatek masy liczy sie z kwadratem odleglosci

od osi.

33

Przyktad 4.1
Srodek masy potkola

Znajdz srodek masy jednorodnego pétkola z* + y* < R%, y > 0.

1 Zsymetrii z = 0. Pole A = 17 R>.

~ 1 R3 4R
y—Z// rsmOrdrdG—Z 3 _g.

[ Wynik: §y = == ~ 0,42R.

Sprawdzenie: Feynman dostaje ten sam wynik bez catki, z (drugiego) twierdzenia

Pappusa-Guldina: obracajac p6tkole wokoét jego srednicy, dostajemy kule, a objetosé

bryty obrotowej to pole figury razy droga, ktéra przebywa jej srodek masy. %’R'R3 =

%WRZ - 21y, wiec y = é—f v. | FLP I-19-2 'Wynik jest mniejszy niz %, bo pétkole jest

szersze przy $rednicy.

Calki podwajne i potrojne

10/17


http://127.0.0.1:33893/pl/physics/3/
http://127.0.0.1:33893/pl/physics/3/

Przyktad 4.2
Moment bezwtadnosci kuli i wnetrze Ziemi

Oblicz moment bezwladnosci jednorodnej kuli o masie M i promieniu R wzgledem osi przez
Srodek. Zmierzona wartos¢ dla Ziemi to I ~ 0,331 M R2. Co to mdéwi o jej wnetrzu?

2 pm pR
1 Kwadrat odlegtosci od osi z: 22 + y2 = r2sin’ 4. I = pm/ / / 2sin2f -
o Jo Jo
R® 4 8T
2 5
sinf@drdfdy = pp - — - = - 21 = —p,, R°.
rosin@dr w=p =3 T 15,0
2 ZM =3inRPp,: I =2MR?= 0,4 MR? (Feynman podaje ten wynik w tabeli bez
wyprowadzenia). FLP I-19-3

3 Dlakuli, ktérej gestos¢ maleje liniowo od $rodka do zera na powierzchni, p,, =
po(1 — r/R), ten sam rachunek daje I = +t M R? ~ 0,267 M R? (zadanie 4.5).

Wynik: jednorodna kula: 0,4 M R?. Ziemia: 0,331 M R?, czyli masa jest skupiona blizej

$rodka niz w kuli jednorodnej, cho¢ nie tak bardzo jak w modelu liniowym.

Sprawdzenie: fo7r sin® 6 df = % v (podstawienie u = cos #). Wniosek zgadza sie z
zadaniem 3.4: Srednia gestos¢ dwa razy wieksza niz skal przy powierzchni. Dwie
niezalezne catki méwig to samo o jadrze Ziemi.

3.3 - Calki podwojne i potréjne
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sYMULACJA 3 Srodek masy figury ptaskiej, policzony numerycznie z calki podwoéjne;.
Wybierz figure i zmieniaj gesto$¢ powierzchniowa o = o¢(1 + k s), gdzie s roénieod 0 do 1

w gére albo w prawo przez cala figure. Srodek masy przesuwa sie w strone gestszej czesci.

Dla jednorodnego pétkola wypada w &, jak w przyktadzie 4.1.

3?2

— figura (ciemniej = gesciej) — $rodek masy = = $rodek figury jednorodne;j

masaM (c,=1) 1,571 X 0,000 y 0,424 4R/(3m) (jednorodne) 0,424

Stan na rysunku: pdétkole, 6 =1 + 0,0-s; M = 1,571, $rodek masy [0,000; 0,424].

/. ZADANIA - CZESC 4 6 zadan - ok. 50 min

1 Znajdz $rodek masy jednorodnego tréjkata o wierzchotkach (0; 0), (1; 0), (0; 1).

2  Pokaz, ze moment bezwladnosci jednorodnej tarczy wzgledem jej osi to %M R%.

Znajdz $rodek masy jednorodnej pétkulir < R, z > 0.

w
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4  Gdzie lezy $rodek masy jednorodnego stozka o wysokosci H (od podstawy)?
5 Sprawdz wynik z przyktadu 4.2 dla p,,, = po(1 — r/R): oblicz M i1I.

6 Udowodnij twierdzenie Steinera: moment bezwltadnosci wzgledem osi odlegltej o d od
== réwnoleglej osi przez $srodek masy to I = Iy, + Md?. Uzyj go dla preta o dtugosci L
obracanego wokoét konca.

moo podstawowe mmo Srednie sas feynmanowskie

5 Btedne intuicje

x  We wspotrzednych biegunowych dA = dr d6.”

Brakuje jakobianu: dA = r dr df. Bez niego pole kota wyszloby 27 R, z jednostka
dtugosci.

x ,,Przy zamianie kolejnosci catkowania wystarczy zamieni¢ granice miejscami.”

Tylko na prostokacie. Na innych obszarach trzeba narysowac¢ obszar i opisa¢ go od nowa
(przyktad 1.2, zadanie 1.5).

x ,Srodek masy jednorodnej figury lezy w potowie jej wysokosci.”

Pétkole: 0,42 R, nie 0,5 R; stozek: %, nie % Srodek masy przesuwa sie tam, gdzie jest
wiecej materii.

x ,Jakobian to zawsze r.”

To jakobian biegunowych i walcowych. Sferyczne maja r2 sin 6, elipsa abr, kazde
podstawienie swdj wyznacznik.

x , Jak funkcja nie ma funkcji pierwotnej, to catki nie da sie policzy¢ doktadnie.”

Catka Gaussa (przyktad 2.1) i przyktad 1.2 pokazuja, ze czasem pomaga przejscie do
wyzszego wymiaru albo zmiana kolejnosci.
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x ,Moment bezwtadnosci zalezy tylko od masy i rozmiaru.”

Zalezy od rozkladu masy: kula jednorodna 0,4M R?, Ziemia 0,33M R?, cienka sfera 2 M R?
. Wiasénie dlatego pomiar I mowi co$ o wnetrzu planety.

6 Sprawdz sie

1 Cooznacza [[,1dA?

Pole obszaru D.

2 Kiedy mozna zamieni¢ kolejno$¢ catkowania?

Dla funkcji ciaglej (twierdzenie Fubiniego), ale na obszarze nieprostokatnym trzeba
opisac¢ obszar od nowa.

- J
- a
3 Hewynosi [ e da?
VS
- J
- a

4  Czym jest jakobian geometrycznie?

Wspélczynnikiem, przez ktéry przeksztalcenie mnozy mate pola (objetosci):
wyznacznikiem macierzy pochodnych.

- J
e a
5 Jakijest element objetosci we wspdlrzednych sferycznych?
r2sin @ dr d6 de.
- J
e 3

6 Gdzie lezy $rodek masy poétkola?

. ce 4 ’ .
Na osi symetrii, ﬁ ~ 0,42R od $rednicy.

- J
- N
7 Ile wynosi moment bezwladnosci jednorodnej kuli?
%M R2.
- J
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I 4 ° °
7 Karta wzorow i co dalej
4 2
CALKI WIELOKROTNE MASA, SRODEK MASY, BEZWEADNOSC
[, fdA=1mY" fAA; f=1:pole; f= M = [[f pmdV, Ren = % [[[ FpmdV
o: masa I = [[[(z* + y*)pm dV; Steiner: I = Iy, +
Fubini: [ [ f dy dz, kolejno$¢ dowolna Md
(na prostokacie; inne obszary opisz od pétkole 24?)_1:; pétkula g R; stozek % ; trojkat:
nowa) $rednia wierzchotkow
obszar g;(z) <y < g»(): granice tarcza 3 M R?; kula 2 M R?; pret (koniec)
t leza od :
wewnetrzne zaleza od 8 %MLZ, (érodek) L ML?
dA =rdrdf; dA =|J[dudv, J = 3(u, v) Pappus: Vobrotowa = A - 27y, § = odlegtosé
dV = pdpdpdz = r?sin 6 dr df dy (p: srodka figury od osi obrotu
odlegtos¢ od osi)
I e dz = /1
- J
Do przeczytania u Feynmana
* Obowiazkowo: 19-1...19-3 (Srodek masy, twierdzenie Pappusa, momenty bezwtadnosci i
twierdzenie o osiach réwnoleglych).
Do przeczytania w podrecznikach matematyki
® J. Stewart, Multivariable Calculus, wyd. 7: rozdz. 15 (catki podwojne i potréjne, zamiana
zmiennych, zastosowania).
* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: catki wielokrotne i ich zastosowania ($rodki masy,
momenty bezwladno$ci).
4 2
Catki po krzywej (3.4 Catki krzywoliniowe, pola potencjalne i rézniczki zupetne) i po powierzchni
(3.5 Strumien, dywergencja i rotacja) zbudujemy z tej samej idei: suma po matych kawatkach tuku
d7 albo powierzchni dS. Momenty bezwladnosci wrdcq przy ruchu obrotowym (Dzialt 4: Ruch
obrotowy i bryta sztywna), a catki z gestosci prawdopodobieristwa w rachunku
prawdopodobieristwa (5.1 Prawdopodobieristwo i rozktady) i w mechanice kwantowej, gdzie
4|2 dV to prawdopodobieristwo znalezienia elektronu w objetosci dV (Dziat 19: Atom wodoru i
ukiad okresowy).
- J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
8 4
L. fo -3dz =3.

2. folfozwydydm:folz;dm: é; folfy mydwdy—fo dy— % —%: % v,

3. Najpierw po y: f02 ze®™ dy = e?* — 1, potem fol(ezm —1)dz = ~ 2,19. Najpierw po

trzeba by catkowac przez czesci.
4. fol [5dydz = fol(a: —z%)dz = L.

5.0bszar: 0 < z < 4, y/z < y < 2. Czyli miedzy osia y a parabola z = y? (nad krzywa y = /z), pod
prosta y = 2. Poziomo: 0 <y < 2,0 < z < y* f02 [y fdzdy.

6. [, [ 9(@h(y) dyde = [ g(z) (['n) dz = [} g- ['h.Zatem I* = [ e~ da [ e ¥ dy = [fy,e ) dA,
Zadania - czes$¢ 2

1. Paraboloida przecina z = 0 na okregu r = 2. f fo (4—r*)rdrdf = 27(8 — 4) = 8.

2. 270y fOR(r +7?/R)dr = 270y (RTZ + %2) = 2mogR%.

3 J— acosf —arsm&

27r 1
bsin®  breosg | — 20T Pole: J; abr dr d6 = mab.

4. %122 0277 fOR r-rdrdf = 2—?. Pierscienie przy brzegu maja wieksze pole niz te przy srodku, wiec dalekie

punkty waza wiecej.
5.C-2m [;° re /@) dr = C - 218> =1,C = gz, P(r>2s) =% [7 re=""/2) dr = e 2 ~ 0,135.
Zadania - czes¢ 3
1. Kazdy z trzech wyrazéw daje 1, razem 2.
2. Walec: 7R*H. Stozek: [, wR%(1 — z/H)?dz = inR2H
3.2m [/t sin0do - 1 = % (1 4) ~ 0,613,

4.V = $7R® ~ 1,083 - 10! m®, p,, ~ 5510 kg/m?, dwa razy wiecej niz skorupa. Wnetrze musi by¢
znacznie gestsze od powierzchni (zelazne jadro).

5. ﬁ fOR r-4mr? dr = 3 R. Wiecej niz w kole (3 R), bo powtoki rosna jak 2.

Zadania - czes$¢ 4

I

=3 /2 fo rdydr =2-}% =1, zsymetrii § = $: $rednia wierzchotkéw.

2.0 fo% OR r2rdrdd = o - & = IMR? bo M = o R%. (W lekcji 1.5 ten sam wynik dato sumowanie

pierscieni.)

_ 2 1B
3.z2= §7r1R3 2 7r/ fo rcosfr?sinfdrdfdy = %%SL:%R_
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= [HeaR*(-2/H)*dz
4.z = J—éme = %.
R s T R Yiy o ™
5.M = 4xpq [, (r* —r*/R)dr = ZpyR*. I = %p, Ik (r* —r%/R)dr = ¥py- & = FpoR°. I/(MR?) = 1.
6. [If [(z = d)? + ] pmdV = Ly — 2d [[[ 2pm AV + &M = Iy + Md?. Pret: I, = [}, 2?M dz =

L AML2 wiec LMI2 L\2 _ larp2 s
S ML*, wiec ML+ M (2) = 3 M L*, jak u Feynmana.
Matematyka - Catki podwdjne i potrojne. Zrodta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-Wesley 1963; New

Millennium Edition 2011), 19-1...19-3; J. Stewart, Multivariable Calculus, wyd. 7, rozdz. 15; K. A. Stroud, Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w

przyktadach policzone na nowo.
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