MATEMATYKA @ 3.2

Wspotrzedne
biegunowe,
walcowe i sferyczne

Planeta krazy wokoét Stonca, prad ptynie w prostym przewodzie,
elektron siedzi w atomie. W kazdym z tych probleméw jest
wyrozniony Srodek albo o$ i wspdbirzedne kartezjanskie tylko
przeszkadzaja. Ta lekcja daje trzy uklady dopasowane do takiej
symetrii. Wazniejsze od samych wzorow jest jedno
spostrzezenie: wersory tych ukladéw zmieniajg kierunek z
miejsca na miejsce. Z tego biorg sie przyspieszenie dosrodkowe,
czlon Coriolisa w przyspieszeniu i dodatkowe czynniki we
wzorze na gradient.
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o Prolog: z Warszawy do Nowego Jorku

Warszawa lezy na szerokos$ci 52,23° N i dtugosci 21,01° E, Nowy Jork na 40,71° N i 74,01° W. Jak
daleko leci samolot? Na ptaskiej mapie wystarczyloby twierdzenie Pitagorasa, ale Ziemia jest
(prawie) kula, a szerokos¢ i dtugo$c¢ geograficzna to nie sa wspoélrzedne kartezjanskie. Na typowej
mapie (np. w odwzorowaniu Merkatora) najkrétsza trasa wyglada w dodatku na tuk wygiety na
poéinoc.

Pytanie na start. Oszacuj odlegtos¢ po powierzchni Ziemi (promiert 6371 km). Czy tuk na mapie oznacza,
Ze samolot nadktada drogi? Odpowiedz w przyktadzie 3.1.

Szeroko$¢ i dtugo$é geograficzna to w istocie wspétrzedne sferyczne. Zeby z nich liczyé, trzeba
umie¢ przej$¢ do zwyktych osi z, y, z i z powrotem. Zaczniemy od plaszczyzny, gdzie widac
najwazniejsze zjawisko: wersory ,,ida” razem z punktem.

1 Wspotrzedne biegunowe i ruchome wersory

W lekcji 0.4 Geometria analityczna i krzywe stozkowe punkt A
plaszczyzny opisali$émy odlegloécia » od poczatku i katem 6 od > o A
dodatniej pétosi z: x = rcos 8, y = rsin 6. Teraz dotézmy do kazdego 7 \/v

punktu dwa wersory: # wskazuje kierunek, w ktérym roénie r (od RNEE

srodka na zewnatrz), a § kierunek, w ktérym rosnie 6 (prostopadle,
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara):

e I
58 WERSORY BIEGUNOWE

dé

do

7 = [cos #; sin 6], 6 = [—sin6; cos#, :11_2 =,

Wektor polozenia to 7 = r 7. Wersory sg prostopadte i maja dtugosé 1, ale ich
kierunek zalezy od 6.

o J

Wersory 7, j sa wszedzie takie same, a 7 i 6 obracaja sie razem z punktem. Gdy punkt sie porusza,
zmieniajg sie wiec nie tylko wspoirzedne, ale i wersory. Rozniczkujemy 7 = r7 iloczynowo (lekcja
1.3 Pochodne), pamietajac, ze 7 = 6 § (reguta laficuchowa):

st PREDKOSC I PRZYSPIESZENIE WE WSPOLRZEDNYCH BIEGUNOWYCH

G=ri+100, a= (7 —r6) 7+ (rd + 276) 6.
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Kazdy wyraz ma sens fizyczny. 7 to predko$¢ oddalania sie od $rodka, rd to predko$é ,,po okregu”.
W przyspieszeniu —762 to przyspieszenie dosrodkowe z lekcji 1.3 Pochodne (dla ruchu po okregu
zostaje tylko ono i ré). Wyraz 270 pojawia sie, gdy punkt jednoczes$nie oddala sie od srodka i
obraca: to czton Coriolisa. W uktadzie inercjalnym to nie jest sita, tylko czes¢ przyspieszenia; w
uktadzie obracajacym sie razem z cialem ten sam wyraz pojawia sie jako pozorna sita Coriolisa.
Nikt tu nie wprowadza nowych sil. Te wyrazy biora sie wylacznie z tego, ze wersory sie obracaja.

Przyktad 1.1
Biedronka na obracajacej sie platformie

Obrotowa platforma (jak karuzela) obraca sie ze stalq predkosciq katowq w = 2 rad/s. Biedronka
idzie od srodka wzdtuz narysowanego na niej promienia z predkosciq v = 0,1 m/s wzgledem
platformy, wiec r = vt, § = wt. Oblicz jej predkosc i przyspieszenie (wzgledem podtogi) pot = 3 s.

1 r=03m,7=0,1m/s,#=0,0=2rad/s,0 =0.
2 ¥=017+03-20=0,17+0,60 (m/s), || ~0,61m/s.

3 @a=(0-0,3-4)7+(0+2-0,1-2)0 =—1,27+ 0,40 (m/s?).

[ Wynik: 3 = 0,174 0,60 m/s, @ = —1,27 + 0,40 m/s>. ]

Sprawdzenie: biedronka idzie po prostej wzgledem platformy ze stala predkoscia, a
mimo to ma przyspieszenie wzgledem podlogi. Sktadowa 0,4 m/s? wzdtuz 0 to czton
Coriolisa. Potowa (0 = 0,2) bierze sie stad, ze im dalej od $rodka, tym szybciej
porusza sie podloze; druga potowa stad, ze predkos¢ 7 7 obraca sie razem z
platforma. Jednostki: m - rad?/s* = m/s? v.

Dla sity centralnej (skierowanej wzdluz promienia, do srodka lub od $rodka, jak grawitacja)
sktadowa § przyspieszenia jest zerowa: r + 276 = 1 4 (r24) = 0. Zatem 20 jest stale: to
zachowanie momentu pedu, a geometrycznie drugie prawo Keplera (promien zakresla rowne
pola w rownych czasach, bo predkos¢ polowa to %r29). Te historie opowiada lekcja fizyki o

grawitacji (Dzial 5: Grawitacja i orbity).

1.1 Gradient we wspoétrzednych biegunowych

Przesuniecie o dr zmienia potozenie o dr wzdluz 7, a przesuniecie o df o r df wzdluz 6 (tuk
okregu). Zatem d7 = dr 7 + r d 4. Piszemy Vf = A7 + B6; wtedy Vf -d¥ = Adr + Brdf, atoma
by¢ rowne df = f.dr + fpdf. Porébwnanie daje A = f,, B = % fo (to samo wychodzi z reguly
tancuchowej z lekcji 3.1 Reguta tanncuchowa, ekstrema i mnozniki Lagrange'a w wielu
zmiennych):

3.2 - Wspoétrzedne biegunowe, walcowe i sferyczne 3/15


http://127.0.0.1:35201/pl/math/1-3/
http://127.0.0.1:35201/pl/physics/5/
http://127.0.0.1:35201/pl/math/3-1/
http://127.0.0.1:35201/pl/math/3-1/

of = 10f .
Vf_arr+r80 ’

Czynnik 1/r jest konieczny: kat nie jest dlugoscia, a zmiana 6 o df przesuwa punkt o r df. Ten sam
pomyst daje element pola dA = r dr df (prostokacik o bokach dr i r d), ktérego uzyjemy w lekcji

3.3 Calki podwdjne i potrdjne.

SYMULACJA 1  Ruchome wersory. Punkt porusza sie po okregu albo po spirali. Przy

punkcie wida¢ wersory 7, 6 (na rysunku é,, ép; obracaja sie razem z punktem), a takze
rozklad predkosci i przyspieszenia na sktadowe. Na spirali pojawia sie sktadowa Coriolisa

270 wzdtuz 0 (przerywana). Strzatki ¥ i d sa narysowane w zmniejszonej skali.

A

y

-
Y

— wersory é, &g — predko$év — przyspieszeniea - - tor

rn6 1,50; 115° v, =dr/dt 0,40 Vg=rw 1,20 a, = d?r/dt? - rw? -0, 960

ag = 2w-dr/dt (w state) 0,640

Stan na rysunku: t = 2,50 s, w = 0,80 rad/s, r = 1,50; a_r = -0,960, a_6 = 0,640.

/. ZADANIA - CZESC 1 7 zadan - ok. 45 min
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1 Sprawdi,ief-ézoiZe% = 6.

2 Punkt porusza sie po okregu o promieniu 2 m, § = 3t (t w sekundach). Podaj 7 i a we
= wspdlrzednych biegunowych.

3 Wyprowadz wzér na d, rézniczkujac ¢ = 77 + r6 6i uzywajac 7 = 66,6 = —67.

4  Oblicz gradient f = z* + y* i g = y/x we wspoétrzednych biegunowych. Poréwnaj z
== kartezjanskim wynikiem dla f.

5 Satelita na orbicie eliptycznej wokot pewnej planety ma w perycentrum r = 7000 km i
= predkosé 8 km/s, a w apocentrum r = 14 000 km. Jaka jest predkos$¢ w apocentrum?

6 Zapisz element pola dA we wspdirzednych biegunowych i oblicz nim pole kota o
= promieniu R (catkujac por od 0do Ripo 6 od 0 do 27).

7  Koralik §lizga sie bez tarcia po precie, ktéry obraca sie w ptaszczyznie poziomej ze statg
== . W plaszczyznie ruchu sila preta dziata tylko wzdtuz 6 (w pionie rownowazy ciezar).
Pokaz, ze # = w?r, i rozwiaz to réwnanie dla r(0) = ry, 7(0) = 0. Jaka sila pret dziata na

koralik o masie m?

oo podstawowe  meo Srednie saa feynmanowskie

2 Wspotrzedne walcowe

W trzech wymiarach najprostsze rozszerzenie to dotozenie do biegunowych zwyklej wysokosci z.
Odlegto$¢ od osi z oznaczamy p (zeby nie myli¢ jej z odlegtoscia od poczatku), a kat azymutalny .
Uwaga: kat 0 z plaszczyzny nazywa sie teraz ; litera 0 zostaje zarezerwowana dla kata od osi z we
wspoélrzednych sferycznych.
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58 WSPOLRZEDNE WALCOWE (P; &; Z)

T = pCosy, y = psin p, z = z; p=+vz2+y% ¢ =atan2(y, z).

Wersory: p = [cos p; sinp; 0], ¢ = [—siny; cosp; 0], 2. Przesuniecie: d¥ =dpp+ pdp ¢ +
dz 2.
0 10 0
Vf:—fﬁ+——f¢+—f2, dV = pdpdedz.
op p Oy 0z
- J

Walcowe pasuja do wszystkiego, co ma o$ symetrii: przewodu z pradem, rury, wiru, preta. Pole
elektryczne natadowanego, dtugiego przewodu jest skierowane wzdtuz p i maleje jak 1/p (Dziat
13: Pole elektryczne i prawo Gaussa), a pole magnetyczne przewodu z pradem okraza go wzdluz ¢

(Dziat 15: Prad i pole magnetyczne). W kartezjaniskich bytoby to o [ﬁéfyg} ioc [;%fl;f]
/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 30 min
1 Zamien na walcowe punkt (1; 1; 1), a na kartezjanskie punkt p = 3, ¢ = 120°, z = —2.

2 Jakie powierzchnie opisuja rownania p = 2, ¢ = 30°, z = 5?

3 Oblicz gradient f =1Inpig = . Gdzie te funkcje sie pojawiaja w fizyce?

4  Zapisz wektor F = [—y; z; 0] we wspolrzednych walcowych. Jak wyglada jego wykres?

5 Oblicz objetos¢ walca o promieniu R i wysoko$ci H, catkujac dV = pdpdepdz.

moopodstawowe  mao Srednie maa feynmanowskie

3 Wspotrzedne sferyczne

Gdy jest wyrézniony $rodek (Stonice, jadro atomu, tadunek
punktowy), naturalnym opisem jest odlegtos¢ od srodka r i dwa katy.
Uzywamy konwencji fizycznej (normy ISO 80000-2): 6 to kat od
dodatniej pétosi z (kat biegunowy, od 0 na , biegunie péinocnym” do
m na ,,poludniowym?”), a ¢ to azymut, jak w walcowych.
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4 ™
AIB WSPC')I-.RZE,DNE SFERYCZNE (R; O; @)

x = rsinf cos g, y = rsinfsin g, z = rcosb; r>0, 0<0<m 0<p<2m.
Réownowaznie —180° < ¢ < 180°; np. ¢ = —74,01° to to samo co 285,99°.
Przesuniecie: d7 = dr# + 7 df § + rsin 0 dy @.

_of . 10f 1 of .
vf_ar—{_;%e rsin@%%

- J

dV =r?sinfdr dfde.

Czynniki przy przesunieciach maja prosty sens. Zmiana 0 przesuwa punkt po potudniku, okregu
o promieniu 7: tuk r df. Zmiana ¢ przesuwa go po rownolezniku, okregu o promieniu r sin 6
(odlegtos¢ od osi): tuk r sin 8 dp. Rownolezniki kurcza sie ku biegunom i stad sin # w mianowniku
gradientu oraz w elemencie objetosci. Prostopadtos$cianik o bokach dr, r df, r sin # dp ma objetosé
r2sin@drdfdep. por. Stewart §15.9

' N
/A PULAPKA - DWIE KONWENCJE

Matematycy (w tym Stewart) czesto pisza (p; 0; ¢) z 0 jako azymutem i ¢ jako

katem od osi z, czyli odwrotnie niz fizycy. Wzory sa te same po zamianie liter. U
Stewarta p w sferycznych to odlegtosé od poczatku (u nas r), a walcowe zapisuje on
jako (r; 0; z). Zawsze sprawdz, ktory kat mierzy sie od osi z. W tym kursie: 6 od osi

z, p azymut.
- J

Wersor # = [sin 6 cos ; sin@sin ¢; cos 8] wskazuje od $rodka, 6 na ,,potudnie” wzdtuz potudnika,
na ,wschdod” wzdtuz réwnoleznika. Geografia uzywa tego samego uktadu z dwiema zmianami:
szeroko$¢ geograficzna to 90° — 0 (liczona od réwnika), a dlugos¢ to ¢ (na zachédd ujemna).

3.2 - Wsp6trzedne biegunowe, walcowe i sferyczne 7115



Przyktad 3.1
Warszawa—Nowy Jork

Oblicz odlegtosc po powierzchni Ziemi (R = 6371 km) miedzy Warszawq (52,23° N, 21,01° E) a
Nowym Jorkiem (40,71° N, 74,01° W).

1 Wersory 7: dla Warszawy 0 = 37,77°, ¢ = 21,01°: 7y, ~ [0,572; 0,220; 0,790]. Dla
Nowego Jorku 0 = 49,29°, ¢ = —74,01°: x5 =~ [0,209; —0,729; 0,652].

2 Katmiedzy nimi z iloczynu skalarnego (lekcja 1.1 Wektory): cosy = 7y - #n ~ 0,475,
v =~ 61,6° ~ 1,076 rad.

3 Najkrotsza droga po kuli to tuk kota wielkiego (o Srodku w $§rodku Ziemi): s = Ry ~
6371 - 1,076.

[ Wynik: okoto 6850 km. j

Sprawdzenie: cieciwa (tunel przez Ziemie) R|fw — 7n| ~ 6530 km jest krotsza od
tuku, jak powinna. Luk na mapie nie oznacza nadkladania drogi: to ptaska mapa
znieksztalca kolo wielkie, ktére na kuli jest najkrétsza droga.
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SYMULACJA 2 Wspoélrzedne sferyczne w przestrzeni. Zmieniaj r, 6 i ¢. Przy punkcie
wida¢ wersory 7, é, ¢ (narysunku é,, &y, é,), a na sferze potudnik i réwnoleznik przez
punkt. Zwro¢ uwage, jak rownoleznik maleje do zera przy 6 — 0: dlatego w elemencie
objetosci stoi sin 0. Przeciggnij rysunek, zeby obrécié¢ widok.

— & — &y — &, == potudnikiréwnoleznik

(x;v;2) [1,17; 0,98; 1,29] promien rownoleznikarsin® 1,532

szerokos$¢ geograficzna 90° - 6 40° czynnik r2 sin © w dV (jakobian) 3,064

Stan na rysunku: r = 2,00, 6 = 50°, ¢ = 40°; (x; y; z) = [1,17; 0,98; 1,29], promien
rownoleznika 1,532.

/. ZADANIA - CZESC 3 8 zadan - ok. 55 min

1 Zamien na sferyczne punkty (1; 1; 1), (—2; 0; 0), (0; 0; —3), a na kartezjanskie punkt
“ r=20=60°¢p=90.
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Jakie powierzchnie opisujar = 5,6 = 30°, ¢ = 0?

Oblicz gradient energii potencjalnej U = — 4™ we wspéirzednych sferycznych. Jaka

jestsita?
Wyraz z przez 7 i g, liczac gradient funkcji f = z = r cos § na dwa sposoby.

Z jaka predkos$cia porusza sie Warszawa (52,23° N) wokdt osi Ziemi? Dtugosé doby
gwiazdowej (obrét wzgledem gwiazd, a nie Storica) to 86 164 s. Ile wynosi dlugosé
rownoleznika Warszawy?

Oblicz pole sfery i objeto$¢ kuli, catkujac dA = R%sinf6dfdpidV.

Jaka czes¢ powierzchni Ziemi lezy na péinoc od kota podbiegunowego (66,56° N)?

Dwa punkty leza na tym samym réwnolezniku 52,23° N, 90° dtugosci od siebie. Poréwnaj

droge wzdluz réwnoleznika z droga po kole wielkim. Dlaczego samoloty nie leca wzdluz

rownoleznika?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4

X

Btedne intuicje

— Sy

»sWersory 7, 6 sa state jak 7, 7.

Zmieniajg sie z potozeniem. R6zniczkujac wektor zapisany w tych wersorach, trzeba
rézniczkowaé takze wersory. Stad cztony —r62 i 276.

nvf = [fr; f0; fip]'”
Nie: katy to nie dlugosci. Poprawnie f,7 + % £40 + @ f,%. Sprawdz wymiary: f, ma
inna jednostke niz f,.

»dV = drdfde.”

Brakuje 72 sin 0. Bez tego objeto$¢ kuli wyszlaby 272 R, z jednostka dtugo$ci zamiast
objetosci.

3.2 - Wsp6trzedne biegunowe, walcowe i sferyczne
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x ,Kat § w sferycznych to szerokosc geograficzna.”

Szeroko$c¢ to 90° — 0. Na réwniku 6 = 90°, na biegunie poéinocnym 6 = 0.

x ,Kazdy punkt ma jednoznaczne wspoétrzedne sferyczne.”

Na osi z azymut ¢ jest dowolny, a w zerze dowolne sa oba katy. W tych punktach wzory z
1/(r sin §) wymagajg ostroznosci.

x  Najkrotsza trasa to ta, ktora na mapie jest odcinkiem prostej.”

Na kuli najkroétsza jest droga po kole wielkim, ktéra na typowej mapie (np. Merkatora)
wyglada na tuk (przykiad 3.1).

5 Sprawdz sie

1 Ile wynosid#/d6?
f.

2 Cooznacza wyraz —rf? w przyspieszeniu?

Przyspieszenie dosrodkowe.

3 Jaka wielkosc¢ jest stala przy ruchu w polu sity centralnej?

720 (moment pedu na jednostke masy); stad drugie prawo Keplera.

4 Jak wyglada element objeto$ci we wspolrzednych walcowych?

pdpdpdz.
. J
/ A
5 Aw sferycznych?
2 sin 6 dr d6 de.
. J
/ A

6 0Od czego mierzy sie kat § w konwencji fizyczne;j?

Od dodatniej potosi z.
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7 Jak obliczy¢ odlegto$é¢ dwoch miast po powierzchni Ziemi?

R, gdzie cosy = 71 - Ta.
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6 Karta wzorow i co dalej

BIEGUNOWE I WALCOWE SFERYCZNE ( © 0D OSI Z ) )
z =rcosf,y =rsinb; # = [cos; sinb)], z =rsinfcosp,y = rsinfsing, z = rcosf
6 = [~ sinb; cosd] dF =dr# +7dff + rsinfde @
P =00, 0=~ V= fii+ L ob o+ kg fod
v =77 + 766 dV = r2sin 0 dr df dg; dAsgery =
a = (i — r62)7 + (rf + 270)0 R?sin6df dy
sita centralna: 7260 = const geografia: szeroko$¢ = 90° — 6, dtugosé¢ =
Vf=ff+Lfe0; dA=rdrde ?
walcowe: Vf = f,p+ %waa 4 fs AV = koto wielkie: s = R7y, cosy =71 - T2
pdpdpdz
- J

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* J. Stewart, Multivariable Calculus: §10.3 (wspotrzedne biegunowe), §15.8 1 §15.9 (catki
potréjne we wspodlrzednych walcowych i sferycznych). Uwaga na konwencje katéw.

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: wsp6lrzedne biegunowe, walcowe i sferyczne oraz
ich elementy pola i objetosci.

Elementy r dr d6 i r? sin 6 dr d@ do to jakobiany, z ktdérych korzysta lekcja 3.3 Catki podwdjne i
potrdjne (catki wielokrotne). Dywergencja i rotacja w tych wspdtrzednych pojawiq sie w 3.5
Strumien, dywergencja i rotacja, a prawo Gaussa dla tadunku punktowego i natadowanego
przewodu (Dziat 13: Pole elektryczne i prawo Gaussa) oraz prawo Ampere'a dla przewodu z
pradem (Dziat 15: Prqd i pole magnetyczne). Wzor na przyspieszenie we wspotrzednych
biegunowych to punkt wyjscia do réwnania orbity (Dziat 5: Grawitacja i orbity). Kqty opisujqgce
potozenie orbity w przestrzeni (nachylenie, diugosc wezta) to w istocie kqty sferyczne kierunku
momentu pedu (2 Elementy orbitalne i rownanie Keplera).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. —cosfsinf + sinf cos§ = 0. %[cos&; sin @] = [—sin@; cosf] = 6.
2.7=0,0=3:9=60m/s, d=—187 m/s? (czysto dosrodkowe, v?/r = 36/2 v).

3.7 = i + 700 + (7 + r)0 + r0(—07). Zbierajac: (# — r6%)7 + (rf + 276)0. Dwojka przy 76 bierze sie z
dwoch réznych miejsc.

4. f =r2Vf =2rf, czyli2F = [2z; 2y] v. g =tan: Vg = —L40.

5.7000 -8 = 14000 - v, wiec v = 4 km/s.

6.dA=rdrdd; [ [Frdrdd =2r & = 7R? v.

7. Skladowa 7 sity jest zerowa: #* — rw? = 0. Rozwiazanie: r» = rq cosh wt (funkcje hiperboliczne z lekcji
0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne). Sita: m(ré + 27'*9) = 2mwr = 2mw?ry sinh wt, wzdtuz 0.

Zadania - czes$¢ 2
1.p=+2,p =452z =1. (—1,5; 2,60; —2).
2. Walec o osi z i promieniu 2; péiptaszczyzna zawierajaca o$ z; ptaszczyzna pozioma.

3.Vlnp = % p: tak maleje pole elektryczne przewodu (potencjal przewodu jest proporcjonalny do —In p
). Vo = L4: ksztalt pola magnetycznego przewodu z pradem i predkosci w wirze potencjalnym (¢ nie
P

jest jednoznaczna funkcja, bo po obejsciu osi rosnie o 27).

4. [—y; x; 0] = p[—sing; cosp; 0] = p $. Wiry wokot osi z, coraz szybsze z odlegloscia, jak w obracajacej
sie bryle sztywne;j.

5.%2'27F'H:7TR2H*/.
Zadania - czes¢ 3

1.7 = /3, § = arccos % ~ 54,7°, o =45°. r =2,0 =90°, ¢ = 180°. r = 3,0 = 180°, ¢ dowolne (na osi z
azymut nie jest okreslony). (0; v/3; 1).

2. Sfera; gérna potowa stozka o wierzchotku w zerze i osi z (pdétkat rozwarcia 30°, nad ptaszczyzna zy);
poiptaszczyzna zz z ¢ > 0.

3.VU = G%mﬁ, wiec F=-VU=— G%mf: prawo powszechnego ciazenia, jedna linijka.
4. Kartezjansko Vz = 2. Sferycznie: f, = cos®, %f@ = —sinf, wiec 2 = cos 07 — sin 6 6.

5. Promien réwnoleznika Rsin 6 = R cos(52,23°) ~ 3902 km, obw6d =~ 24 500 km, predkosé ~ 285 m/s
(na réwniku 465 m/s).

6. R? 027Td<p fow sinfdf = R? - 27 - 2 = 47 R2. fOR'rZ dr-4m = §WR3 V.

7.6 = 23,44°, =20 ~ 0,041, czyli okoto 4% (ok. 21 mln km?).
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8. Po réwnolezniku: ¢wieré obwodu 24 500/4 ~ 6130 km. Po kole wielkim: cosy = sin?(52,23°) (tu
szerokosc!) daje v ~ 51,3°, s &~ 5710 km, 0 420 km mniej. ROwnoleznik (poza réwnikiem) nie jest
kotem wielkim, wiec nie jest najkrétsza droga.

Matematyka - Wspétrzedne biegunowe, walcowe i sferyczne. Zrédta: 3. Stewart, Multivariable Calculus, wyd. 7, §10.3, §15.8, §15.9; K. A. Stroud,
Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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