MATEMATYKA @ 3.1

Reguta tancuchowa,
ekstrema i mnozniki
Lagrange'a w

wielu zmiennych

W lekcji 1.4 poznate$ pochodne czastkowe i gradient. Tu robimy
z nich narzedzia. Reguta tancuchowa méwi, jak szybko zmienia
sie temperatura, ktora czuje termometr niesiony przez wiatr.
Test drugiej pochodnej odréznia dno doliny od przeleczy, czyli
réwnowage trwalg od nietrwalej. Mnozniki Lagrange'a
rozwigzuja problemy z wiezami: najtansza puszka o danej
objetosci, najblizszy punkt ptaszczyzny, rozktad, ktory
maksymalizuje entropie. Wszystkie trzy narzedzia zaczynajq sie
od jednego faktu: w pierwszym przyblizeniu zmiana funkcji to
iloczyn skalarny gradientu z przesunieciem.
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o Prolog: najtansza puszka

Producent napojow chce puszke o objetosci 330 ml, zuzywajaca jak
najmniej blachy. Puszka to walec o promieniu r i wysokosci h. Pole @
powierzchni (blacha) to A = 2772 4 27rh: dwa denka i plaszcz.
Objeto$¢ V = nr2h jest ustalona.

W lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce rozwigzaliby$Smy to
tak: z warunku na objeto$¢ wyznaczamy h = V /(7r?), wstawiamy do s -

A iszukamy minimum funkcji jednej zmiennej. Wychodzi h = 2r: ~—
najtansza puszka jest tak wysoka, jak szeroka. Tymczasem

prawdziwe puszki sg wyraznie wyzsze niz szerokie (zmierz swoja). Czy producenci nie umieja
liczyé?

Pytanie na start. Co trzeba zmieni¢ w modelu, zeby wyszta puszka wyzsza niz szeroka? Podpowiedz: wez
puszke do reki i porownaj sztywnosc denka i scianki. Odpowiedz w przykiadzie 3.1.

Wyznaczenie jednej zmiennej z warunku dziala tu, bo warunek jest prosty. Przy trudniejszych
wiezach (punkt na elipsoidzie, kilka warunkow naraz) przestaje dziataé¢. Cze$¢ 3 da metode, ktéra
dziala takze przy trudnych wiezach i przy okazji moéwi, ile kosztuje kazdy dodatkowy mililitr.
Najpierw jednak dwa narzedzia, na ktérych ta metoda stoi.

1 Reguta tancuchowa

W lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce zmiana funkcji przy matym przesunieciu dr =
[dz; dy] to rézniczka zupelna df = f,dz + f, dy = Vf - d7 (piszemy krétko f, = 9f/0x). Jesli
punkt porusza sie po krzywej 7(t) = [z(t); y(t)], to w czasie dt przesuwa sie o d7* = #dt. Dzielac
przez di:

e 2
fs REGULA LANCUCHOWA (WIELE ZMIENNYCH)
d oY — Ofdr Ofdy

a0 v®) = 5oy ey a — VT

Kazda zmienna wnosi swéj wktad: pochodna f po tej zmiennej razy tempo zmiany

zmiennej. Dla funkcji trzech zmiennych dochodzi trzeci wyraz. ' por. Stewart §14.5
- J

Stownie: tempo zmian f odczuwane przez poruszajacy sie punkt to sktadowa gradientu wzdtuz
ruchu razy szybkos¢. Ruch wzdiuz poziomicy (¥ L V f) nie zmienia f.
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Przyktad 1.1
Robot na goracej ptycie

Temperatura ptyty to T(z, y) = 100 — z? — 2y? (°C, metry; przyklad 4.1 z lekcji 1.4). Maty robot
pomiarowy jeZdzi po okregu 7(t) = [3 cost; 3sint] (czas w sekundach). Jak szybko zmienia sie
temperatura, ktorq mierzy?

1 VT = [-2z; —4y], P = [—3sint; 3cost].

dT
2 i (—2z)(—3sint) + (—4y)(3 cost) = 18 costsint — 36 sint cost = —9sin 2¢.
dT
L Wynik: i —95sin 2t °C/s; najszybszy spadek, 9°C/s, dlat = w/4it = 5m/4. }

Sprawdzenie: wprost T'(¢) = 100 — 9 cos?t — 18sin® ¢ = 91 — 9sin’¢,a (91 —
9 sin’ t) = —18sintcost = —9sin 2t v. Temperatura jest najwyzsza na osi z (t = 0, 91
°C) i najnizsza na osi y (82 °C), bo w kierunku y ptyta stygnie szybcie;j.

1.1 Pochodna substancjalna

Jesli pole zmienia sie takze w czasie, T'(z, t), to dochodzi wyraz od jawnej zaleznosci od ¢. Dla
punktu poruszajacego sie z predkosciag v = &:

dT 9T  oT

—_— = — — D: &L 4 5. .
7 5 —1—1183c (w3 5 +U-VT)

To pochodna substancjalna (inaczej materialna albo wedrowna): zmiana odczuwana przez obiekt
niesiony z pradem. Pierwszy wyraz to zmiana lokalna (w ustalonym miejscu), drugi to wyraz
konwekcyjny, skutek przemieszczania sie w polu. Ten sam wzor opisuje przyspieszenie czastki
plynu (Dziat 10: Ptyny: ci$nienie, przeptyw, lepkos¢ i sily aerodynamiczne) i transport ciepta.
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Przyktad 1.2
Rano na autostradzie

Rano temperatura rosnie wszedzie o 2 °C na godzine, a na potnoc (os z) spada o 6 °C na kazde 100
km. Samochdd jedzie na pétnoc z predkosciq 90 km/h. Jak zmienia si¢ temperatura za oknem?

1 0T/8t =2°C/h, 0T /0x = —0,06 °C/km, v = 90 km/h.

2 dT/dt=2+90-(—0,06) = 2 — 5,4 = —3,4°C/h.

Wynik: kierowca widzi spadek o 3,4 °C na godzine, choé¢ w kazdym ustalonym
miejscu robi sie cieple;j.

Sprawdzenie: jednostki: 1% . ﬁ = TC v. Samochdd stojacy (v = 0) zobaczyltby +2
°C/h v.

1.2 Zmiana zmiennych i funkcje uwiktane

Ta sama reguta dziala, gdy z i y zaleza od kilku nowych zmiennych. Dla wspétrzednych
biegunowych = r cos 8, y = rsin 0 (lekcja 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne):

of .
o= fzcosO + f,sind,

0

8_5 = —fyrsinf + f,rcosé.
To narzedzie lekcji 3.2 Wspéirzedne biegunowe, walcowe i sferyczne. Drugi wazny przypadek to
funkcja uwiklana: funkcja y(x) zadana réwnaniem F'(z, y) = 0, czyli krzywa. Wzdiuz krzywej F

sie nie zmienia, wiec F, dz + F, dy = 0, czyli

dy F;

w- (Fy #0).

Dla okregu z” + y* = 25 w punkcie (3; 4): dy/dz = —3% = —3, bez rozwigzywania wzgledem y.

Ten sam pomyst daje wzory termodynamiki, gdzie p, V, T wiaze réwnanie stanu (Dzial 9:
Termodynamika i entropia).
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SYMULACJA 1 Punkt porusza sie po okregu na mapie temperatury z przykladu 1.1. Obok
(na waskim ekranie pod mapa): temperatura odczuwana przez punkt w funkcji czasu.
Strzatki pokazuja gradient i predkos$¢; ich iloczyn skalarny to nachylenie wykresu. Gdy
predkos$c jest prostopadla do gradientu (styczna do poziomicy), wykres ma ekstremum.
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— poziomice T == VT = predko$¢ — T(t) wzdtuz drogi

T 88,13 °C VT [-4,95; -6,78] predkosc [-1,69; 2,48] dT/dt=VT-v -8,39 °C/s

Stan na rysunku: R =3,0m, t =0,60 s; T =88,13 °C, dT/dt = VT - v = -8,39 °C/s.

/. ZADANIA - CZESC 1 7 zadan - ok. 45 min

1 Dla f(z, y) = 2*yiz = t*, y = sint oblicz d f /dt reguta tanicuchowa i wprost.

2 Znajdz dy/dz dla krzywej 2° + y® = 9 w punkcie (1; 2).

3 Sprawdz wzér na 8f/0r dla f = z? + y>. Ile wynosi df /06 i dlaczego?

4  Gazdoskonaly: pV = nRT.Wyznacz (g—V)p, <g_£)v’ (g%) i pokaz, ze ich iloczyn to —1.
T

5 Balon meteorologiczny wznosi sie z predkoscig 5 m/s. Temperatura spada z wysokoscia
= 06,5 °C/km, a w ustalonym miejscu ro$nie o 1 °C/h. Jak zmienia sie temperatura
mierzona przez balon (w °C/h)?
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6 Wysokos$¢ terenu to z = f(z, y). Turysta idzie po trasie 7(t). Kiedy idzie po ptaskim,
== kiedy pod gére? Zapisz warunek przez V f i 7.

7  Funkcja f jest jednorodna stopnia k: f(sz, sy) = s*f(z, y) dla kazdego s > 0.
== Rézniczkujac po s w s = 1, pokaz wzér Eulera zf, + yf, = kf. Sprawdz dla f = =’y + °.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Ekstrema bez wiezow

W jednej zmiennej ekstremum gladkiej funkcji wymagato f'(z) = 0 (lekcja 1.4 Rachunek
rézniczkowy w praktyce). W wielu zmiennych: jesli f ma w punkcie wewnetrznym maksimum
lub minimum, to przesuniecie w zadnym kierunku nie zmienia f w pierwszym rzedzie, czyli

Vf -dr = 0 dla kazdego dr. To mozliwe tylko wtedy, gdy
Vf=0.

Taki punkt nazywamy stacjonarnym (u Stewarta: krytycznym). Jak w jednej zmiennej, warunek
jest konieczny, ale nie wystarcza. W dwéch wymiarach pojawia sie nowa mozliwo$¢: punkt
siodlowy, w ktérym w jednym kierunku jest minimum, a w innym maksimum, jak na przeteczy
gorskiej.

2.1 Test drugiej pochodnej

O tym, co dzieje sie w punkcie stacjonarnym, decydujg drugie pochodne. Zastosujmy wzor
Taylora z lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce do funkcji jednej zmiennej p(s) = f(zo +
sdz, yo + sdy). Z reguty tanicuchowej ¢’ (0) = V£ - [dz; dy] = 01 ¢”"(0) = fux dz® + 2f4y dz dy +
fyy dy?, wiec

f(zo +dz, yo + dy) ~ f(zo, yo) + % (fm da® + 2foydzdy + fyy dy2) .

Wyrazy drugiego rzedu uktadajq sie w macierz Hessego (hesjan) H = (?’m ?y) , symetryczna z
Ty vy

twierdzenia Schwarza. Znak nawiasu dla wszystkich kierunkéw rozstrzyga:
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e M
58 TEST DRUGIEJ POCHODNEJ (DWIE ZMIENNE)

2

W punkcie stacjonarnym niech D = det H = f,, f,, — f3,-

* D >0i fy; > 0: minimum lokalne;

e D>0ifs, <0:maksimum lokalne;

e D < 0: punkt siodlowy;

®* D = 0: test nie rozstrzyga. por. Stewart §14.7

- J

Skad to? D to iloczyn, a fz. + fyy to suma warto$ci wlasnych H (lekcja 2.3 Wartosci i wektory
wlasne). Minimum to dno doliny: f ro$nie we wszystkich kierunkach, czyli obie wartos$ci wiasne
sa dodatnie. Wtedy D > 0, a suma fy; + fyy > 0. Gdy D > 0, mamy fu, fyy > f2, > 0, WieC fozr 1 fyy
maja ten sam znak co ich suma; dlatego wystarczy sprawdzi¢ znak f,,. Maksimum: obie ujemne.
Siodlo: rézne znaki, wiec D < 0. Kierunki wlasne H to osie gléwne doliny lub przeteczy. W fizyce
minimum energii potencjalnej to rownowaga trwala, a siodlo to rownowaga nietrwata, z ktorej
uktad ucieka wzdluz wektora wlasnego o ujemnej wartosci wtasne;j.

Przyktad 2.1
Minimum funkcji kwadratowej
Znajd# i sklasyfikuj punkty stacjonarne f = z* + zy + y* — 3z.

1 fo=224+y—-3=0, fy=2+2y=022=2,y=—1.

2 H:(? ;) D=3>0, fro=2>0.

[ Wynik: minimumw (2; —1), f=4—-2+1—-6 = —3. j

Sprawdzenie: wartosci wlasne H to 3i1 (ta sama macierz co w lekcji 2.3), obie
dodatnie v. Prébny punkt (2; 0): f=44+0+0—-6=—-2> -3 v.
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Przyktad 2.2
Minimum i siodto
Sklasyfikuj punkty stacjonarne f = x® — 3z + y>.
1 fr=322—-3=0, f, = 2y = 0: punkty (1; 0)i(—1; 0).
2 feo=62,fpy =2, fr, =0.W (1 0:D=12>0, f,, =6 >0.W(—1; 0): D = —12 < 0.

[ Wynik: minimum lokalne f(1; 0) = —2isiodlow (—1; 0), f = 2. ]

Sprawdzenie: wzdluz osi z w poblizu z = —1 funkcja 3 — 3z ma maksimum, a
wzdhuz y funkcja y*> ma minimum: doktadnie siodto v'. Minimum jest tylko lokalne,
bodlaxz - —oco f — —o0.
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SYMULACJA 2  Mapa poziomic w poblizu punktu stacjonarnego. Wybierz funkcje: dolina
(minimum), szczyt (maksimum), przetecz (siodlo) albo przypadek D = 0. Przeciagaj
punkt i patrz na gradient: w punkcie stacjonarnym znika. Zielone strzatki to kierunki
wlasne hesjanu.

I

\ 4

— poziomicef — Vf — kierunki wtasne H
f w punkcie 1,960 Vi [2,60; 2,20] Hw(@;0 (21| 1 2) D=detH 3
w (0; 0) minimum

Dolina: obie wartosci wtasne H dodatnie, D > 0, f rosnie w kazdym kierunku od zera.

Stan na rysunku: f = x2 + xy + y?, punkt [1,00; 0,60], Vf = [2,60; 2,20]; w (0; 0):
minimum (D = 3).

2.2 Najmniejsze kwadraty

Wazne zastosowanie: dopasowanie prostej do pomiardw. Dla punktow (z;; y;) szukamy prostej
y = ax + b, dla ktérej suma kwadratéw odchylen

S(a, b) = Z(yz — az; — b)?

i
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jest najmniejsza. S jest funkcja dwoch zmiennych a, b. Warunek 05/0a = 05 /9b = 0 daje uktad
liniowy (ré6wnania normalne):

aZm?—l—bZazi:inyi, az:pi—l—bn:Zyi.
Dla punktéw (0; 1), (1; 3),(2; 4),(3; 6): > z; =6, > 22 =14, > y; = 14, > z;y; = 29, wiec 14a +

2 .
6b=29,6a+4b=14ia =1,6,b=1,1. Hesjan S to 2 (% a;l anz> , Z dodatnim wyznacznikiem,

gdy nie wszystkie z; sa rowne, wiec to rzeczywiscie minimum. Statystyke takiego dopasowania
omawia lekcja 5.2 Statystyka pomiaréw i dopasowania.

/. ZADANIA - CZESC 2 7 zadan - ok. 50 min

1 Sklasyfikuj punkt stacjonarny (0; 0) funkcji z* + 332, —z* — 9%, z° — 9%, zv.

2 Znajdz punkty stacjonarne f = z? + y* — 2z + 4y + 1iich charakter.

3 Czastka porusza sie w plaszczyznie z energia potencjalna U = 22 —zy + %> — =
== (jednostki umowne). Znajdz polozenie rownowagi. Czy jest trwata?

4 Funkcje z* +y*, —z* — y*iz* — y* maja w (0; 0) punkt stacjonarny z D = 0. Co tam
“=  maja naprawde?

5 Sprawdz dopasowanie prostej z cze$ci 2.2: oblicz S dlaa = 1,6, b = 1,1 i dla prostej przez
== pierwszy i ostatni punkt.

6 Znajdz najwieksza i najmniejsza warto$¢ f = z? + y?> — z na kwadracie0 < z < 1,0 <
-n Y S 1.

7  Pokaz, ze dla punktéw (z;; y;) prosta najmniejszych kwadratéw przechodzi przez punkt
e Sredni (Z; 7).

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Ekstrema z wiezami: mnozniki Lagrange'a

Szukamy ekstremum f(z, y), ale tylko wéréd punktow, ktore spetniaja warunek (wiez) g(z, y) =
c. Punkty te tworza krzywa. Idzmy wzdluz niej i patrzmy na poziomice f. Jesli krzywa przecina
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poziomice pod katem, to idac dalej, przejdziemy na wyzsza
poziomice, a cofajac sie, na nizsza: to nie jest ekstremum.
Ekstremum moze by¢ tylko tam, gdzie krzywa wiezéw dotyka
poziomicy f. A tam obie krzywe maja wspolna styczna, wiec ich
normalne V f i Vg sa réwnolegte.

4 —
58 METODA MNOZNIKOW LAGRANGE'A

Jesli f i g maja ciagle pochodne, a f ma ekstremum lokalne na zbiorze g(z, y, z) = cw
punkcie, w ktérym Vg # 0, to dla pewnej liczby A
Vf=AVg, g=c.

Dla n zmiennych to uktad n + 1 réwnan z n + 1 niewiadomymi (dla trzech: z, y, z, A).
Liczba A to mnoznik Lagrange'a. Przy kilku wiezach: Vf = A;Vg; + A3Vgy + ...
por. Stewart §14.8

- J

*

Mnoznik ma sens: \ = 1 gdzie f*(c) to wartos$¢ ekstremalna przy wiezie g = ¢. Méwi, o ile

c )
zmieni sie najlepszy wynik, gdy wiez poluzujemy o jednostke. W ekonomii to ,,cena ukryta”, w
mechanice A\Vg to sita reakcji wiezédw, a w fizyce statystycznej mnozniki przy wiezach na energie
iliczbe czastek okazuja sie zwigzane z temperatura i potencjatem chemicznym (Dziat 9:

Termodynamika i entropia).
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Przyktad 3.1
Puszka z prologu

Zminimalizuj A = 27r? + 2nrh przy V = wr?h = 330 cm?®. Potem uwzglednij, Ze denka sq c razy
grubsze niz $cianka: A. = 2cmr? + 2wrh.

1 VA= [4nr + 27h; 27|, VV = [2nrh; 7r?).

2 Druga sktadowa: 2r = A2, wiec A = 2/r. Pierwsza: 4nr + 2wh = % - 2wrh = 4wh,
wiec h = 2r.

3 Zwiezu: 2nr® = 330, 7 = 4/330/(27w) ~ 3,74 cm, h ~ 7,49 cm, A = 67r? ~ 264 cm?.

4  Zgrubszymi denkami ten sam rachunek dajeh = 2cr.Dlac = 2:r =~ 2,97 cm, h ~ 11,9
cm.

Wynik: przy jednakowej blasze h = 2r (wysoko$¢ réwna $rednicy). Grubsze denka
(musza wytrzymac ci$nienie i otwieranie) wydtuzajg optymalna puszke: h = 2cr.
Model z ¢ ~ 2 daje ksztatlt bliski prawdziwej puszce, choé w praktyce licza sie tez
ergonomia, transport i tradycja.

Sprawdzenie: A = 2/r =~ 0,534 cm? /cm?. Wprost: najmniejsze pole w funkcji
objetosci to A*(V) = 3(2m)'/3V?/3, ajego pochodna w V' = 330 wynosi 0,534 v.
Kazdy dodatkowy mililitr kosztuje okoto po6t centymetra kwadratowego blachy.
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Przyktad 3.2
Najblizszy punkt ptaszczyzny
Znajdz punkt ptaszczyzny x + 2y + 2z = 9 najblizszy poczqtkowi ukiadu.

1 Minimalizujemy kwadrat odlegtosci f = z? + y? + 22 (prostszy niz pierwiastek, to
samo minimum) przy g = = + 2y + 2z = 9.

2 Vf=2[z; y; z] = A[1; 2; 2]: punkt lezy na prostej [z; y; 2] = s[1; 2; 2].

3  Wiez:s +4s+4s =9, s = 1: punkt (1; 2; 2).

[ Wynik: (1; 2; 2), odleglos¢ 3. J

Sprawdzenie: (1; 2; 2) spelnia rownanie ptaszczyzny (1 + 4 + 4 = 9), a wektor do
niego jest rownolegly do normalnej [1; 2; 2]. Odlegtos¢ to rzut dowolnego punktu
plaszczyzny, np. (9; 0; 0), na normalng jednostkowa: 9/y/1 +4+4 =3 v
(uogodlnienie wzoru na odlegto$¢ punktu od prostej z lekcji 0.4 Geometria
analityczna i krzywe stozkowe). Geometrycznie: najkrotsza droga do ptaszczyzny
biegnie wzdluz jej normalnej, czyli Vg.
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SYMULACJA 3  Poziomice funkcji f i krzywa wiezéw g = c. Przesuwaj punkt wzdiuz
krzywej. Strzatki to V f i Vg; maja stalg dlugos¢ i pokazuja tylko kierunek. W ekstremum
sg rownolegte, a krzywa wiezow dotyka poziomicy. Odczyt pokazuje wtedy A, czyli ile
razy V f jest dluzszy od Vg (ze znakiem).

y ]

/

-3 -2 -1 0 1 2 3

>

— poziomicef — wiezg=c — Vf — Vg

punkt [2,14; 0,66] f 3,458 kat miedzy Vfa Vg 46,2° A (gdy rownolegte) —

Krzywa wiezow przecina poziomice f pod katem: przesuwajac sie wzdtuz niej, w jedng strone
zwiekszasz f, w druga zmniejszasz.

Stan na rysunku: f = x + 2y, x2 + y?2 = 5; punkt [2,14; 0,66], f = 3,458, kat miedzy Vi
a Vg 46,2°.

/. ZADANIA - CZESC 3 7 zadan - ok. 55 min

1 Znajdz najwieksza wartos$¢ zy przy « + y = 10 metoda Lagrange'a i podstawianiem.

2 ZnajdZz najwieksza i najmniejszq warto$¢ f = x + 2y na okregu z2 + y? = 5.
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Prostopadto$cienne pudetko bez wieczka ma objetos¢ 32. Jakie wymiary minimalizuja
zuzycie materiatu?

Wpisz w elipse %—2 + y; = 1 prostokat o bokach réwnolegtych do osi i najwiekszym polu.

Sprawdz interpretacje A w zadaniu 3.1: zastap warunek przez z + y = ¢, znajdz f*(c) i
porownaj df*/dcz A.

Gdzie na hiperboli zy = 1 (dla z > 0) lezy punkt najblizszy poczatkowi ukiadu?

Zdarzenie ma n mozliwych wynikow z prawdopodobienstwami py, ..., p,. Znajdz
rozktad o najwiekszej entropii S = — > . p;Inp; przy > . p; = 1.

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

4

X

Btedne intuicje

»V f = 0, wiec mamy ekstremum.”

Albo siodlo. W wielu wymiarach siodla sa typowe: z? — y> ma Vf = 0 w zerze i nie ma
tam ani minimum, ani maksimum.

~Wystarczy sprawdzi¢ f,. i f,,.”

Nie: f = 2 + 3zy +y* ma fur = fyy =2 >0,aD = 4 — 9 < 0, wiec w zerze jest siodlo.
Wzdtuz prostej y = —z funkcja to —z2.

»D = 0 znaczy, ze nie ma ekstremum.”

Znaczy tylko, ze test nie rozstrzyga. z* + y* ma D = 0 i ewidentne minimum.

»Ekstremum na zbiorze to zawsze punkt stacjonarny.”

Na zbiorze domknietym i ograniczonym (np. kwadracie) ekstremum moze leze¢ na
brzegu, gdzie gradient wcale nie znika (maksimum w zadaniu 2.6). Trzeba osobno
zbadac brzeg.
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x ,Rownania Lagrange'a daja od razu maksimum.”

Daja kandydatow: maksima, minima i punkty, w ktérych krzywa wiezéw dotyka
poziomicy, ale nie jest ekstremum. Trzeba poréwnaé wartosci (zadanie 3.2: +51i —5).

x ,,Pochodne czastkowe mozna skracac jak utamki.”

Nie mozna: w zadaniu 1.4 iloczyn trzech ,utamkéw”, ktére pozornie sie skracaja, daje —1
. Zawsze pamietaj, ktéra zmienna jest trzymana jako stata.

5 Sprawdz sie

e ™
1 Jakzapisa¢ df/dtdla f(z(t), y(t)) przez gradient?
Vf-r.
- J
e ™

2  Co mierzy pochodna substancjalna?

Zmiane wielko$ci odczuwang przez obiekt poruszajacy sie w polu: 97 /0t + v - VT.

- J
e ™
3 Jaki warunek spelnia punkt stacjonarny?
Vf=0.
. J
e ™

4  Cooznacza D < 0w tescie drugiej pochodnej?

Punkt siodlowy.

5 Jaki jest geometryczny sens warunku V f = AVg?

Krzywa (powierzchnia) wiezéw jest styczna do poziomicy f.

6 Comoéwi wartos¢ mnoznika \?

O ile zmienia sie warto$¢ ekstremalna przy zmianie wiezu o jednostke: A = df*/dec.

7  Gdzie jeszcze trzeba szuka¢ ekstremum funkcji na zbiorze domknietym?

Na brzegu zbioru.
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I 4 ° °
6 Karta wzorow i co dalej
4 N
REGULA tANCUCHOWA EKSTREMA
d . ; . _nq
o F(t) = V- F = fai + fui) + f-2 punkt stacjonarny: Vf =0
. ar  or D = fuafy — f2,0 D >0, for > 0 min;
substancjalna: —- = —- +9- VT D >0, fop < Omax; D < 0siodlo; D =0
biegunowe: f, = f, cos + f,siné ?
uwiklana F(z, y) = 0: d_y _ B zbiér domkniety i ograniczony: wnetrze +
dz F, brzeg + wierzcholki
. . L (OV 9 0, o : . _ — e — *
0 sie nie skraca: (a_T)p (a_ig)v (5‘%)1" =-1 wiezy: Vf = AVyg, g =c; A =df*/dc
najmniejsze kwadraty: 05/0a = 05/0b =
0
- J

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* J. Stewart, Multivariable Calculus: §14.5 (regula tancuchowa, funkcje uwiklane), §14.7
(ekstrema, test drugiej pochodnej, ekstrema na zbiorach domknietych), §14.8 (mnozniki

Lagrange'a, takze z dwoma wiezami).

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: rozdzialy o pochodnych czastkowych i ekstremach

funkcji dwoch zmiennych.

Reguia taricuchowa da w lekcji 3.2 Wspodtrzedne biegunowe, walcowe i sferyczne gradient we
wspdtrzednych biegunowych i sferycznych, a w 3.3 Catki podwdjne i potréjne jakobian. Szukanie
ekstremum funkcji wielu zmiennych przejdzie w rachunku wariacyjnym (6.1 Rachunek

wariacyjny) w szukanie ekstremum funkcjonatu, czyli calej krzywej, a mnozniki Lagrange'a wrocq

tam przy wiezach. Test drugiej pochodnej to w fizyce stabilnos¢ réwnowagi, a przy uktadach

dynamicznych stabilnosc¢ punktow statych (4.6 Uktady nieliniowe, ptaszczyzna fazowa i

stabilnosc).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. 2zy - 2t + z?cost = 4t3sint + ¢! cost. Wprost: % (t4 sint) daje to samo.

_ 3z
Y

N
w|w
o

ol
N

3.2z cos @ + 2ysin@ = 2rcos? f + 2rsin®f = 2r v (bo f = r2). df /00 = —2zrsinf + 2yr cos§ = 0: f jest
stata na okregach.

nR  V (_nRT\ _ _nRT _
4'p nR ( VZ)_ pV L.

5.v = 18 km/h, wiec 1 + 18 - (—6,5) = —116 °C/h, czyli okoto —1,9 °C/min. Efekt ruchu catkowicie
dominuje.

6.4 =V - 7: plasko, gdy 7 L Vf (idzie po poziomicy); pod gore, gdy Vf - 7 > 0 (kat z gradientem
mniejszy niz 90°).

7. Lewa strona po s: zf,(sz, sy) + yf,(sz, sy); prawa: ks* 1 f. Ws = l: zf, + yf, = kf.Dla f = 2%y + ¢*
(k= 3):z-2zy + y(z® + 3y?) = 3x%y + 3y> = 3f v.

Zadania - czesc 2

1. Minimum (D = 12), maksimum (D = 4, f,, < 0), siodlo (D = —4), siodlo (D = —1;to 2> — ¢?
obrocone o 45° i pomnozone przez %).

2.(1; —2), minimum, f =1+4 — 2 — 8 + 1 = —4. (Uzupelnienie do kwadratu: f = (z — 1) + (y + 2)? —
4)

2 -1
3.2x—y—1:0,—m+2y:0:(§; )Hz( 1 2),D:3>O,Um>0:minirnurn,rc’>wnowaga

1
3
trwala.

4. Minimum, maksimum, siodto. Test drugiej pochodnej nic nie méwi, trzeba patrzeé na wyrazy
wyzszego rzedu (albo na sama funkcje).

5. Reszty —0,1; 0,3; —0,3; 0,1, S = 0,2. Prosta przez (0; 1)i(3; 6):y = 22 + 1, reszty 0; }; —£;0, S =
0,22 > 0,2 v.

~
~

o

6. Wnetrze: Vf = [2z — 1; 2y] = 0 tylko w (1; 0), ktéry lezy na brzegu, wiec we wnetrzu nie ma
punktéw stacjonarnych. Boki: y = 0: 2° — z, minimum —fwz = 4; y =Lz’ —z+ 1€ [%; 1]; z =01
z = 1:9? € [0; 1]. Wierzcholki: f(0; 0) =0, f(1; 0) =0, f(0; 1) = 1, f(1; 1) = 1. Minimum —1 w (}; 0)
, maksimum 1w (0; 1)i(1; 1).

7. Drugie rOwnanie normalne podzielone przez n: aZ + b = §.
Zadania - czes¢ 3
1. [y; ] = A[1; 1], wiec z = y = 5, zy = 25. Podstawiajac y = 10 — z: 10z — 2*, maksimum wz = 5 v.

2. [1; 2] = A[2z; 2y]: wektor potozenia réwnolegty do [1; 2], czyli £(1; 2). Maksimum 5, minimum —5.
(Tez z iloczynu skalarnego: f = [1; 2] -7 < v/5 - /5.)
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3. Pole ab + 2ac + 2bc, wiez abc = 32. Z symetrii i rOwnan Lagrange'aa =b = 2c:a =b =4, c = 2, pole
16 + 16 + 16 = 48.

4. Pole 4zy. [4y; 4z] = A [%’”; g] daje %2 = 942

opisanego 6 - 4).

1x= %, y = /2, pole 12 (potowa pola prostokata
5.f*=¢c%/4, df*/de=c/2 =5dlac=10.Zréwnai: A =y = 5 .
6. [2z; 2y] = A[y; z], wiec 2% = %, aprzy zy = 1, > 0: (1; 1), odlegtosé v/2.

7. —Ilnp; — 1 = X dla kazdego i, wiec wszystkie p; sa réwne: p; = 1/n, S = Inn. Rozklad jednostajny
odpowiada najwiekszej niewiedzy. Gdy dotozy¢ wiez na érednia energie > p; E; = E, wychodzi p; o
e PFi: rozktad Boltzmanna, gdzie § to drugi mnoznik (Dziat 8: Ciepto i teoria kinetyczna).

Matematyka - Reguta tancuchowa, ekstrema i mnozniki Lagrange'a w wielu zmiennych. Zrédta: 3. Stewart, Multivariable Calculus, wyd. 7, §14.5, §14.7,
§14.8; K. A. Stroud, Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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