Wartosci i
wektory wtasne

Wiekszo$¢ wektoro6w macierz obraca i rozciaga naraz. Niektére
tylko rozciaga, bez zmiany kierunku. To sg wektory wlasne, a
wspolczynnik rozciggniecia to wartos¢ wiasna. Brzmi jak
ciekawostka, a jest jednym z najwazniejszych narzedzi fizyki.
Dwa sprzezone wahadla, struna, czgsteczka, most i atom maja
swoje ,ruchy wlasne” o okreslonych czestosciach, i kazdy inny
ruch jest ich suma. Ta lekcja pokazuje, jak takie kierunki
znalez¢, co daja w rachunkach i dlaczego w fizyce stoja za
kazdym widmem czestosci.
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o Prolog: dwa wahadta i sprezyna

Dwa jednakowe wahadla wiszg obok siebie, a ich ciezarki taczy staba

sprezyna. Odchyl jedno i pus¢, drugie zostaw w spokoju. Pierwsze
zaczyna sie wahad, ale jego wahania powoli stabna, a drugie sie
rozkotysze. Po chwili pierwsze prawie stoi, a calg energie ma drugie.

Potem energia wraca. Ruch wyglada skomplikowanie: zadne z |
wahadel nie drga ze stala amplituda. by

v

Feynman (49-4) stawia inne pytanie: czy istnieja takie ruchy, w ktérych oba wahadta drgaja
harmonicznie z tq samq czestoscia? FLP I-49-4 Sg dwa. Gdy wahadla odchylimy jednakowo w te
sama strone, sprezyna sie nie rozcigga i kazde wahadlo drga jak swobodne, z czestos$cia wy. Gdy
odchylimy je jednakowo w przeciwne strony, sprezyna (raz rozciagnieta, raz $ci$nieta) pcha albo
ciagnie kazde z nich ku jego potozeniu rownowagi, czyli doktada sie do sity powrotnej, wiec
drgaja szybciej. Te dwa ruchy to mody normalne (inaczej: drgania wlasne). Feynman nie omawia
tu dudnien, ale tatwo je teraz zrozumie¢: dziwny ruch z poczatku to po prostu suma modow, a
dwa drgania o bliskich czestosciach daja dudnienia (lekcja 0.3 Trygonometria i funkcje
hiperboliczne).

Pytanie na start. Jak znalezc takie ,,dobre” ruchy dla trzech wahadel, dla dziesieciu, dla czqsteczki z
kilkunastoma atomami? Zgadywanie przestaje dziatac. W czesci 4 zobaczysz, Ze to zawsze ten sam
problem: znalez( kierunki, ktore pewna macierz tylko rozcigga.

1 Kierunki, ktore macierz tylko rozciaga

~ )
58 DEFINICJA - WARTOSC I WEKTOR WLASNY

Niezerowy wektor v jest wektorem wlasnym macierzy kwadratowej A, a liczba A jej
wartoscia wlasna, jesli

Av = v,
& J

SN
h
ol

Przeksztalcenie A nie zmienia kierunku v, tylko mnozy go przez A: wydtuza (A > 1), skraca (0 <

A < 1), odwraca zwrot (A < 0) albo zeruje (A = 0). Jesli ¥ jest wektorem wlasnym, to 201 —o tez (z
ta sama \), wiec whasciwie chodzi o kierunki wtasne. Wektor zerowy wykluczamy, bo A0 = A0 dla
kazdej A i nic by to nie méwito.

Przypomnij sobie przyklad 3.1 z lekcji 2.2 Przeksztalcenia liniowe: obroty, zmiana bazy,

transformacja Lorentza. Macierz A = G ;) ma A[l; 1] = [3; 3] = 3[1; 1]i A[-1; 1] = [-1; 1].

Wektory [1; 1]i[—1; 1] sa wlasne, z warto$ciami 3 i 1. W bazie z tych wektoréw macierz stata sie
przekatniowa. To nie przypadek, tylko gtéwny powdd, dla ktérego wartosci wiasne sa wazne
(czes¢ 3).
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Kilka przeksztalcen z lekcji 2.2 ma kierunki wlasne widoczne gotym okiem:

Odbicie wzgledem prostej: wektory na prostej sie nie zmieniaja (A = 1), prostopadie
zmieniajg zwrot (A = —1).
Rzut na prosta: wektory na prostej zostaja (A = 1), prostopadte gina (A = 0).

Scinanie <(1) I;) : tylko o$ z zostaje na miejscu (A = 1). Drugiego kierunku wlasnego nie

ma.
Obro6t o kat r6zny od 0° i 180°: Zaden niezerowy wektor plaszczyzny nie zachowuje
kierunku. Rzeczywistych wektoréw wlasnych nie ma (ale zespolone sa, czes¢ 2).
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SYMULACJA 1 Wektor ¥ obiega okrag jednostkowy, a obok rysujemy jego obraz Av. Na
ogo6t wskazuja w rozne strony. Tam, gdzie sa rownolegle, ¥ jest wektorem wlasnym
(zielone proste). Zmieniaj macierz, przeciagajac jej kolumny, i szukaj kierunkéw
wlasnych. Przy obrocie ich nie znajdziesz.

\ 4

— v — A.v == kierunkiwtasne = = obraz okregu
A(2,01,06] 1,0 2,0) slad 4,00 det 3,00 wartosci wtasne A 3,000; 1,000

kat miedzyva A-v 16,2°

Obracaj v i patrz, kiedy A-v wskaze ten sam (albo przeciwny) kierunek. To zdarza sie doktadnie na
zielonych prostych.

Stan na rysunku: A = (2,0 1,0 | 1,0 2,0), wartosci wiasne 3,000; 1,000; v pod katem
20°.,

/. ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 25 min
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Ktére z wektorow [1; 0], [1; 1], [1; —1] sa wektorami wiasnymi macierzy (g ;) ?Z

jakimi wartosciami wilasnymi?

Podaj wartosci i wektory wlasne macierzy (g _03) , macierzy jednostkowej I i

macierzy zerowe;j.

3 Bezrachunkéw podaj wartosci i wektory wiasne rzutu na prosta y = « i odbicia

wzgledem tej prostej. Sprawdz na macierzach % (i i) (rzut) i O(45°) (odbicie) z lekcji

2.2 Przeksztalcenia liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza.

4 Pokaz, ze jedli AT = MU, to A’T = A\?4, a dla odwracalnej A takze A1 = A~'4.

5 Pokaz, ze 0 jest wartos$cia wiasng A wtedy i tylko wtedy, gdy det A = 0.

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

2 RoAwnanie charakterystyczne

Jak znalezé ), nie zgadujac? Przepiszmy definicje jako A7 — A7 = 0, czyli (A — AI)# = 0. To uktad
jednorodny. Ma zawsze rozwiazanie ¥ = 0, a nas interesuje niezerowe. Z lekcji 2.1 Macierze,
wyznaczniki i uktady rownan wiemy, kiedy takie istnieje: gdy wyznacznik macierzy uktadu jest
zerem.

~ )
st ROWNANIE CHARAKTERYSTYCZNE

det(A — A\I) = 0.
Lewa strona to wielomian stopnia n zmiennej A (wielomian charakterystyczny). Jego
pierwiastki to wartosci wlasne. Dla kazdej z nich wektory wlasne to niezerowe
rozwiazania uktadu (4 — AI)% = 0.
Dla2 x 2: \2 — (tI‘A) A+detd = 0, WiQC A+ Ao = tI‘A, Ao = det A.
- J

Wzory na sume i iloczyn to wzory Viete'a z lekcji 0.2 Réwnania, nieréwnosci, wielomiany i utamki
proste. Daja szybkie sprawdzenie kazdego rachunku. W zadaniu 3.6 lekcji 2.2 Przeksztalcenia
liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza pokazalisSmy, ze $lad i wyznacznik nie
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zaleza od bazy. Teraz widac¢ dlaczego: sa zbudowane z warto$ci wlasnych, a te opisujg samo
przeksztalcenie, nie jego zapis.

Przyktad 2.1

Krok po kroku dla 2 x 2

Znajdz wartosci i wektory wlasne A = <;1 ;) .

1 trA=17,det A =10, wiec A2 — TA+10=0i); =5, \y = 2.

-1 1

2 —F-A_FBT —
A =5:A 51_<2 o

) . Oba wiersze méwia z = y (drugi to pierwszy razy —2),
wiec ¥; = [1; 1].

2 1

3 A2:2:A—2I:<2 .

>, réwnanie 2z +y = 0, wiec Uy = [1; _2]_

[ Wynik: A\ =52z [1; 1], Ao =22 [1; —2]. j

Sprawdzenie: A[1; 1] = [5; 5] v, A[1; —2] = [2; —4] =2[1; —2] v;5+2=T=1tr A4,
5-2 =10 =det A v.Wiersze A — AI zawsze musza wyj$¢ proporcjonalne. Jesli nie
wychodza, ) jest Zle policzona.

2.1 Wartosci zespolone: obrot

Dla obrotu R(f) mamy tr R = 2cosf, det R = 1, wiec A2 — 2Xcosf + 1 =01
A =cosf +isinf = ™.

Warto$ci wlasne obrotu to liczby zespolone z lekcji 1.7 Liczby zespolone i fazory, lezace na okregu
jednostkowym pod katem +6. Wektory wiasne tez sa zespolone: dla R(90°) i A = i jest to [1; —i],
bo R(90°)[1; —i] = [¢; 1] =i [1; —i]. Wielomian o wspélczynnikach rzeczywistych ma pierwiastki
nierzeczywiste w parach sprzezonych, wiec wartosci wlasne macierzy rzeczywistej tez wystepuja
parami: A i \. Dla rzeczywistej macierzy 2 x 2 zespolone warto$ci wtasne oznaczaja, ze zaden
kierunek nie jest zachowany: w odpowiednio dobranej (na ogdt nieprostopadtej) bazie macierz to
obrét o arg A potaczony ze skalowaniem |A|. W réwnaniach ruchu oznaczaja drgania (lekcja 4.5
Uklady réwnan liniowych i przestrzen stanow).

2.2 Wartosci wielokrotnei 3 x 3

Scinanie <(1] i) ma wielomian (A — 1)%: wartoé¢ wtasna 1 jest podwdjna, a kierunek wtasny tylko

jeden (0$ z). Takiej macierzy brakuje wektoréw wiasnych. Za to I tez ma podwdjna wartos¢ 1, a
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wektorem wlasnym jest kazdy wektor. Krotnos$¢ pierwiastka nie mowi wiec, ile jest niezaleznych
wektoréw wilasnych.

Przyktad 2.2

Macierz3 x 3

2 0 O
Znajdz wartosci i wektory wlasne A= |0 3 4
0 4 -3

1 Rozwiniecie Laplace'a wzgledem pierwszego wiersza: det(4 — AI) = (2 — X)[(3 —
A)(=3 =) — 16] = (2 — A)(A* — 25).

2  Wartosci wlasne: 2, 5, —5.

3 A=2:7=[1; 0; 0] (pierwsza kolumna A to 27). A = b: z drugiego wiersza A — 5I:
—2y + 4z = 0, wiec [0; 2; 1]. A = —5: 8y + 4z = 0, wiec [0; 1; —2].

[ Wynik: 2z [1; 0; 0], 5z[0; 2; 1], =5z [0; 1; —2]. J

Sprawdzenie: suma2+5—5=2=trA v,iloczyn2-5-(—5) = —50 = det A v. Trzy
wektory wtasne sa do siebie prostopadle. To nie przypadek: A jest symetryczna
(czesc 3).

/. ZADANIA - CZESC 2 6 zadan - ok. 45 min
1 oy , .. 5 2
Znajdz wartosci i wektory wiasne 9 9]
2 . 12 L. . .. .(2 b .
Znajdz wartosci i wektory wlasne macierzy tréjkatne;j 0 3/ Co zauwazasz?
3 . 12 L. 1 - .. . P .
Znajdz wartosci wiasne 1 1) Zapisz je w postaci wyktadniczej i zinterpretuj
przeksztalcenie.
4

Pokaz, ze Scinanie <(1) If) , k # 0, ma tylko jeden kierunek wtasny.
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. Ile niezaleznych wektoréw wiasnych ma

O = N
w o o

1
« Znajdz wartosci i wektory wiasne | 2
0

warto$é¢ wlasna 3?

6 Pokaz, ze dla macierzy 2 x 2 wielomian charakterystyczny to A2 — (tr A)\ + det A. Kiedy
==  wartos$ci wlasne sg zespolone?

moo podstawowe mmo Srednie saa feynmanowskie

3 Diagonalizacja i potegi macierzy

Jesli macierz n x n ma n niezaleznych wektoréw wiasnych, uzyjmy ich jako bazy. W tej bazie
przeksztalcenie tylko rozciaga kazda o$, wiec jego macierz jest przekatniowa (diagonalna), a na
przekatnej stoja wartosci wiasne. Z zamiany bazy z lekcji 2.2 Przeksztalcenia liniowe: obroty,
zmiana bazy, transformacja Lorentza:

~ N
sh DIAGONALIZACIJA

A1
A=PDP!, P=1[0,0,...7,, D=
An

Kolumny P to wektory wiasne, w tej samej kolejnosci co wartosci wlasne w D.
Wystarczy (ale nie jest konieczne), zeby macierz miata n réznych wartosci wtasnych
(w razie potrzeby zespolonych).

o J

Do czego to stuzy? Potegi macierzy przekatniowej liczy sie trywialnie, a w iloczynie A" =
(PDP~Y)(PDP1)-.-$rodkowe P~!P sie skracaja:

A" = pPD"P D™ = diag(\}; ... ; A).

Dla duzego n wygrywa warto$¢ wlasna o najwiekszym module: A" ustawia sie wzdtuz jej
wektora wlasnego, a dlugo$¢ mnozy sie mniej wiecej przez |Amax| W kazdym kroku. Warunki:
jedna wartos¢ witasna ma modut scisle najwiekszy, a ¥ ma sktadowa wzdtuz jej wektora wtasnego.
Gdy najwiekszy modul maja dwie wartosci (np. para zespolona albo +)), kierunek sie nie ustala.
Na tym dziala metoda potegowa, ktérg komputery szukajq najwiekszej wartosci wiasnej. Ta sama
zasada decyduje o stabilnosci: jesli wszystkie || < 1, to A" — 0.
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Przyktad 3.1
Ciag Fibonacciego bez rekurencji

Cigqg Fo =0, F, =1, F,y1 = F,, + F,,_1. Znajdz wzor na F,.

1 Zapis macierzowy: (Fl’j_,“) = G (1)> (FF” >,wiqc (F;,“) =A" (é), bo [Fi; Fy] =
n n—1 n

[1; 0].

2 A —A—1=0: A\ = 55 ~ 1,618 (zlota liczba), A, = 1555 ~ —0,618. Wektory wiasne
[As 11 [ 1.

3 Rozkladamy [1; 0] w tej bazie: [1; 0] = == ([As; 1] — [Ay; 1]), bo Ay — Ay = /5. Kazda
sktadowa mnozy sie przy kolejnym kroku przez swoja A, wiec A"[1; 0] =

% (AT[A1; 1] — A5[A2; 1]), a F,, to druga wspélrzedna.

AT — A3

Wynik: F, = (wzér Bineta). Poniewaz |A\2| < 1, dla duzych n wystarcza F;, ~

A/+/5.

Sprawdzenie: n = 1: % =1v. n=10: /5~ 55,004, a Fip = 55 v.
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SYMULACJA 2  Metoda potegowa. Kolejne wektory A" (po sprowadzeniu do dilugosci 1)
szybko ustawiaja sie wzdtuz wektora wlasnego o najwiekszej |\|, a stosunek dtugosci
kolejnych wektorow dazy do |Amax|- Gdy obie warto$ci wlasne maja podobny modut,
zbiezno$c¢ jest wolna, a dla wartosci zespolonych kierunek nigdy sie nie ustala.

N /
N 7/
N
N
~
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N\
\
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N
N
N\
N L
A
SN
N
N
N
! X
-2 -1 2
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7’
’
N
V4
VRN
/
/
7’
/
/
/
7
/
/
/
/
/
V4
— A"/ |A"| = = kierunki wtasne =— v

wartosci wtasne A 3,000; 1,000 |A"v] / |A"v| 2,9968

odchylenie od kierunku dominujacego 0,94°

Stan na rysunku: n = 5, wartosci wtasne 3,000; 1,000;

odchylenie od kierunku dominujgcego 0,94°.

3.1 Macierze symetryczne: osie gtéwne

[Anv] / |A"-*v] = 2,9968,

-~

§8 TWIERDZENIE SPEKTRALNE (DLA MACIERZY RZECZYWISTYCH SYMETRYCZNYCH)

Jedli AT = A, to wszystkie warto$ci wlasne s rzeczywiste, a wektory wtasne mozna
wybraé tak, zeby byly wzajemnie prostopadte i miaty dtugoséé 1. Wtedy A = QDQT,
gdzie @ jest ortogonalna (obrét, ewentualnie z odbiciem).

2.3 - Wartosci i wektory wiasne
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Geometrycznie: kazda macierz symetryczna to rozciggniecie wzdtuz n wzajemnie prostopadtych
osi (w przestrzeni: trzech) ze wspéiczynnikami \;, widziane w obréconym uktadzie. Ujemny
wspoltczynnik oznacza tez odbicie. Te osie nazywa sie osiami gléwnymi. W fizyce macierze
symetryczne sa wszedzie: polaryzowalno$¢ krysztatu (lekcja 2.1 Macierze, wyznaczniki i uklady
réwnan, zadanie 2.6), moment bezwtadnosci (Dziat 4: Ruch obrotowy i bryla sztywna),
naprezenia, macierz sztywnosci. Feynman szkicuje argument energetyczny (cykl wiaczania i
wylaczania p6l E,, E,), z ktérego wynika symetria tensora polaryzowalnosci, a wiec istnienie
trzech prostopadtych osi gtéwnych, wzdtuz ktérych P | E. (FLP II-31-3

3 10
Dla polaryzowalnoéci [1 2 0| zlekcji 2.1 warto$ci wiasne to 1 (0§ 2) i pierwiastki A2 — 5\ + 5:
0 0 1

5i2—‘/5 ~ 3,61811,382. O$ gtéwna o najwiekszej polaryzowalno$ci lezy w plaszczyznie zy, pod

katem arctan ﬁ% ~ 31,7° do osi x. Pole wzdluz tej osi wywotuje polaryzacje dokladnie
réwnolegla.

/. ZADANIA - CZESC 3 6 zadan - ok. 45 min

1 Zapisz A = (g ;

) jako PDP~! (wektory wtasne z zadania 2.1). Sprawdz mnozeniem.

2 Korzystajac z przyktadu 2.1, wyprowadz wzér na A" dla A = (;1 ;) i oblicz lewy gorny

element A,

3 Oblicz Fy ze wzoru przyblizonego A? /+/5. Jak duzy jest blad i dlaczego tak maty?

4 Sprawdz, ze wektory wlasne z zadania 2.1 sg prostopadte. Dlaczego trzeba sie byto tego
== spodziewac? A w przyktadzie 2.1?

5 Macierz (0(’)9 005> dziala na wektor [1; 1] wiele razy. Co sie dzieje z kierunkiem i

dtugoscig wyniku? Po ilu krokach druga sktadowa spadnie ponizej 10732

6 Pokaz, ze dla diagonalizowalnej A wyznacznik to iloczyn, a §lad to suma warto$ci
=== wlasnych (dowolne n).

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie
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4 Mody normalne

Wréémy do wahadet z prologu. Przy matych wychyleniach wahadto o dtugosci I ma réwnanie
& = —wlr, gdzie w§ = g/l; jego rozwigzaniem jest cos wot (doktadniej w lekcji 4.1 Réwnania
rézniczkowe zwyczajne). Sprezyna o wspoétczynniku k taczy ciezarki o masie m (wahadlo 1 po
lewej, wychylenia w prawo dodatnie). Wydluza sie o y — z i dziala na pierwszy ciezarek silg
—k(x — y), anadrugi sita +k(z — y). Oznaczmy k = k/m. Rdbwnania ruchu:

2

. 2 _
i=-—wlr—k(x—y), G=-wy—wly—=z), cyli ¢=-Kq, Kz(“’”*’” ”’),

-k Witk

gdzie ¢ = [z; y|. Szukamy ruchu, w ktérym oba wahadla drgaja z ta sama czesto$cia i statym

2

ksztattem: g(t) = v cos wt. Wstawiamy: —w“v coswt = — K cos wt, czyli

K = 3.

To jest zagadnienie wiasne. Kwadraty czesto$ci modow to wartosci wlasne K, a ksztalty moddéw to
wektory wlasne. K jest symetryczna, wiec w? sa rzeczywiste, a mody prostopadte; poniewaz tu

w? > 0, rzeczywiste sg takze same czestosci. Tu: tr K = 2w? + 2k, det K = (wi + k)% — k2, wiec
wi =wj, B =[1; 1]; wy = wj + 2K, Ty =[1; —1].

Doktadnie to samo dostaje Feynman w 49-4: podstawia drgania o wspdlnej czestosci i z warunku
zgodnosci dwoch rownan otrzymuje te same dwie czestos$ci. Mod zgodny ma czestos¢ swobodna,
bo sprezyna sie nie odksztalca. W modzie przeciwnym sprezyna doklada sie do sity powrotne;.

~ )
68 MODY NORMALNE UKLADU LINIOWEGO

Dlag=—-Kqz symetryczna K o dodatnich wartosciach wiasnych (takg macierz
nazywamy dodatnio okreslona; wtedy kazde wf- > 0) kazdy ruch jest suma modéw:

qt) = Zz‘)’j (aj cosw;t + b; sin wjt), Kv; = w??;j.
J

State a;, b; wynikajg z warunkoéw poczatkowych. W bazie modéw uktad rozpada sie

na niezalezne oscylatory harmoniczne.
- J

Feynman podkresla, Ze to ogbélna wlasnos¢ kazdego uktadu liniowego: dowolnie skomplikowany
ruch jest sumg modow, z ktérych kazdy drga z jedna czestoscig. FLP I-49-5 Ta sama mys$l
prowadzi do mechaniki kwantowej, gdzie czestosci modéw zamieniaja sie w poziomy energii

(Dziat 18: Stany kwantowe, uktady dwustanowe i spin).
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Przyktad 4.1
Skad dudnienia

Wahadla majq wy = 2 rad/s (dlugosél = g/w? ~ 2,45 m), sprezyna daje k = 0,2 s~2. W chwili 0
pierwsze wahadto odchylono o x, drugie stoi, oba w spoczynku. Opisz ruch. Po jakim czasie cata
energia przejdzie do drugiego wahadta?

1 w; =2rad/s, wy =+/4+ 0,4 ~ 2,0976 rad/s.

2 Warunek poczatkowy w bazie modéw: [zo; 0] = %[1; 1] + %[1; —1]. Predkosci

zerowe, wiec same cosinusy: ¢(t) = 3 [1; 1] coswit + % [1; —1] cos wat.

3 Ze wzordéw na sume i réznice cosinusow (lekcja 0.3 Trygonometria i funkcje

hiperboliczne): z = z cos (“’z?‘)t cos (WIJ;“’Z)t (wzg“’l)t sin (wlzwz)t.

, Y = zpsin

4  Amplituda = spada do zera, gdy 1“’2;2“”2 =2, czylit = = ~ 5455 ~ 32s.

Wy —wy

Wynik: wahadla drgaja z czestoscia Srednia, a amplitudy ,,przelewaja sie” z jednego
do drugiego. Pelne przekazanie energii trwa okoto 32 s, caly cykl tam i z powrotem
okolo 64 s.

Sprawdzenie: t = 0: ¢ = z, y = 0 v. Przypadek graniczny: bez sprezyny (x — 0)
wy — wy 1 czas przekazania rosnie do nieskonczonosci, czyli energia zostaje w
pierwszym wahadle v. Dla stabego sprzezenia wy, — w; =~ k/wy, co daje Twy/k ~
31,4 s, blisko doktadnego wyniku.
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SYMULACJA 3  Sprzezone wahadla. Wybierz warunek poczatkowy: sam mod 1, sam mod
2 albo ,,jedno wahadlo odchylone”. W modach normalnych oba wahadta drgaja z jedna
czestoscia i stalg amplituda. W trzecim przypadku widaé dudnienia, a ich okres roénie,
gdy ostabiasz sprezyne.

===
—_—
—

10 20 30 40 50 60 70
t sl

— X (wahadto 1) = y (wahadto 2)

W;=We 2,000 rad/s W, = V(We?2 +2K) 2,0976 rad/s

czas przekazania energii m/(w, - w,) 32,2 s
Stan na rysunku: K = 0,20 s~2, t = 0,0 s; w1 = 2,000, w2 = 2,0976 rad/s; czas
przekazania energii 32,2 s.

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 40 min

1 Dlawy = 2rad/s oblicz w, i czas przekazania energii n/(ws — wy) przy &k = 0,051k = 1 572
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2 Dwie masy m polaczone trzema sprezynami k (Sciana-masa-masa-$§ciana) slizgaja sie
== beztarcia. Ul6z réwnania ruchu, macierz K i znajdz mody.

3 Jakie warunki poczatkowe wahadet z przyktadu 4.1 wzbudza tylko mod 2? Co wtedy

== widac¢?
4  Pokaz, ze dla stabego sprzezenia (k < wg) wy — w1 & K/wp.

5 Trzy jednakowe masy w tancuchu (Sciana-k-m-k-m-k-m-k-$ciana) majg K =
aup 2 _1 0
-1 2 —1].Znajdzczestosci i ksztalty modéw. Narysuj ksztalty.
0o -1 2

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

5 Btedne intuicje

X

»Wektor zerowy tez jest wektorem wtasnym.”

Nie, z definicji. Zero spetniatoby A0 = A0 dla kazdej \. Za to warto$¢ wtasna A = 0 jest
dozwolona i oznacza, ze det A = 0.

x ,Kazda macierz ma rzeczywiste wartosci wtasne.”

Obroét plaszczyzny ich nie ma: warto$ci wlasne e* sg zespolone. Rzeczywiste
gwarantuje symetria AT = A.

x ,,Kazda macierz da sie zdiagonalizowaé.”

Scinanie sie nie da: ma jedna warto$é wtasna i tylko jeden kierunek wtasny.
Diagonalizacja wymaga n niezaleznych wektoréw wtasnych.

x ,Wartosci wtasne A + B to sumy wartosci wtasnych Ai B.”

Na ogét nie, bo A i B maja zwykle rézne wektory wlasne. Prawdziwe jest tylko to, ze
suma wszystkich wartos$ci wtasnych A + B réwna sie sumie wartosci wlasnych A i B, bo
slad jest addytywny.
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x ,Operacje na wierszach z eliminacji Gaussa nie zmieniajg wartosci wtasnych.”

Zmieniaja. Eliminacja zachowuje rozwigzania ukladu réwnan, a nie przeksztalcenie.
Warto$ci wtasne zachowuje zmiana bazy (podobieristwo) P~ AP.

x ,Mody normalne to szczegélne, rzadkie ruchy.”

Kazdy ruch uktadu liniowego jest ich suma. Mody to ,,alfabet”, z ktorego sktada sie kazdy
ruch, jak nuty w akordzie.

6 Sprawdz sie

1 Coznaczy, ze v jest wektorem wlasnym A?

AU = \ dla pewnej liczby A i # 0: A nie zmienia kierunku .

2 Jakie r6wnanie spelniaja warto$ci wlasne?

det(A — A\I) =0.
- J
e ™
3 1le wynosi suma i iloczyn wartosci wtasnych macierzy (;1 ;) ?
Suma 7 ($lad), iloczyn 10 (wyznacznik).
- J
e ™

4  Jakie warto$ci wlasne ma obrét o kat 6?

e:l:w .

5 Co stoi w kolumnach P i na przekatnej D w rozktadzie A = PDP~!?

Wektory wlasne i odpowiadajace im wartosci wlasne.

6 Co gwarantuje macierz symetryczna?

Rzeczywiste wartos$ci wlasne i prostopadle wektory wlasne (osie gtéwne).

7 Jak znalez¢ czesto$ci modéw normalnych ukladu dg=—-Kq

Jako pierwiastki z wartos$ci wlasnych macierzy K.
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7 Karta wzorow i co dalej

Ve
WARTOSCI I WEKTORY WEASNE

AT = \T, 5#0

det(A — XI) = 0; potem (A — A\I)% = 0
2x2: 02— (trA)A+detA=0
SA=trA, [[h=detA

trojkatna: A na przekatnej; A =0 <—
det A=0

obrét: A = e*; macierz rzeczywista: pary
PYD)

DIAGONALIZACJA I MODY

A = PDP!: kolumny P = wektory wtasne
A™ = PD"P~!; dominuje najwieksze ||
symetryczna: A € R, A = QDQT, osie
gléwne prostopadie

i=-Kg Kv=uws

ruch = suma moddéw ¥;(a; cos w;t +

bj sin w]'t)

wahadla sprzezone: w; = wy, ws =

\/wg + 2K

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 49-4 i 49-5 (sprzezone wahadla i ogdlna zasada: ruch uktadu liniowego to

suma modow).

¢ Dla chetnych: 49-2 i 49-3 (mody struny i membrany, ciagla wersja tej samej idei) oraz t. II,

31-3 (symetria tensora polaryzowalnosci i osie gtéwne).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: rozdzialy o wartos$ciach i wektorach wtasnych.

® G. Strang, Introduction to Linear Algebra: rozdzial 6 (eigenvalues and eigenvectors), z

diagonalizacja, ciagiem Fibonacciego i macierzami symetrycznymi.

Wartosci wlasne wrécq wiele razy. W uktadach réwnar rézniczkowych & = A (4.5 Uklady
rownan liniowych i przestrzen stanow) ich znak decyduje o stabilnosci, a czes¢ urojona o
drganiach. Mody struny i membrany to nieskoriczenie wymiarowa wersja tej lekcji (4.7 Rownania
czqgstkowe: fali, dyfuzji i Laplace'a), a w mechanice kwantowej mierzalne wartosci to wartosci
wlasne macierzy (Dziat 18: Stany kwantowe, uktady dwustanowe i spin). Osie gtowne bryly
sztywnej opisuje lekcja Dzial 4: Ruch obrotowy i bryta sztywna.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. A[1; 0] = [3; 0]: tak, A = 3. A[1; 1] = [4; 2]: nie. A[1l; —1] = [2; —2]: tak, A = 2.
2.2z7i—-3zj. I:kazdy niezerowy wektor jest wtasny, A = 1. Macierz zerowa: kazdy niezerowy wektor,

A=0.

3.Rzut: [1; 1]zA =1, [1; =1z A = 0. Odbicie: [1; 1]zA = 1, [1; —1] z X = —1. Macierze: § G 1) i
0 1
1 0/)°
4. A% = A(\D) = MAT = A\?9. Mnozac AY = \v z lewej przez A~ 1: ¥ = MA~1%. Przy tym X # 0 (zadanie
1.5), wiec A~ = \71%.

5.\ = 0 znaczy, ze A% = 0 dla pewnego ¥ # 0. Uklad jednorodny ma niezerowe rozwiazanie dokladnie
wtedy, gdy det A = 0 (lekcja 2.1 Macierze, wyznaczniki i uklady réwnan): macierz zgniata jakis
kierunek do zera.

Zadania - czesc 2
LA —TA4+6=0:62[2; 1],1z[1; —2].

2.2z[1; 0], 3z [5; 1]. Warto$ci wlasne macierzy tréjkatnej stoja na jej przekatnej, bo det(A — AI) to
iloczyn elementéw przekatnej A — AI.

302 20 +2=0,\=1+i=+/2e* Macierz to v2 R(45°): obrét o 45° potaczony z wydtuzeniem v/2
razy.

0 k) , rownanie ky = 0, wiec y = 0: tylko

4. Jedyna wartos¢ wlasna to 1 (podwéjna). A — I = (0 0

kierunek [1; 0].

5.det(A—AI) = (3—N)[(1—N)?*—4] = (3-A)?*(-1- ). -1z[1; —1; 0]; 3 (podwdjna) z dwoma
niezaleznymi wektorami [1; 1; 0] i [0; 0; 1]: cala plaszczyzna wlasna. Inaczej niz przy Scinaniu.

6. =A% — (a+ d)X + (ad — be). Zespolone, gdy wyrdznik jest ujemny: (tr A)? < 4 det A.

a— A b
c d— A\

Zadania - czes¢ 3

_ 2 1 s ) 91 2 1 .
1.P = (1 _2>,D = diag(6; 1), P~' =3 (1 _2).Iloczyn daje A.

2.A" =

ol

( 2.-5" 42" - L

9.57 _9.9n 5n+2_2n)-Dlan:1dajeA‘/- (A10)11:w=6510758.

3. A%/y/5 ~ 6765,00003, wiec Fyy = 6765. Blad to |A2|*°/v/5 ~ 3 - 107, bo |Ae| ~ 0,618 < 1.

4.12; 1] - [1; —2] = 0 v: macierz jest symetryczna. W przykladzie 2.1 macierz nie jest symetryczna i
(15 1]-[1; —2] = —1 #0.
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5. Obie sktadowe maleja do zera (wszystkie || < 1), ale druga szybciej, wiec kierunek dazy do osi z.
0,5" < 1072 dlan > 10 (0,5'° ~ 0,00098).

6. A= PDP!jest podobna do D, a $lad i wyznacznik sa niezmiennicze przy podobienstwie (lekcja 2.2
Przeksztalcenia liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza, zadanie 3.6). Dla D sa to suma
iiloczyn elementow przekatnej. (Zdanie jest prawdziwe takze dla macierzy niediagonalizowalnych,
jesli liczy¢ warto$ci wiasne z krotnos$ciami.)

Zadania - czesc 4
1.k = 0,05: wy, = /4,1 ~ 2,0248 rad /s, czas ~ 126 5. k = 1: w, = v/6 ~ 2,449 rad/s, czas ~ 7,0 s.

26— k(2 —y)j——LEy—o) K= L (_21 )

nie pracuje), [1; —1] zw? = 3k/m.

). Mody: [1; 1] zw? = k/m (§rodkowa sprezyna

3. Wychylenia (i predkosci) proporcjonalne do [1; —1]: réwne i przeciwne. Oba wahadta drgaja ze stalg
amplituda, z czestoécia ws, W przeciwfazie. Zadnych dudnieri.

4. wy = woy/1 + 26/wi ~ wo(l + k/wWd) = wo + k/w.

5.Niech K’ = 2K. det(K' — A) = (2 — \)[(2 — A)? — 2], wiec A = 2 — /2, 2, 2 + /2 (w jednostkach
k/m). Mody: [1; V2 1] (wszystkie w te sama strone, Srodkowa najbardziej), [1; 0; —1] (Srodkowa stoi),
[1; —+/2; 1] (§rodkowa przeciwnie). To trzy pierwsze ksztatty drgan struny, prébkowane w trzech
punktach (4.7 Réwnania czastkowe: fali, dyfuzji i Laplace'a).

Matematyka - Wartosci i wektory wtasne. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-Wesley 1963; New
Millennium Edition 2011), 49-4, 49-5, oraz t. II, 31-3; K. A. Stroud, Engineering Mathematics; G. Strang, Introduction to Linear Algebra. Wszystkie liczby w
przyktadach policzone na nowo.
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