MATEMATYKA @ 2.2

Przeksztatcenia
liniowe: obroty,
zmiana bazy,
transformacja
Lorentza

W lekcji 2.1 macierz byta tabela wspolczynnikéw uktadu
réwnan. Tu zmieniamy punkt widzenia: macierz to przepis,
ktory kazdy wektor zamienia na inny. Obraca go, rozciaga,
odbija albo rzutuje. Ten punkt widzenia odpowiada na pytanie,
ktore fizyk zadaje stale: co sie zmieni, gdy inny obserwator
opisze to samo zjawisko w swoich osiach? Dla obrotu osi
odpowiedz zna kazdy. Dla obserwatora w ruchu odpowiedzia jest
transformacja Lorentza, czyli ,,obrot” w czasoprzestrzeni, ktory
zamiast okregéw zachowuje hiperbole.
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o Prolog: Joe i Moe patrza na ten sam punkt

W rozdziale o wektorach Feynman wprowadza dwdéch fizykow, Joego
i Moe. Moe ustawit swoje osie obrécone o kat § wzgledem osi Joego. ¥ .
Ten sam punkt P ma u Joego wspdirzedne (z; y), au Moe (z'; y'). Z o
rysunku (prostokaty i tréjkaty z lekcji 0.3 Trygonometria i funkcje A\ P
hiperboliczne) Feynman odczytuje FLP I-11-3 é
0 :
X

x' = zcosb + ysinb, Yy =ycosf — xsinf.

Obaj wykonuja to samo doswiadczenie, kazdy w swoich osiach, i dostaja te same prawa fizyki. Na
tym Feynman buduje cala idee wektora: wielkos¢, ktorej trzy sktadowe zmieniaja sie przy obrocie
osi doktadnie tak jak z, y, 2. Sa tez liczby, ktére sie nie zmieniaja. Diugoéé: z'? + 3 = z? + ¢*
(sprawdz, wymnazajac). Iloczyn skalarny dwéch wektoréow. Pole i objetosc¢.

Te wzory sa liniowe: 2’ i y’ to kombinacje z i y bez wyrazéw wolnych i bez kwadratéw. Mozna je
wiec zapisa¢ jako mnozenie przez macierz, tak jak uktad rownan w lekcji 2.1 Macierze,

wyznaczniki i uktady réwnan.

Pytanie na start. Obrét zachowuje z? + y*. Czy istnieje liniowe przeksztatcenie, ktdre miesza wspdtrzedng
x z czasem ct i zachowuje (ct)? — x?, z minusem? Jak wyglqdataby jego macierz? Odpowiedz w czesci 4.

1 Przeksztatcenia liniowe i ich macierze

4 3
5t DEFINICJA - PRZEKSZTALCENIE LINIOWE

Funkcja T', ktéra wektorom przypisuje wektory, jest liniowa, jesli dla dowolnych wektorow
u,v1iliczba, b
T(at + b%) = aT(1) + bT(V).
- J

Stownie: obraz sumy to suma obrazéw, a obraz wektora k razy diuzszego jest k razy dluzszy.
Geometrycznie: proste przechodza w proste (albo w punkty), réwnolegte w rownolegle, réwne
odcinki na jednej prostej w réwne odcinki, a zero zostaje w miejscu, bo T'(0) = T'(0- 0) = 0 -
T(0) = 0. Przesuniecie o staly wektor nie jest wiec liniowe, mimo ze prostych nie wygina.

Najwazniejszy fakt tej czesci: przeksztalcenie liniowe jest w cato$ci wyznaczone przez to, co robi
z wektorami bazy. Kazdy wektor ptaszczyzny to ¢ = 7+ yJ, wiec z liniowosci

T(®) =2T@) +yT3G).-

To jest dokladnie obraz kolumnowy iloczynu macierzy przez wektor z lekcji 2.1 Macierze,
wyznaczniki i uktady réwnan. Wystarczy wpisac¢ T'(7) i T'(j) jako kolumny macierzy:
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58 PRZEPIS - MACIERZ PRZEKSZTALCENIA

Kolumny macierzy to obrazy wektorow bazy. Pierwsza kolumna to 7'(7), druga T'()

—

(w 3D trzecia T'(k)). Wtedy T'(v) = Av dla kazdego v.

Ten przepis od razu daje macierze najwazniejszych przeksztalcen
plaszczyzny. Rozciagniecie k razy wzdtuz osi z: 7 — k7, j — 7, wiec

kE 0\ «. . . . . =
( 0 1) . Scinanie (talia kart przesunieta warstwami): 7 — 7,7 — j + det =k det=1
k7, wiec (1 k) . Odbicie wzgledem osi z: (1 0 > . Rzut na o$ z: | ]
’ 0 1 0 -1
ol :
J— 0, wiec (O O) . det=-1 det=0

Zlozenie przeksztalcen (najpierw S, potem T') to iloczyn macierzy T'S. Kolejno$¢ czytamy od
prawej, jak przy funkcjach: (T'S)d = T'(S7). Wartos$¢ bezwzgledna wyznacznika z lekcji 2.1
Macierze, wyznaczniki i uktady réwnan méwi, ile razy przeksztalcenie zmienia pola, a znak
minus oznacza zmiane orientacji: §cinanie ma wyznacznik 1 (talia kart ma te sama objetosc¢),
odbicie —1, rzut 0. Rzutu nie da sie odwrdcié, bo rézne wektory (np. [2; 1] i [2; 5]) maja ten sam
obraz [2; 0]: informacja o y zgineta.
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SYMULACJA 1 Galeria przeksztalcen liniowych. Szara siatka i przerywana choragiewka
to stan wyj$ciowy, kolorowe to obraz. Kolumny macierzy to obrazy wektoréw bazy
(strzalki). Zwréé uwage, ze w kazdym przypadku proste pozostaja prostymi, rownolegte
réwnoleglymi, a poczatek uktadu stoi w miejscu.

A )';
3+
24
1(‘ X~
) x
: b : -
-4 B -2 \1 1 2 3 4
-14
24
-34
— T(@{) =— T(j)) — obrazsiatki = = stan wyjsciowy
T(i) = kolumna1 [0,87; 0,50] T(j) = kolumna2 [-0,50; 0,87] det 1,00
Obrét: kolumny to [cos B; sin 8] i [-sin B; cos B8]. Wyznacznik zawsze 1: pola i orientacja bez zmian.
Stan na rysunku: macierz (0,87 -0,50 | 0,50 0,87), wyznacznik 1,00.
/. ZADANIA - CZESC 1 6 zadan - ok. 35 min

1 Ktére z odwzorowan plaszczyzny sa liniowe: (z; y) — (2z; = +y), (z; y) — (z+1; y),
= (x5 y) = (zy; v), (75 9) = (y; —2)?

2  Zapisz macierze: rozciagniecia 2 razy wzdluz z i 3 razy wzdluz y; odbicia wzgledem osi y
= ;rzutuna o$ y. Podaj ich wyznaczniki.
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3 Naco écinanie <(1) i) przeprowadza wierzchotki kwadratu jednostkowego? Jakie pole

ma obraz?

4  Przeksztalcenie liniowe przeprowadza 7 na [2; 1], a jna [—1; 3]. Zapisz jego macierz i
e znajdz obraz wektora [2; —1].

5 Srozciaga 2 razy wzdluz z, R to obrdt 0 90°. Oblicz RS i SR. Gdzie kazde z tych ztozen
== przenosii? Opisz stowami réznice.

6 Niech P = (é 8) (rzut na o$ z). Pokaz, ze P? = P, i wyjaénij to geometrycznie.

Dlaczego P nie ma odwrotnosci? Jakie wektory przechodza na zero?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Obroty i odbicia

Obrot ptaszczyzny o kat 0 (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara) przenosi 7 na [cos ; sin 6]
(punkt okregu jednostkowego, lekcja 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne), a j na wektor
obrécony o 90° dalej, [— sin 6; cos 6]. To sa kolumny macierzy:

e I
s MACIERZ OBROTU
R(9) = (gg’;z ;ji;;f’) . R@R(P)=Ra+p), RO =R(-0)=RO)"

det R = 1. Obré6t zachowuje diugosci, katy i iloczyny skalarne: (Ru) - (RY) = 4 - 0.
N\ J

Wzér na zlozenie to wzory na sinus i cosinus sumy (zadanie 2.7 w lekcji 2.1 Macierze,
wyznaczniki i uktady réwnan). W lekcji 1.7 Liczby zespolone i fazory to samo zapisali$my krocej:
obrét o § to mnozenie przez e?. Macierz R(6) i liczba e’ opisuja to samo przeksztalcenie
plaszczyzny.

Skad R~! = R"? Kolumny R maja dtugo$¢ 1 i sa do siebie prostopadle. Element (4, j) iloczynu R R
to iloczyn skalarny i-tej kolumny z j-ta, wiec R R = I. Macierz o tej wtasnosci nazywamy
ortogonalna. Zachowuje iloczyn skalarny, bo (R4) - (Rv) = 4T RTR4 = 4"y. Macierze ortogonalne
to doktadnie obroty (wyznacznik 1) i obroty ztozone z odbiciem (wyznacznik —1; na plaszczyznie
to po prostu odbicia wzgledem prostych). Innych wyznacznikéw mieé nie moga, bo (det Q)* =
det(QTQ) = 1. Odwracanie obrotu nie wymaga eliminacji: wystarczy transpozycja.
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Przyktad 2.1

Obrét punktu
Obrdc punkt (3; 1) wokét poczatku uktadu o 90° i o 30°.

1 R90°) = <(1’ _01>,wie;c (3; 1) = (~1; 3).

2 R(30°):z'=3-%-1.1~210, y=3-1+1-% ~237.

[ Wynik: (—1; 3)1i(2,10; 2,37). }

Sprawdzenie: dtugosé sie nie zmienia: /10 ~ 3,162, a \/2,0982 +2,3662 ~ 3,162 v.
To samo daje ¢™/%(3 + i) z lekcji 1.7 Liczby zespolone i fazory.

2.1 Odbicie wzgledem dowolnej prostej

Odbicie wzgledem prostej przez poczatek ukladu, nachylonej pod katem ¢, ma macierz

_ [cos2¢p  sin2yp - 2
Olp) = (sin2<p — cos 230) ’ det O = —1, o =1

Skad ten wzor, zobaczysz w czesci 3.2: tam wyprowadzimy go w trzech linijkach. Na razie
sprawdz przypadki szczegolne: ¢ = 0 daje odbicie wzgledem osi z, a ¢ = 45° daje ((1) (1)> , czyli

zamiane z z y (odbicie wzgledem prostej y = ).

2.2 Obroty w przestrzeni nie sa przemienne

W trzech wymiarach obrot o kat  wokot osi z zostawia 0§ z w spokoju i obraca ptaszczyzne zy:

cos@ —sinf O 1 0 0
R.(0) = | sinf cosé O], R,(0)= |0 cosf —siné
0 0 1 0 sinf cosf

Obroty ptaszczyzny sa przemienne, bo katy sie po prostu dodaja: R(a)R(8) = R(a + B) =
R(B)R(«) (wszystkie obroty plaszczyzny maja te sama os, prostopadla do ptaszczyzny). W
przestrzeni juz nie. Wez ksigzke i obrdc¢ ja o 90° wokot osi x, a potem wokét z (osie nieruchome,
zwigzane z pokojem, a nie z ksigzka). Druga ksiazke obr6¢ w odwrotnej kolejnosci. Leza inacze;j.
Macierze mowia to samo:

00 1 0 -1 0
R.(90°)R,(90°) = |1 0 0] # R.(90°)R.(90°)= [0 0 -1
010 1 0 0
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Pierwsza kolumna pokazuje, gdzie trafia 7: w pierwszym przypadku na 7, w drugim na k. Dlatego
trzech katéw obrotu nie mozna dodawac jak sktadowych wektora. Orientacje samolotu czy
satelity opisuje sie katami Eulera (trzy obroty w ustalonej kolejnosci) albo kwaternionami, a
obroty sktada sie mnozeniem macierzy lub kwaternionéw (lekcja 1 Orientacja w 3D: macierz
obrotu, katy Eulera, o$ i kat, kwaterniony).

/. ZADANIA - CZESC 2 6 zadan - ok. 40 min

1 Obrd¢ wektor [2; 0] 0 60° i 0 —90°. Sprawdz dtugos¢ wynikow.

2  SprawdZ mnozeniem, ze R(60°)T R(60°) = I.

3 Oblicz R(120°)? bez mnozenia macierzy. Jakie liczby zespolone odpowiadaja temu
= wynikowi?

4  Zapisz macierz odbicia wzgledem prostej y = 2z i znajdz obraz wektora 7.

5 Sprawdz na macierzach R;(90°) i R.(90°) z czes$ci 2.2, gdzie trafia wektor k przy obu
== kolejnosciach obrotow.

6 Pokaz, ze ztozenie dwoch odbié, O(¢2)O(¢1), to obrét. O jaki kat?

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

3 Obracamy wektor czy osie? Zmiana bazy

Poréwnaj wzory Feynmana z prologu z macierza R(f). Feynman ma 2’ = z cos 6 + y sin 0, czyli

plus przy sinusie w pierwszym wierszu, a R(f) ma tam minus. To nie biad. Sa dwa rézne pytania:

* Obroét wektora (punkt widzenia aktywny): osie stoja, wektor obraca sie o §. Nowe
wspolrzedne: R(0)T.
* Obrot osi (punkt widzenia pasywny): wektor stoi, osie obracajg sie o 6. Wzgledem nowych
osi wektor wyglada tak, jakby obrécit sie o —6. Nowe wspétrzedne: R(—6)3 = R(0)"%.
Przy zmianie obserwatora chodzi o drugie: zjawisko jest jedno, a zmienia sie tylko jego opis.
Pomylenie tych dwoéch punktéw widzenia to czeste Zrédio btedéw znaku w mechanice bryty
sztywnej i w nawigacji.
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SYMULACJA 2 Obrot aktywny i pasywny. W trybie ,,obracam wektor” osie stoja, a wektor
sie obraca. W trybie ,,obracam osie” wektor stoi, a nowe osie &', y’ obracaja sie o ten sam
kat. Porownaj wspolrzedne: w drugim trybie wychodza takie, jak przy obrocie wektora o
kat przeciwny. Diugos$¢ jest w obu przypadkach ta sama.

4ty

\ 4

41

— Vv — osiex,y =— osiex, Yy’ (tryb,obracam osie”)
v (wosiach x,y) [3,00; 1,00] (x; y) obroconego wektora = R(0)-v [2,10; 2,37]

dtugosc 3,162 = 3,162

Stan na rysunku: obrét wektora o & = 30°, v = [3,00; 1,00]; wspoitrzedne [2,10; 2,37].

3.1 Wspotrzedne w dowolnej bazie

Obrot osi to szczegdlny przypadek ogoélniejszej operacji. Baza plaszczyzny jest kazda para liniowo
niezaleznych (niezerowych i nieréwnolegtych) wektoréw by, by: kazdy wektor da sie wtedy
zapisaé jednoznacznie jako 7 = @by + zhbs. Liczby z, ) to wspélrzedne w bazie {b;, b, }. Jesli P
to macierz o kolumnach 51, 52, tov = PZ', a wiec

2.2 - Przeksztatcenia liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza 9/22



7~ N
A ZMIANA BAZY

1=P&%, ' = P17, A =P 1AP.

P ma w kolumnach nowe wektory bazy (zapisane w starej). A’ to macierz tego
samego przeksztalcenia co A, ale zapisana w nowej bazie: przejdz do starej (P),
dziataj (A), wréé do nowej (P1).

- J

Macierze Ai A' = P~! AP nazywamy podobnymi. Opisuja to samo przeksztatcenie w réznych
bazach, wiec maja te same wlasnosci geometryczne: ten sam wyznacznik (wspotczynnik zmiany
pol nie zalezy od opisu) i ten sam $lad, czyli sume elementdéw na przekatnej (zadanie 3.6). Dla
bazy ortonormalnej (wektory jednostkowe i prostopadte, np. obrécone osie) P~! = PT. Przy
obrocie osi P = R(6), wiec # = R(0)"¥: to sg wzory Feynmana z prologu.

Przyktad 3.1

Macierz, ktora w dobrej bazie jest prosta

2 1 - -
Przeksztalcenie ma macierz A = (1 2). Zapisz je w bazie by = [1; 1], by = [—1; 1]. Co ono robi

geometrycznie?

1 -1 11
1 _ — -1_1
P_<1 1>,detP—2,P _2(_1 1).

-1 - -
2 AP = (g 1 ): pierwsza kolumna to 3b;, druga to b,.

g A’:P—IAP:@ (1])

Wynik: w nowej bazie przeksztalcenie to rozciagniecie 3 razy wzdluz prostej y = z, a
kierunek prostopadly zostaje bez zmian.

Sprawdzenie: $lad 2 + 2 =3 + 1 v, wyznacznik4 — 1 =3 -1 v. Wprost: A[1; 1] =
3; 3] v, A[-1; 1] = [-1; 1] v.

Szukanie bazy, w ktorej macierz staje sie przekatniowa, to temat lekcji 2.3 Wartosci i wektory
wlasne: wektory by, by z przykladu to wektory wlasne A, aliczby 31 1 to warto$ci wiasne.

3.2 Wzor na odbicie z dobrze dobranej bazy

Teraz obiecane wyprowadzenie wzoru na odbicie. W bazie ztozonej z wersora prostej & =
[cos p; sin @] i wersora do niej prostopadiego 2 = [— sin ¢; cos ¢| odbicie jest trywialne: @ — i,
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1
0

PA'P 1 atu P! = R(p)T. Zatem

i — —n, czyli A’ = ( _01> . Macierz P o kolumnach @, 7 to R(p). Z A' = P"' AP mamy A =

1 0 cos? p — sin® 2 sin ¢ cos cos 2 sin 2
Op)=R(p) (, _y)R(p)T= () 7 50w SJMPesy | _(nfe n% ).
0 -1 2sinpcosp  sin” p — cos” sin 2¢ cos 2¢p

Ta sama metoda dziata dla kazdego przeksztalcenia, ktére ma ,naturalne” kierunki: wybierz baze
zgodna z geometrig problemu, zapisz tam prosta macierz i wré¢ do zwyktych osi.
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SYMULACJA 3  Odbicie wzgledem prostej w dwoch bazach. Wektory 4 (wzdtuz prostej) i

n (prostopadle) tworza nowa baze. Przeciagaj koniec wektora ¢ i zmieniaj kat prostej. W

nowej bazie odbicie tylko zmienia znak drugiej wspolrzednej, a w zwyktlych osiach jego
macierz wyglada skomplikowanie.

— V = obrazv — @, (nowabaza) = = prostaodbicia

v w bazie (4,n) [2,42; -0,82] obraz w bazie (0, A) [2,42; 0,82]

macierz w bazie (G,A) (1 0 | 0 -1) macierz w osiach x,y (0,50 0,87 | 0,87 -0,50)

obraz wosiach x,y [1,68; 1,92]

Stan na rysunku: ¢ = 30°, v = [2,50; 0,50], obraz [1,68; 1,92]; w bazie (G, A): [2,42;
-0,82] - [2,42; 0,82].

/. ZADANIA - CZESC 3 6 zadan - ok. 40 min

1

Joe widzi punkt (3; 4). Osie Moe sa obrécone o 30°. Jakie wspolrzedne zapisze Moe?
Sprawdz odlegtos$¢ od poczatku.
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2 Znajdz wspélrzedne wektora [5; 3] w bazie by = [2; 1], by = [1; 1].

Zapisz przeksztatcenie A = <g 2) w bazie z zadania 3.2. Sprawdz, ze $lad i wyznacznik

sie nie zmienity.

4  Odbij wektor [2; 0] wzgledem prostej nachylonej pod katem 30°. Sprawdz wynik
=  geometrycznie.

5 Wyjasénij jednym zdaniem, dlaczego wzory Feynmana na z’, y' majg przy sin 6 znaki
== przeciwne niz macierz R(0). Zapisz je jako R(—0)d.

6 Pokaz, ze det(P~'AP) = det A. Pokaz tez (rachunkiem dla 2 x 2 albo z tozsamo$ci
e tr(XY) = tr(Y X)), ze $lad sie nie zmienia.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

4 Transformacja Lorentza: obrét hiperboliczny

Wr6émy do pytania z prologu. Obserwator S' porusza sie wzgledem S z predkos$cia v wzdtuz osi z.
Szczegolna teoria wzgledno$ci méwi (transformacje wyprowadzimy w fizyce, Dziat 7: Uklady
odniesienia i szczegdlna teoria wzgledno$ci; tutaj bierzemy gotowy wynik), ze wspotrzedne
zdarzenia przeliczamy transformacja Lorentza: FLP I-15-2

2
, x — vt ,  t—wz/c , ,

r=———, t , =y, 2 =2z.
V1—0v2/c? V1—v%/c? vy

Przyjmijmy oznaczenia § = v/ci~y = 1/4/1 — 82 (czynnik Lorentza; w tym kursie v oznacza
zwykle wspélczynnik ttumienia, a jako czynnik Lorentza pojawia sie tylko tu i w fizyce, Dzial 7:
Uklady odniesienia i szczegdlna teoria wzglednosci). Mierzmy czas w jednostkach dtugosci, ct,
tak jak w diagramach czasoprzestrzeni. Wtedy transformacja jest symetryczna:

4 )
68 TRANSFORMACJA LORENTZA W POSTACI MACIERZOWEJ

(Ct,'> _ ( p _ﬂ“’) <"’t> . detL—+21-B) =1, L(B) ' =L(-B).
L(B)

Zachowuje interwat: (ct')? — 22 = (ct)? — 2.

- J
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Dla dwéch zdarzen interwal to (cAt)? — (Az)?. Tez jest niezmienniczy, bo L jest liniowa: réznice
wspolrzednych przeksztalcaja sie tak samo jak wspotrzedne.

Odwrotnos¢ L(— ) ma prosty sens: S porusza sie wzgledem S' z predkoscig —v. Niezmienniczo$¢
interwatu latwo sprawdzi¢: (ct')? — ' = v*[(ct — Bx)* — (z — Bct)?] = 7*(1 — B%)[(ct)® — 27].
Feynman wskazuje te analogie wprost: transformacja Lorentza jest dla czasoprzestrzeni tym,
czym obrot dla przestrzeni, a interwal odgrywa role odlegtosci. FLP I-17-1, 17-2 Réznica jestw
jednym znaku: obré6t zachowuje 2 + y?, czyli okregi, a transformacja Lorentza zachowuje (ct)? —
x2, czyli hiperbole.

4.1 Pospiesznos¢: kat hiperboliczny

W lekcji 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne funkcje hiperboliczne speiniaty cosh? ¢ —
sinh? ¢ = 1, tak jak cos + sin? = 1. Skoro 42 — (87)? = 1, mozemy napisac y = cosh ¢, By = sinh ¢
dla pewnej liczby ¢, zwanej pospiesznos$cia (ang. rapidity, lekcja 0.3 Trygonometria i funkcje
hiperboliczne). Uwaga: ¢ to co innego niz kat ¢ prostej odbicia z czes$ci 2 i 3. Wtedy 5 = tanh ¢ i

[ cosh¢ —sinh¢ . . g _ [ cos® sinf
L= (— sinh¢ cosh¢ ) ’ porownaj: R(-0) = (— sinf cos 0) '

Wzory na sume, cosh(a + b) = cosha coshb + sinh asinh bi sinh(a + b) = sinh a cosh b + cosh a sinh b
(sprawd?z z definicji), réznia sie od trygonometrycznych tylko znakiem w cosh. Dlatego tak jak
R(61)R(62) = R(61 + 02), tak pospiesznosci sie dodaja: macierz A(¢), czyli L wyrazona przez ¢,
spetnia A(¢1)A(¢2) = A(¢1 + ¢2). Predkosci sie nie dodaja, ale ich ,katy hiperboliczne” tak. Stad
relatywistyczne sktadanie predkosci:

tanh ¢; + tanh ¢ Pt B
— tanh = - '
B12 = tan (¢1 + ¢2) 1 + tanh ¢; tanh ¢ 1+ B1Bo

Poniewaz tanh nigdy nie osiaga 1, ztoZzenie dowolnie wielu predkosci mniejszych od c daje
predkos¢ mniejsza od c. Dla matych predkosci tanh ¢ ~ ¢ i pospieszno$¢ to po prostu 8: wracamy
do zwyklego dodawania.
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Przyktad 4.1
Zdarzenie w dwoch uktadach

W uktadzie S zdarzenie zaszto w chwilit = 5 lat w odlegtosci x = 4 lat swietlnych, czyli (ct; z) =
(5; 4) w latach swietlnych. Jakie wspdtrzedne przypisze mu obserwator lecqcy z predkosciq 0,6 ¢
wzdtuz osi x? Ile wynosi pospiesznosc?

1 B=06, v=1/y1I—0,36 =1,25, By=0,75.
2 et =1,25-5—0,75-4=23,25, 2’ = —0,75-5+ 1,25 -4 = 1,25.

3 Pospieszno$é: cosh ¢ = 1,25, sinh ¢ = 0,75, wiec e? = cosh ¢ + sinh¢p =2i¢p =In2 ~
0,693.

[ Wynik: (ct'; ') = (3,25; 1,25) lat §wietlnych, pospiesznosé In 2. }

Sprawdzenie: interwat 52 — 42 = 91 3,252 — 1,252 = 10,5625 — 1,5625 = 9 v..
Przypadek graniczny (sprawdzenie wzoru, nie liczb): dla v < ¢ (formalnie ¢ — oo
przy statym v) ¢’ = y(t —vx/c*) — tiz' — = — vt, czyli transformacja Galileusza.

Przyktad 4.2
0,6 c
plus
0,6 c

Statek leci z predkosciq 0,6 ¢ wzgledem Ziemi i wystrzeliwuje do przodu sonde z predkosciq 0,6 ¢
wzgledem siebie. Jak szybko sonda leci wzgledem Ziemi?

1  Pospiesznosci: ¢1 = ¢ = In 2 (przyklad 4.1), suma In 4.

4-1/4 15
2 B =tanh(In4) = . 1;4 = 17 ~ 0,882.
[ Wynik: 2¢ ~ 0,882¢, anie 1,2c. }

. , . , . . 1.2 1.2 15 . .
. : :
Sprawdzenie: wzor na sktadanie predkosci daje Tr036 — 136 — 17 V- Mnozenie

dwéch macierzy Ldla 8 = 0,6 dajey = X i 8y = 22, wiec g = 1 v,
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SYMULACJA 4  Diagram czasoprzestrzeni. O$ czasu ct jest pionowa, o$§ x pozioma, linie
przerywane pod katem 45° to promienie Swiatla. Zmieniaj §: osie ct’ i ' uktadu S' zblizaja
sie do linii $wiatta jak nozyce. Przy ustalonym zdarzeniu jego wspoéirzedne (ct'; ') sie
zmieniaja, ale zdarzenie zostaje na tej samej hiperboli (ct)? — z? = const. Przeciagaj
zdarzenie, zeby wybrac inng hiperbole.

— osieS(ct,x) = osieS'(ct,x’) = = Swiatto = = hiperbola (ct)? - x?=const
v 1,250 pospiesznosc @ 0,693 (ct;x)wS [5,00; 4,00] (ct'; x)wS' [3,25; 1,25]

(ct)2-x29,00 = 9,00 interwat czasowy (> 0)

Stan na rysunku: B = 0,60, y = 1,250; (ct; x) = [5,00; 4,00] w S, (ct'; x') = [3,25;
1,25] w S'; interwal 9,00.

Zestawmy oba przeksztalcenia. To jedna z najwazniejszych tabel w fizyce, bo moéwi, jak teoria
wzglednosci ,,przerabia” geometrie Euklidesa:
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obrét osi (ptaszczyzna zy)

transformacja Lorentza (ptaszczyzna ct, x)

macierz cosf  sinf ( cosh¢ —sinh ¢)
—sinf cos@ —sinh¢  cosh ¢
niezmiennik  z? + y? (okrag) (ct)? — 22 (hiperbola)
parametr kat 6; tan 0 to pospiesznos$é¢ ¢; tanh¢ =B to nachylenie
nachylenie osi z’ osi z’ na diagramie
zlozenie katy sie dodaja pospiesznosci sie dodaja
wyznacznik 1 1

/. ZADANIA - CZESC 4

1 Oblicz~ydlapg = 0,1;0,5; 0,9; 0,99. Od jakiej predkosci efekty relatywistyczne
= przekraczaja 1%?
2 Sprawdz mnozeniem, ze L(8)L(—8) = I.
3 Wukladzie S dwa zdarzenia zachodza jednoczes$nie (ct = 0) w punktachz =0ix = 3.
e Jakie wspélrzedne maja w ukladzie S' poruszajacym sie z § = 0,62 Czy w S' sa
jednoczesne? Oblicz interwal miedzy nimi w obu uktadach.
4 716z predkosci 0,6 ci 0,8 ¢, dodajac pospiesznosci. Porownaj ze wzorem na sktadanie
== predkosci.
5 .. 1+73 ) )
Pokaz, ze e? = 1 & (To czynnik relatywistycznego efektu Dopplera.)
6 Linie $wiata promieni §wiatla to z = +ct. Pokaz, ze transformacja Lorentza

&7 podstawowe

przeprowadza kazda z tych prostych na siebie, i oblicz, przez jaka liczbe mnozony jest
wektor [1; 1], a przez jaka [1; —1]|. W jakiej bazie macierz L jest przekatniowa?

mmo Srednie  maa feynmanowskie
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5 Btedne intuicje

x ,Przeksztatcenie liniowe to takie, ktore nie wygina prostych.”

To za malo. Przesuniecie nie wygina prostych, a nie jest liniowe, bo przesuwa zero.
Liniowe musi zachowywac¢ sumy i wielokrotnosci.

x Wz6r na obroét osi to ta sama macierz co obrét wektora.”

Nie: r6znia sie znakiem kata. Obrot osi o 6 dziata na wspétrzedne jak R(—0) (czesé 3).
Zawsze ustal, czy obracasz obiekt, czy opis.

x  Kolejnos¢ obrotow nie ma znaczenia.”

Na plaszczyznie nie ma. W przestrzeni ma, i to bardzo (ksiazka w czesci 2.2).

x  ,Macierz przeksztatcenia jest jedna.”

Przeksztalcenie jest jedno, macierzy tyle, ile baz. Te same sa tylko wielkoS$ci niezalezne
od bazy: wyznacznik, $lad (i warto$ci wlasne z lekcji 2.3 Wartosci i wektory wtasne).

x Transformacja Lorentza to obrot w czasoprzestrzeni, wiec zachowuje (ct)2 + 22

Zachowuje (ct)? — z2. To obrét hiperboliczny, a nie zwykly: jej elementy to cosh i sinh, a
nie cos i sin, i osie ct’, «’ zblizajq sie do siebie zamiast pozostaé prostopadle na diagramie.

x  Predkosci przy transformacji Lorentza sie dodaja.”

Dodajg sie pospiesznos$ci ¢ = artanh . Predko$ci sklada sie wzorem ﬂ—}%, ktory dla

matych g daje zwykla sume.

6 Sprawdz sie

1 Jak odczyta¢ macierz przeksztalcenia, wiedzac, gdzie trafiaja 71 j?

Obrazy 71 j to kolumny macierzy.

2 Jaki wyznacznik ma obrot, a jaki odbicie?

1i-1.
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3 Jak najszybciej odwrdci¢ macierz obrotu?

Przetransponowaéja: R~! = R'.

4 W macierzy P do zmiany bazy co stoi w kolumnach?

Nowe wektory bazy zapisane w starych wspotrzednych.

5 Co nie zmienia sie przy zmianie bazy A — P 'AP?

Wyznacznik i $lad.

6 Cozachowuje transformacja Lorentza?

Interwal (ct)? — z2.

7  Co sie dodaje przy skltadaniu dwoch transformacji Lorentza wzdluz tej samej
osi?

Pospiesznosci ¢ (a nie predkosci).

2.2 - Przeksztatcenia liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza 19/22



7 Karta wzorow i co dalej

e N
PRZEKSZTALCENIA I OBROTY ZMIANA BAZY I LORENTZ
liniowe: T'(au + bv) = aT'(u) + bT'(v); obrot osi o 0: wspotrzedne — R(—0)y
T(0)=0 T=P%, ¥ =P '3, A =P AP
kolumny macierzy = obrazy wektorow niezmienniki: det A. tr A
baz

v B=v/c, y=1/4/1—-5% L=

zlozenie ,najpierw S, potem IT7: T'S v =By
o 0 <—5’Y ) na (ct; x)
R(6) = <C9se o ); R1—RT =
Sin cos (ct)? — z? niezmiennicze; det L = 1;
R(=6) L™ = L(-B)

N _ [cos2p  sin2p - . _ 6 _
odbicie: O(yp) = (sin 2¢ —cos 2(,0) v ?:;()Sh ¢, By =sinh¢, B = tanho, e” =
ortogonalna: QTQ = I, zachowuje i - ¥; -5
detQ = +1 pospiesznosci sie dodaja: f12 = ﬂ—;%

w 3D obroty nie sg przemienne
- J

Do przeczytania u Feynmana
* Obowiazkowo: 11-2 1 11-3 (Joe i Moe: przesuniecie i obrot osi, skad sie bierze pojecie
wektora).

® Dla chetnych: 15-2 (transformacja Lorentza) i 17-1, 17-2 (geometria czasoprzestrzeni,
interwat jako odpowiednik odlegtosci).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: rozdzialy o macierzach (przeksztalcenia, macierze
obrotu).

* G. Strang, Introduction to Linear Algebra: rozdzial o przeksztalceniach liniowych i zmianie
bazy.

Przyktad 3.1 i zadanie 4.6 pokazaly, ze w dobrze dobranej bazie macierz staje sie przekgtniowa.
Jak takq baze znalezc, mowi lekcja 2.3 Wartosci i wektory wiasne: wartosci i wektory wlasne.
Zmiana bazy wrdci przy wspotrzednych krzywoliniowych (3.2 Wspdtrzedne biegunowe, walcowe i
sferyczne), a transformacja Lorentza w lekcji o szczegolnej teorii wzglednosci (Dziat 7: Uklady
odniesienia i szczegolna teoria wzglednosci), gdzie wyprowadzimy jq z dwdch postulatow
Einsteina.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. Pierwsze i czwarte (obrét o —90°). Drugie przesuwa zero, trzecie zawiera iloczyn zy: podwojenie
wektora czterokrotnie zwieksza pierwsza sktadowa.

20 . -1 0 ) 0 0 )
2. (0 3>,Wyznaczn1k 6; <0 1),Wyznaczmk -1 (0 1),Wyznaczn1k0.

3.(0; 0), (1; 0), (2; 1), (1; 1): r6wnoleglobok o polu 1, zgodnie z wyznacznikiem.
2 -1
4. (1 3>, 2-12; 1] — [-1; 3] = [5; —1].

5.RS = ((2) _01), SR = ((1) _02) RS7 = [0; 2] (najpierw rozciaggniecie, potem obrét), SR7 = [0; 1]

(obrét wyprowadzil 7 na oS y, a rozciaggniecie wzdtuz z juz go nie dotyczy).

6. Rzut wektora, ktory juz lezy na osi, nic nie zmienia, wiec dwa rzuty to jeden rzut. det P = 0:
wszystkie wektory [z; y] o tym samym z maja ten sam obraz, wiec nie da sie odtworzy¢ y. Na zero
przechodzi catla o$ y, czyli wektory [0; ¢].

Zadania - czes$¢ 2

1. [1; v/3] ~ [1; 1,73] i [0; —2]. Oba maja dtugosé 2.

(1 ﬁ)(; _ﬁ) 1.3
2. 2 2 \;_ 2 _(4 4 1):[«,
-5 3 J\% 3 0 i+i

3. R(360°) = I. To odpowiednik (e*"/ 3)3 = 1: €™/3 jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z jedynki (lekcja
1.7 Liczby zespolone i fazory).

=

-0,6 0,8
0,8 0,6
[—0,6; 0,8] to [0,2; 0,4], lezy na prostej y = 2z .

4.cos2p = —32,sin2p = %: ( > Obraz7: [—0,6; 0,8]. Sprawdzenie: srodek odcinka od [1; 0] do

5. Trzecie kolumny iloczynéw: R, R,k =7, R Rk = —7.

6. Wymnazajac i uzywajac wzoréw na cosinus i sinus réznicy: O(p2)O(p1) = R(2(p2 — ¢1)).
Wyznacznik (—1)(—1) = 1 zgadza sie z obrotem. Dwa lustra pod katem 30° daja obrét o 60°; tak dziata
kalejdoskop.

Zadania - czes¢ 3

1.z’ = 3cos30° + 4sin 30° =~ 4,60, ' = 4cos30° — 3sin30° ~ 1,96. /4,5982 + 1,9642 ~ 5 v.

2.P ' = (_11 _21>, wiec # = [2; 1]. Sprawdzenie: 2[2; 1] + [1; 1] = [5; 3] v.

5 2
-4 -1
jednej bazie moze wygladac¢ skomplikowanie w innej.

3.A =P 1AP = ( ) Slad5 — 1 =4 =3 + 1 v, wyznacznik —5 + 8 = 3 v. Prosta macierz w
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[

1
4.0(30°) = (é 2 ), obraz [1; v/3] ~ [1; 1,73]. Wektor [2; 0] lezy 30° pod prosta, obraz 30° nad nia,
2

D=

czyli pod katem 60° do osi z, z ta sama dlugoscia 2 v.

!
5. Obroét osi o 0 wyglada dla obserwatora w nowych osiach jak obrét wektora o —0: (i,) =

cosf sinf) [z -
(— sinf cos 9) (y) = R(-0)v.
6.det(P'AP) = det P! det Adet P = det A, bo det P~! = 1/det P. Slad: tr(P~1(AP)) =
tr((AP)P~') = tr A. Tozsamo$¢ tr(XY) = tr(Y X) wynika z 3, ; Zixyi = .y ; YriTik-
Zadania - czesc 4

1.1,005; 1,155; 2,29; 7,09. v = 1,01 dla 8 ~ 0,14, czyli okoto 42 000 km/s.

> (—%v _57> (/5‘77 ﬂ*?) - (72(10_ﬂ2) 72(10—ﬂ2)) -

3. Pierwsze: (0; 0). Drugie: ct' = —0,75-3 = —2,25, 2’ = 1,25 - 3 = 3,75. Nie sa jednoczesne: w S' drugie
zaszto wezesniej. Interwal 0 — 9 = —91i 2,252 — 3,752 = 5,0625 — 14,0625 = —9 v. Ujemny interwat
(przy naszym znaku) oznacza, ze zaden sygnal nie zdazy przebiec od jednego zdarzenia do drugiego.

4.¢=In2+In3 =In6, tanh(In6) = 33 = 22 ~ 0,946. Wzor: o5 = 135 = 22 v

1+8 _ 1T
(1-8)1+58) 1-p

5.e? = cosh ¢ +sinh ¢ = y(1+ ) = .Dlaf=0,6:v4=2v.

6. L[1; 1] =~(1— B)[1; 1] = e ?[1; 1]i L[1; —1] = v(1 + B)[1; —1] = e?[1; —1]. Linie $wiatla sa
niezmienione (predkos¢ swiatta jest w obu ukladach ta sama). Wektor [1; 1] zostaje pomnozony przez

—¢ . ¢ . ) . . . . e 0 .
b ) . I b ) M
e ? (skraca sie e? razy), a [1; —1] przez e®. W bazie [1; 1], [1; —1] macierz L to ( 0 e¢> To znéw

wektory i warto$ci wlasne (2.3 Warto$ci i wektory wiasne).

Matematyka - Przeksztatcenia liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures
on Physics, t. 1 (Addison-Wesley 1963; New Millennium Edition 2011), 11-2, 11-3, 15-2, 17-1, 17-2; K. A. Stroud, Engineering Mathematics; G. Strang,
Introduction to Linear Algebra. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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