MATEMATYKA 2.1

Macierze,
wyznaczniki i
uktady rownan

Lampa wisi na dwoch linach. Ile wynosi naciag kazdej z nich?
Prad plynie przez trzy galezie obwodu. Jakie sq natezenia? To
pytania o uklady réwnan liniowych, a w fizyce i technice takie
uklady pojawiajg sie na kazdym kroku. Ta lekcja daje jedna
metode, ktora dziata zawsze: eliminacje Gaussa. Do tego
dochodzi zapis, ktéry porzadkuje rachunki (macierze), i jedna
liczba, ktéra méwi, czy uktad ma dokladnie jedno rozwigzanie
(wyznacznik). Na koncu zobaczysz, czemu ,,ma rozwigzanie” to
jeszcze nie ,,da sie je wiarygodnie policzy¢”.
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W TEJ LEKCJI

©  Prolog: lampa na dwoch linach

1 Uktady rownan i eliminacja Gaussa
2 Macierze i dziatania na nich

3 Wyznacznik

4 Macierz odwrotna i wzory Cramera
5  Zastosowania i uwarunkowanie

6  Btedne intuicje

7 Sprawdz sie

8  Karta wzoréw i co dalej
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o Prolog: lampa na dwdch linach

Lampa o masie 12 kg wisi na dwoch linach. Lewa tworzy z poziomem

kat o = 30°, prawa kat = 60°. Lampa sie nie porusza, wiec sity sie
réwnowazg (to pierwsza zasada dynamiki, Dzial 1: Ruch i jego
przyczyny). Sktadowe poziome naciagoéw T} i T» musza sie znosié, a

pionowe razem musza utrzymac ciezar mg = 117,72 N:

—Ticosa+Tycos =0
Tisina + Tysin 8 = mg

To uktad dwéch réwnan liniowych z niewiadomymi 77, Ty. W lekcji 0.2 Rdwnania, nieréwnosci,
wielomiany i utamki proste rozwigzywalismy takie uktady wzorami Cramera. Wyznacznik

uktadu wynosi W = — cosasin 8 — sinacos § = —sin(a + ), a rozwiazanie
7= 9SB ssoN, T — 9% 019N,
sin(a + B) sin(a + B)

Bardziej stroma lina niesie wiecej, co zgadza sie z intuicjg. Ciekawsze jest co innego: wyznacznik
stoi w mianowniku. Gdy liny sa prawie poziome, o + 3 jest male i W ~ 0, a naciagi rosna bez
ograniczen.

Pytanie na start. Lampe zawieszono symetrycznie na linach nachylonych pod kqtem 5° do poziomu.
Zgadnij, zanim policzysz: naciqg kazdej liny jest mniejszy od cigzaru lampy, porownywalny z nim czy
kilka razy wiekszy? Odpowiedz w zadaniu 5.1.

W tej lekcji uogoélnimy to, co znasz z uktadu 2 x 2, na dowolna liczbe niewiadomych. Fizyka
potrzebuje tego stale: trzy sktadowe sity, trzy prady w obwodzie, tysiace weztéw w symulacji.
Wyznacznik okaze sie nie tylko ,liczba z mianownika”, ale tez polem i objetos$cia, czyli wielko$cia
geometryczna z lekcji 1.1 Wektory:.

1 Uktady rownan i eliminacja Gaussa

Rownanie liniowe z niewiadomymi 1, . . ., ¢, ma posta¢ a;z1 + aszs + - -+ + apx, = b:
niewiadome wystepuja tylko w pierwszej potedze i nie mnoza sie przez siebie. Uktad m takich
réwnan zapisujemy kroétko, wypisujac same wspotczynniki w prostokatnej tabeli. Pionowa kreska
oddziela wspodtczynniki od prawych stron:

c+y+z=26 1 1 1 6
2r+y—2=1 — 2 1 —-1(1
1 3 2 |13

z+3y+2z=13

Tabela po lewej stronie kreski to macierz uktadu 4, a cata tabela to macierz rozszerzona [A | ].

Wiersz odpowiada rownaniu, kolumna niewiadomej (ostatnia kolumna: prawym stronom).
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1.1 Trzy operacje, ktdre nie zmieniaja rozwigzan

4 N
5t OPERACJE ELEMENTARNE NA WIERSZACH
1. zamiana dwoch wierszy miejscami: w; <> w;;
2. pomnozenie wiersza przez liczbe r6zna od zera: w; < cw;, ¢ # 0;
3. dodanie do wiersza wielokrotno$ci innego wiersza: w; < w; + cwj.

Kazda z nich zamienia uklad na rownowazny, czyli o tych samych rozwigzaniach.
N J

Dlaczego? Kazda z tych operacji da sie cofna¢ operacja tego samego typu: drugi raz zamienic
wiersze, pomnozy¢ przez 1/c, odjac to, co sie dodato. Rozwiazanie starego ukladu spelnia nowy, a
skoro da sie wrocié, to rozwigzanie nowego spelnia stary. Dlatego zakaz mnozenia przez zero jest
wazny: tej operacji nie da sie cofna¢. To ta sama zasada co przy jednym réwnaniu w lekcji 0.2
Réwnania, nieréwnosci, wielomiany i utamki proste.

Eliminacja Gaussa to plan uzycia tych operacji. Bierzemy pierwsza kolumne i jej element w
pierwszym wierszu, zwany elementem gtéwnym (ang. pivot). Odejmujac wielokrotnos$ci
pierwszego wiersza, zerujemy wszystko pod nim. Jesli element gtéwny jest zerem, najpierw
zamieniamy wiersz z ktoryms$ nizszym. Jesli w caltej kolumnie od biezacego wiersza w dot stoja
zera, ta kolumna nie ma elementu gtéwnego i przechodzimy do nastepnej. Potem to samo robimy
z druga kolumna i wierszami od drugiego w dot, i tak dalej. Na koncu macierz ma postaé
schodkowa: kazdy kolejny element gtéwny lezy bardziej na prawo niz poprzedni, a pod nimi sa
same zera. Ostatnie rOwnanie ma jedna niewiadoma, przedostatnie dwie i tak dalej, wiec
rozwiazujemy je od dotu (podstawianie wsteczne).
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Przyktad 1.1
Uktad 3 x 3 krok po kroku
Rozwiqz uklad z poczqtku tej czesci.

1 Zerujemy pierwsza kolumne pod jedynka: wy < we — 2w; i w3 < w3 — w;:

2 Zerujemy druga kolumne pod elementem —1: w3 < w3 + 2wy:

1 1 1 6
0 -1 -3]|-11
0 0 —-5|-15

3 Oddotu: —5z = —15, wiec z = 3. Potem —y — 3 - 3 = —11, wiec y = 2. Na koncu x =
6-2-3=1.

[Wynik:wzl,y:2,z:3. j

Sprawdzenie: wstawiamy do wyjsciowych rownan (nie do przeksztatconych, bo btad
w eliminacji by sie nie yjawnit): 1 4+24+3=6v,24+2-3=1v,14+6+6 =13 v.

Mozna tez i$¢ dalej: zamiast podstawiaé wstecz, zerujemy elementy nad elementami gtéwnymi i
dzielimy kazdy wiersz przez jego element gtéwny. Na koncu po lewej stoi tabela z jedynkami na
przekatnej i zerami gdzie indziej, a po prawej gotowe rozwigzanie. To metoda Gaussa-Jordana.
Przy rachunkach recznych jest nieco diuzsza, ale przyda sie do macierzy odwrotnej w czesci 4.
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SYMULACJA 1 Eliminacja Gaussa-Jordana krok po kroku na utamkach zwyktych, bez
zaokraglen. Wybierz uklad i przechodz przyciskami (@, @, @ to wiersze wy, wy, ws).
Najpierw zerujemy pod elementami gtéwnymi (eliminacja w przéd), potem nad nimi
(wstecz). Zobacz, co sie dzieje, gdy element gléwny jest zerem, gdy jeden wiersz sie zeruje
i gdy pojawia sie wiersz ,,0 = 1”.

0/ 9 - macierz wyjsciowa

@l 1 1 1 6
@ 2 1 - 1
@l 12 3 2 13
x ¥y b4
— element gtowny zmieniony wiersz == wiersz sprzeczny

krok @ z 9 rz A (wida¢ po eliminacji) 3 rz[A|b] 3 rozwigzanie ..

Wiersze to réwnania, kolumny to niewiadome. Naci$nij ,dalej”.

Stan na rysunku: krok © z 9; rozwigzanie: ...

1.2 Kiedy rozwigzan nie ma albo jest ich nieskonczenie wiele

Kazde rownanie z trzema niewiadomymi to ptaszczyzna w przestrzeni (lekcja 1.1 Wektory). Trzy
plaszczyzny moga sie przecia¢ w jednym punkcie, ale moga tez mie¢ wspdlng prosta albo nie
miec zadnego punktu wspdlnego wszystkim trzem. Moga sie tez pokrywaé: wtedy rozwigzania
tworza cala ptaszczyzne. Eliminacja pokazuje, ktory przypadek zachodzi, bez rysowania.
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Przyktad 1.2
Uktad nieoznaczony i sprzeczny

Rozwigzukladx +y+2=6,2z+y—2=1,3z+2y =cdlac="Tidlac=8.

1 w2+ w2 — 2w, w3 w3 — 3wy, potem w3 <+ ws — wa:
1 1 1 6

0 -1 =-3| —-11
0 0 0 |c—T7

2 Dlac = 8 ostatni wiersz mowi 0 = 1. Uklad jest sprzeczny.

3 Dlac = 7 ostatni wiersz to 0 = 0: trzecie réwnanie bylo suma dwéch pierwszych i nie
niosto nowej informacji. Zostaja dwa réwnania i trzy niewiadome. Taki uklad
nazywamy nieoznaczonym. Jedna z nich, na przyklad z = ¢, wybieramy dowolnie.

Wtedyy =11 -3tiz =6 -y — 2z = —5 + 2.

Wynik: dla ¢ = 8 brak rozwiazan; dla ¢ = 7 nieskoniczenie wiele: (z; y; z) = (-5 +

2t; 11 — 3t; t), t € R. To prosta w przestrzeni.

Sprawdzenie: dla t = 3 dostajemy (1; 2; 3), rozwigzanie z przyktadu 1.1, ktére
spelnia tez 3z + 2y = 7 v. Dla dowolnego ¢: 3(—5 + 2t) + 2(11 — 3t) = 7 v.

Liczbe niezerowych wierszy po eliminacji nazywamy rzedem macierzy, rz A. To liczba réwnan,

ktére naprawde niosg informacje. W przyktadzie 1.2 rz A = 2, a rzad macierzy rozszerzonej to 2
dlac=7i3dlac=38.

e M
5s TWIERDZENIE KRONECKERA-CAPELLEGO
Uklad m réwnan z n niewiadomymi ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rz A =
rz[A | b]. Jesli ten wspélny rzad r réwna sie n, rozwiazanie jest jedno. Jesli r < n,
rozwigzan jest nieskonczenie wiele, a n — r niewiadomych mozna wybra¢ dowolnie
(parametry).

- J

W praktyce nie trzeba pamieta¢ nazwy. Wystarczy przeprowadzi¢ eliminacje i spojrze¢ na wiersze

z samymi zerami po lewej: zero po prawej oznacza nadmiarowe réwnanie, liczba rézna od zera

oznacza sprzecznosc.

2.1
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1 Rozwiaz eliminacja, zapisujac macierz rozszerzona: ¢ + 2y = 5,3z —y = 1.
2 Rozwiaz:z+y+2=2, 2z —y+2=6, t+2y—z=—1.

3 Rozwiaz:xz +2y —z=1, 22+ 5y + z =4, 3z + Ty = 5. lle rozwigzan ma uklad i jak
== wyglada ich zbiér?

4 Dlajakichaibuklad z +y = 1, x + ay = b ma jedno rozwigzanie, nieskonczenie wiele
== albo zadnego?

5 Uzgodnij rownanie spalania propanu a C3Hg + b0y — ¢ CO2 + d HyO. Zapisz bilans
« atomoéw C, H, O jako uklad réwnan. Ile ma rozwiazan i dlaczego chemika to nie martwi?

6 Znajdz parabole y = ax® + bz + ¢ przechodzaca przez punkty (1; 2), (2; 3), (3; 6).

moopodstawowe  meo Srednie saa feynmanowskie

2 Macierze i dziatania na nich

Macierz o wymiarach m x n to prostokatna tablica liczb o m wierszach i n kolumnach. Element w
i-tym wierszu i j-tej kolumnie oznaczamy a;;: najpierw wiersz, potem kolumna. Macierz n x n
jest kwadratowa. Wektor # o n sktadowych zapisujemy jako macierz n x 1, czyli kolumne.

Macierze tych samych wymiaréw dodajemy element po elemencie i mnozymy przez liczbe
element po elemencie. Najwazniejsze jest jednak mnozenie macierzy przez wektor. Lewa strona
uktadu z przyktadu 1.1 to

1 1 1 T z+y+=z
Az =12 1 -1 yl=|2c+y—2 |,
1 3 2 z xz+ 3y + 2z

wiec caly uktad to jedno réwnanie AZ = b. Kazdy element wyniku to iloczyn skalarny (lekcja 1.1
Wektory) odpowiedniego wiersza A z wektorem Z: ,wiersz razy kolumna”.

Ten sam iloczyn mozna przeczytac inaczej, kolumnami:

1 1
AZ=z (2| +y 1] +2z| -1
1 3
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AZ to kombinacja liniowa kolumn macierzy A ze wspéiczynnikami z, y, z. Rozwiazanie uktadu
odpowiada wiec na pytanie: ile wzig¢ kazdej kolumny, zeby po zlozeniu wyszedt wektor B2 To
drugi obraz uktadu rownan, obok obrazu przecinajacych sie prostych i ptaszczyzn. Gdy kolumny
sa rownolegte (albo, w trzech wymiarach, lezg w jednej ptaszczyznie), sktadajac je, nie dojdziemy
do kazdego b. To doktadnie przypadek zerowego wyznacznika (czes¢ 3).

SYMULACJA 2 Obraz kolumnowy uktadu 2 x 2. Przeciagaj konce kolumn d, ds i wektor b
. Réwnoleglobok pokazuje, ile kazdej kolumny trzeba wziaé, zeby dojé¢ do b: to wlasnie =
i y. Ustaw kolumny prawie rownolegle i zobacz, jak bardzo rosna z i y.

I 3

51 Y

x
-7 -6 -5 -4 3 2 5 6 7
14
2l
-3l
,4 -+
54
—_—a =—a, =—b ==xa+ya

a; [2,0; 1,0] a, [-1,0; 2,0] b [3,0; 4,0] W =det[a; a,] 5,00 X 2,00

y 1,00

Idziemy x razy wzdtuz a,, potem y razy wzdtuz a, i trafiamy w b. Tak czytamy uktad A-(x; y) = b
kolumnami.

Stan na rysunku: ai = [2,0; 1,0], a2 = [-1,0; 2,0], b = [3,0; 4,0]; W= 5,00, x =
2,00, y = 1,00.
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2.1 Iloczyn dwdch macierzy

' N
§f8 DEFINICJA - ILOCZYN MACIERZY
(AB);; = Z aik by = anbij + aigbgj + - -+ + ainby;.
k=1
Element (i, j) iloczynu to iloczyn skalarny i-tego wiersza A z j-ta kolumna B.
Iloczyn istnieje tylko wtedy, gdy A ma tyle kolumn, ile B ma wierszy: (m x n) - (n x
p) =m X p.
- J

Skad taka dziwna definicja? Z wymogu, zeby (AB)Z = A(BZ). Najpierw dzialamy na wektor
macierzg B, potem A, a AB to jedna macierz, ktdra robi obie rzeczy naraz. Illoczyn macierzy to
zlozenie dziatan, tak jak zlozenie funkcji. Dlatego jest taczny, (AB)C = A(BC), ale na ogdt nie

jest przemienny.

Przyktad 2.1

AB + BA

. . 1 2)\. 0 1
ObllczABlBAdlaA_<3 4>lB—<1 0).

1 AB:wiersz (1; 2) razy kolumny B daje (2; 1); wiersz (3; 4) daje (4; 3). AB = <Z ;)

2 BA:wiersz (0; 1) wybiera drugi wiersz A, wiersz (1; 0) pierwszy. BA = <i’ 3) )

[ Wynik: AB # BA. Mnozenie przez B z prawej zamienia kolumny A, a z lewej wiersze. j

Sprawdzenie: B? = [ (dwie zamiany wracaja do poczatku), wiec (AB)B powinno

, . 2 1 . (1 2
da¢ A: zamiana kolumn <4 3> daje <3 4> v.

Kilka macierzy ma wlasne nazwy. Macierz jednostkowa I ma jedynki na przekatnej i zera poza

nig; AI = TA = A (dla kwadratowej A), tak jak mnozenie przez 1. Macierz zerowa ma same zera.
Transpozycja AT zamienia wiersze na kolumny: (AT);; = aj;. Macierz symetryczna spetnia AT =
A. Przydaje sie reguta (AB)T = BT AT (kolejnos¢ sie odwraca) i to, ze iloczyn skalarny wektoréw

kolumnowych tod - b = a'b.

2.1 - Macierze, wyznaczniki i uktady réwnan 9/28



2.2 Macierz w fizyce: gdy skutek nie jest rownolegty do przyczyny

Feynman wprowadza macierz (u niego: tensor) na przyktadzie krysztalu w polu elektrycznym. W
materiale izotropowym (gaz, szklo) pole E przesuwa tadunki wzdtuz siebie, wiec polaryzacja P
jest rownolegta do Ei wystarczy jedna liczba: P=oE. W krysztale elektronom tatwiej poruszac
sie w jednych kierunkach niz w innych. Pole wzdluz osi  moze wtedy daé polaryzacje o

sktadowych z, y i z. Kazda sktadowa P jest liniowa funkcjq wszystkich trzech sktadowych E:
FLP II-31-1

P, Qry Qgzy Qg E,
Pyl = loye oy oy E,
P, Qzp Oy Oy E,

Dziewie¢ liczb zamiast jednej. Tak samo opisuje sie moment bezwladnosci bryly (moment pedu
nie musi by¢ rownolegty do predkosci katowej, Dziat 4: Ruch obrotowy i bryta sztywna),
przewodnictwo krysztatu i naprezenia w materiale. Gdy widzisz, ze jedna wielko$¢ wektorowa
zalezy liniowo od drugiej, ale nie musi by¢ do niej réwnolegla, w tle stoi macierz.

/. ZADANIA - CZESC 2 7 zadan - ok. 40 min

1 plad= <§ ;) iB— G _01> oblicz A+ B, 24, ABi BA.

2 Amawymiary 2 x 3, B mawymiary 3 x 4. Ktére z iloczynéw AB, BA, ATA, AAT
= istniejqijakie maja wymiary?

3 Zapiszuklad 2z — y = 3, x + 4y = —3 w postaci A% = b i jako kombinacje kolumn.
= Rozwiaz go.

0 0

4 ObliczN2dlaN = (0 1) . Czego to uczy o rownaniu AB = 0?

5 Sprawdz na macierzach z zadania 2.1, ze (AB)T = BT AT, ale (AB)T # ATBT.

6 310
- Krysztal ma macierz polaryzowalnosci {1 2 0 | (wumownych jednostkach). Oblicz
0 0 1

PdlaE = [1; 0; 0] iE = [0; 1; 0]. O jaki kat P odchyla sie od E? Dla E = [0; 0; 1]?
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cosa —sina

7 Macierz R(a) = <sina cos &

) obraca wektor o kat « (lekcja 2.2 Przeksztalcenia

liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza). Oblicz R(a)R(8). Co musi wyjs¢,

skoro dwa obroty to obrét o a + 3? Jakie wzory dostajesz?

oo podstawowe  meo Srednie saa feynmanowskie

3 Wyznacznik

W lekcji 0.2 Réwnania, nieréwnosci, wielomiany i utamki proste
wyznacznik W = a;1by — agb; ukladu 2 x 2 decydowal, czy uktad ma
jedno rozwiazanie. W lekcji 1.1 Wektory to samo wyrazenie bylo
polem réwnolegloboku rozpietego na dwdéch wektorach. Polaczmy te
fakty. Macierz A zamienia wektor [1; 0] na swoja pierwsza kolumne, a
[0; 1] na druga. Kwadrat jednostkowy przechodzi wiec w
réwnoleglobok rozpiety na kolumnach.

S~
58 WYZNACZNIK 2 x 2 1 JEGO SENS

a b

a b
det(c d>_c d

’:ad—bc.

zegara, minus, gdy figura zostaje ,,odbita w lustrze”.

-

| det A| to pole réwnolegtoboku rozpietego na kolumnach A, czyli wspétczynnik,
przez ktory A mnozy pola. Znak moéwi o orientacji: plus, gdy obrét od pierwszej
kolumny do drugiej (o kat mniejszy niz 180°) jest przeciwny do ruchu wskazéwek

Teraz widac, dlaczego det A = 0 oznacza ktopot z uktadem. Macierz zgniata plaszczyzne do

prostej (albo punktu). Rézne wektory Z laduja w tym samym miejscu, wiec rozwiazanie nie jest
jednoznaczne. Za to punkty spoza tej prostej nie sg obrazem niczego, wiec dla takich b

rozwiazania nie ma wecale.
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SYMULACJA 3  Macierz 2 x 2 przeksztalca kwadrat jednostkowy (z choragiewka, zeby
widac¢ bylo odbicie) w rd6wnoleglobok rozpiety na kolumnach. Przeciagaj konce kolumn.
Pole réwnolegtoboku to | det A|. Gdy kolumny przejda przez siebie nawzajem,
wyznacznik zmienia znak, a choragiewka odwraca sie jak w lustrze.

A )}
34
21
14-

x
-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-1 4+

24

-3l

— kolumnal — kolumna2 obraz kwadratu = = kwadrat jednostkowy

kolumna1 [2,0; 0,5] kolumna2 [0,5; 1,5] detA=ad-bc 2,75

pole obrazu = |det A| 2,75 orientacja zachowana

Kazda figura zmienia pole tyle razy, ile wynosi wyznacznik. Kwadrat jednostkowy miat pole 1, wiec
jego obraz ma pole det A.

Stan na rysunku: kolumny [2,0; 0,5] i [0,5; 1,5]; det A = 2,75, pole obrazu 2,75,
orientacja zachowana.

3.1 Wyznacznik 3 x 3

W trzech wymiarach wyznacznik to objeto$¢ rownolegloscianu rozpietego na trzech kolumnach
(lub wierszach), ze znakiem. To iloczyn mieszany z lekcji 1.1 Wektory. Liczymy go rozwinieciem
Laplace'a wzgledem pierwszego wiersza:
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ail a2 ais
a1 Q22 Q23| = A11
asr as2 ass

a2 Q23
as2

a1 a2
asy  asz

Kazdy element pierwszego wiersza mnozymy przez wyznacznik 2 x 2, ktéry zostaje po skresleniu
jego wiersza i kolumny, a znaki zmieniaja sie na przemian: +, —, +. Rozwija¢ mozna wzgledem
dowolnego wiersza lub kolumny, ze znakiem (—1)**/ dla elementu a;; (szachownica znakow).
Najlepiej wybraé wiersz z najwieksza liczba zer. Ten sam przepis dziata dla macierzy 4 x 41
wiekszych: wyznacznik n x n sprowadza sie do n wyznacznikéw (n — 1) x (n — 1).

Dla 3 x 3 istnieje tez skrét, regula Sarrusa: dopisujemy dwie pierwsze kolumny z prawej,
dodajemy trzy iloczyny ,,z géry na dét w prawo” i odejmujemy trzy iloczyny ,,z dotu do géry w
prawo”. Uwaga: dziata tylko dla 3 x 3.

Przyktad 3.1
Jeden wyznacznik, trzy sposoby

Oblicz det A dla macierzy A z przyktadu 1.1.

1 Sarrus:1-1-241-(-1)-1+1-2-3-1-1-1-3-(-=1)-1-2-2:1=2—-1+6—
1+3-4="5.

2 Laplace wzgledem pierwszego wiersza:1-(2+3)—1-(4+1)+1-(6—-1)=5—-5+
5 =5.

3 Eliminacja: w przyktadzie 1.1 dostaliémy macierz tréjkatna z elementami gtéwnymi 1
, —1, —5, a dodawanie wielokrotnos$ci wierszy nie zmienia wyznacznika (patrz nizej).
Wyznacznik macierzy tréjkatnej to iloczyn przekatnej: 1- (—1) - (—5) = 5.

[ Wynik: det A = 5. Trzy kolumny A rozpinaja rownolegloscian o objetosci 5. ]

Sprawdzenie: trzy niezalezne metody daly to samo. Wyznacznik jest rézny od zera,
zgodnie z tym, ze uklad 1.1 mial dokladnie jedno rozwiazanie.
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3.2 Wtasnosci, ktore oszczedzaja rachunkow

~ )
58 WEASNOSCI WYZNACZNIKA ( A , B KWADRATOWE N x N )

1. zamiana dwoch wierszy (lub kolumn) zmienia znak wyznacznika;

2. pomnozenie jednego wiersza przez ¢ mnozy wyznacznik przez c; stad det(cA) =
c" det A;

3. dodanie do wiersza wielokrotno$ci innego wiersza nie zmienia wyznacznika;

4.det AT = det A, wiec wszystko, co prawdziwe dla wierszy, jest prawdziwe dla
kolumn;

5.det(AB) = det A - det B;

6. wyznacznik macierzy tréjkatnej to iloczyn elementéw na przekatnej;

7. det A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ktéras kolumna (wiersz) jest kombinacjg liniowa
pozostatych.

- J

Wszystkie maja sens geometryczny. Dodanie do jednej krawedzi réwnolegloscianu
wielokrotnosci innej krawedzi to ,przesuniecie warstw talii kart”: objeto$¢ sie nie zmienia.
Rozciagniecie jednej krawedzi c razy zwieksza objetos¢ c razy. Zlozenie przeksztalcen mnozy
wspotczynniki zmiany objetosci, stad det(AB) = det A det B. Wynika z tego praktyczna metoda:
duze wyznaczniki liczy sie eliminacja. Doprowadzamy macierz do postaci tréjkatnej, mnozymy
elementy przekatnej i zmieniamy znak przy kazdej zamianie wierszy. To ta sama robota, co przy
rozwiazywaniu ukladu.

/. ZADANIA - CZESC 3 6 zadan - ok. 40 min
1 . 13 1/ |12 4| |cosa —sina . . .
. Oblicz 1 2P 11 2 lsina cosa | Co oznacza kazdy wynik geometrycznie:

- Oblicz dwiema metodami.

o = o
—_ o
)

3 Oblicz pole trdjkata o wierzchotkach (1; 1), (4; 2), (2; 5).

4 Ajestmacierza 3 x 3idet A = 5. Oblicz det(24), det(—A), det AT, det(A?).

- Dlajakiego t zachodzi

[ES
W N

1
4| = 0? Ktory wiersz jest wtedy kombinacjq pozostatych?
t
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6 1 a a

Pokaz,ze (1 b b*| = (b—a)(c— a)(c — b) (wyznacznik Vandermonde'a). Co to méwi o
1 ¢ ¢
zadaniu 1.6: kiedy przez trzy punkty przechodzi dokladnie jedna parabola?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

4 Macierz odwrotna i wzory Cramera

Roéwnanie liczbowe ax = b rozwiazujemy, dzielac przez a, czyli mnozac przez a~'. Dla macierzy
dzielenia nie ma, ale czasem istnieje odpowiednik odwrotnosci.

4 )
3 DEFINICJA - MACIERZ ODWROTNA

Macierz A~! jest odwrotna do kwadratowej macierzy A, jeéli AA™' = A™' A = I. Istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0 (macierz jest nieosobliwa). Wtedy uktad AZ = bma
dokladnie jedno rozwigzanie & = A1b.

a B\ 1 (d —b
c d)  ad—bc\—c a)’

- J

Dla 2 x 2: zamien elementy na przekatnej, zmien znaki pozostatych, podziel przez wyznacznik.
Geometrycznie A~! cofa to, co zrobita A. Jesli A zgniotta ptaszczyzne do prostej, cofnaé sie tego
nie da. Stad warunek det A # 0, a takze det A~! = 1/ det A.

Dla wiekszych macierzy najprosciej uzy¢ metody Gaussa-Jordana. Zapisujemy obok siebie [A | I] i
operacjami na wierszach doprowadzamy lewq cze$¢ do I. Prawa cze$¢ staje sie wtedy A~L. To nie
sztuczka: kazda kolumna A™! to rozwiazanie uktadu A% = €;, gdzie €; to j-ta kolumna I.
Rozwiazujemy wiec n uktadéw naraz.
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Przyktad 4.1

Odwracamy macierz z przyktadu 1.1

11 1
Znajdz A 'dlaA= |2 1 -1 | irozwigzponownieuktad1.1.
1 3 2

1 Eliminacja w przéd taka jak w przyktadzie 1.1 (wy — 2wy, ws — wy, w3 + 2ws), tylko na
dluzszych wierszach:

1 1 1 1 00
0 -1 -3|-2 1 0
0 0 -5|-5 21

O =
=)
o O
=
—

QU =] =

119 I

(ST

o
o
p—
—
|
(SR
|
(ST

3 ) 5 1 -2\ /6 5
T=A%=:|-5 1 3 1| =2%(10
5 -2 -1/ \13 15

=
|
ot
[
w

Wynik: A = 2 ,aZ = [1; 2; 3], jak w przykladzie 1.1.

5 -2 -1

Sprawdzenie: pierwszy wiersz A razy pierwsza kolumna A~!: %(5 —5+4+5)=1v;
pierwszy wiersz razy druga kolumna: %(1 +1—2) =0 v.Mianownik 5to det 4, ito

nie przypadek (wzor ponizej).

Przydaje sie reguta (AB) ™! = B"'A~!. Kolejno$é sie odwraca z tego samego powodu co przy
skarpetkach i butach: zakladamy najpierw skarpetki, potem buty, a zdejmujemy w odwrotnej

kolejnosci.
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4.1 Wzory Cramera

e I
53 WZORY CRAMERA

Jesli W = det A # 0, uktad AZ = b ma jedno rozwiazanie

W

"

gdzie W, to wyznacznik macierzy A, w ktorej j-ta kolumne zastapiono wektorem b.
- J

Dlauktadu 1.1: W =5, W, = 5, W,, = 10, W, = 15, wiec znéw (1; 2; 3). Wzory Cramera sa piekne i
przydatne w teorii: od razu widacd, ze rozwigzanie zalezy od b liniowo i ze klopot zaczyna sie, gdy
W — 0 (jak w prologu). Ogélny wzér na odwrotnosé, A1 = ﬁ DT, gdzie D to macierz
dopelnien algebraicznych (wyznacznikéw po skresleniu wiersza i kolumny, ze znakami

szachownicy), ma to samo zrédto.

4 )
/\ PULAPKA - ILE TO KOSZTUJE
Wyznacznik n x n liczony rozwinieciem Laplace'a wymaga okoto n! mnozen, a
wzory Cramera potrzebuja n + 1 takich wyznacznikéw. Eliminacja Gaussa
potrzebuje okoto %n?’ dziatan. Dla n = 20 to kilka tysiecy dziatan wobec okoto 5 -
10%9: przy miliardzie dziatan na sekunde mikrosekundy wobec 1600 lat. Programy
numeryczne (np. numpy. linalg.solve) uzywajg eliminacji (z wyborem
najwiekszego co do modutu elementu gtéwnego, co ogranicza biedy zaokraglen),
nie Cramera, i nie licza A™!, gdy trzeba tylko rozwigza¢ uktad. Recznie: Cramer dla
2 x21iczasem 3 x 3, powyzej eliminacja.

/. ZADANIA - CZESC 4 6 zadan - ok. 35 min

1 Znajdz odwrotnosé (‘;’ ;) i sprawdz mnozeniem.

cosax —Ssino

. 12 , . (2 0Y).
2 Znajdz odwrotnosci ( ) i ( .
sin & COsS

0 5 ) . Zinterpretuj je.

3 Korzystajac z zadania 4.1, rozwigz 3z + y = 4, 5z + 2y = 7. Potem bez nowej eliminacji
e  rozwiaz ten sam uklad z prawa strong [1; 0].
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« Znajdz metodg Gaussa-Jordana odwrotnosc

_ o -
oo
w o N

5 Rozwigz wzorami Cramera uklad z zadania 1.2.

6 Pokaz, ze (AB)~! = B~'A~!, mnozac. Dlaczego A~ B! zwykle nie jest odwrotno$cia
- AB?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

5 Zastosowania i uwarunkowanie

Prawa Kirchhoffa (oméwimy je w fizyce, Dzial 15: Prad i pole — L
magnetyczne; tu przyjmij je jako dane) méwia: w kazdym wezle R, I} R,
suma pradéw wplywajacych rowna sie sumie wyptywajacych, a w R,
kazdym zamknietym oczku suma sit elektromotorycznych réwna sie b &
sumie spadkoéw napiecia RI (ze znakami zaleznymi od kierunku T T

obiegu). Kazde z tych praw to rOwnanie liniowe w pradach.
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Przyktad 5.1

Obwod z dwiema bateriami

Baterie &, = 12 Vi & = 6 V sq potaczone z opornikami Ry = 2, Ry =4 ), R3 = 6 2 jakna
rysunku. Oblicz prqdy I, I, I3 (kierunki strzalek na rysunku sq zatozone; wynik ujemny oznacza

przeptyw w przeciwng strone).

1 Wezel gérny: I) + Iy = I3. Oczko lewe: 12 = 2I; + 613. Oczko prawe: 6 = 415 + 613.

2 Macierz rozszerzona i eliminacja (w2 — 2w;, potem ws + 2ws, a na koncu prosty

rachunek wsteczny):

=J CRy
B o

3 I=3%=23 2L=12-38.

-1]0 1 1 -1]0
6 (12 |- 0 -2 8 |12
6 | 6 0 0 2230
D=t wiech=—-3; h=L-L=%.

Wynik: I; ~ 1,91 A, I, ~ —0,55 A, I3 ~ 1,36 A. Minus przy I, znaczy, ze prad plynie

przez baterie 6 V ,,pod prad”, od plusa do minusa: silniejsza bateria ja taduje.

132

Sprawdzenie: oczko lewe 2- 4 +6- £ = 12 =12 v; prawed - (—3) +6- 5 =L =6

v.Jednostki: V/Q = A v.

5.1 Uwarunkowanie: kiedy rozwigzanie istnieje, ale nie mozna mu ufaé

Wyznacznik r6zny od zera gwarantuje jedno rozwigzanie. Nie gwarantuje, ze to rozwigzanie da

sie wiarygodnie policzy¢ z danych obarczonych btedem. Zawsze tak jest w fizyce, bo prawe strony
(a czesto i wspdliczynniki) pochodza z pomiaréw (lekcja 0.5 Jednostki, analiza wymiarowa,

szacowanie i niepewnos$¢ pomiaru).
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Przyktad 5.2
Prawie rownolegte proste

Rozwigéx +y = 2, = + 1,001y = by dla by = 2,001 i dla by = 2,002.
1wy — w: 0,001y = by — 2, wiecy = 1000 (by — 2) iz =2 —y.

2 b=200l:y=1,z=1. by =2,002: y =2,2 =0.

Wynik: zmiana prawej strony o 0,05% (z 2,001 na 2,002) przesuneta rozwiazanie z
(1; 1) do (0; 2). Zmiana danych o 0,001 data zmiane wyniku o 1, tysiac razy wieksza.

Sprawdzenie: 0 + 1,001 - 2 = 2,002 v. Geometrycznie: proste o nachyleniach —11i
—1/1,001 sa prawie rownolegte, wiec mate przesuniecie jednej z nich przesuwa
punkt przeciecia daleko wzdluz drugie;j.

Taki uklad nazywamy zle uwarunkowanym. Miara jest wskaZnik uwarunkowania macierzy,
ktéry moéwi, ile razy moze sie wzmocnié¢ wzgledny btad danych. W tym przykltadzie wynosi okoto
4000. Dokladna definicja wymaga norm macierzy; tu wystarczy intuicja. Wyznacznik tu jest maty
(0,001), ale sam maty wyznacznik nie §wiadczy o ztym uwarunkowaniu: macierz 0,1 -1 o
wymiarach 10 x 10 ma wyznacznik 10719, a uktad z nig rozwiazuje sie idealnie (kazda
niewiadoma mnozymy przez 10). Liczy sie to, czy kolumny sg prawie zalezne (w dwoch
wymiarach: prawie rdwnolegte), a nie to, ze wszystkie sa jednakowo krétkie.
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SYMULACJA 4 Dwie proste i niepewno$¢ pomiaru. Kazda prosta jest rozmyta o +6 w
prawej stronie, a szare punkty to rozwigzania dla losowych prawych stron z tego zakresu.
Zmniejszaj kat miedzy prostymi: chmura rozwiazan rozciaga sie wzdtuz prostych, cho¢
dane sa tak samo dokladne.

— prostal+d — prosta2+d — rozwigzaniazzaburzonych danych — rozwigzanie doktadne
niepewnosc¢ danych 6 0,10 najwieksze odchylenie rozwigzania 0,29
wzmochienie btedu (max |Ax| / §) 2,9x det (normalne jednostkowe) = sin kata 0,643

wskaznik uwarunkowania 2,7

Stan na rysunku: kat 40°, & = 0,10; najwieksze odchylenie rozwiazania 0,29
(wzmocnienie 2,9x), wskaznik uwarunkowania 2,7.

Prolog jest przyktadem tego samego zjawiska. Kolumny macierzy maja tam dtugo$¢ 1, wiec maty
wyznacznik naprawde oznacza prawie rownolegle kolumny. Gdy liny sa prawie poziome,
wyznacznik — sin(a + 3) jest maly, a naciag ogromny i bardzo czuly na kat. Inzynier nie powie
sten uktad ma rozwiazanie”, tylko ,ta konstrukcja jest zle pomys$lana”.

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 35 min
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1 Lampa z prologu (mg = 117,72 N) wisi symetrycznie na dwdch linach nachylonych pod
= katem 6 do poziomu. Pokaz, ze naciag kazdej liny to T' = %, ioblicz go dla § = 30°,
sin
10°, 5°, 1°.

2 Powtérz przyktad 5.1dla& =9V, =3V,R =1Q, R, =2Q, R3 =3 1.

3 Rozwiazz +y=2,2+ 0,99y = by dlaby, = 1,99, 2,001 1,98. O ile zmienia sie prawa

== strona, a o ile rozwigzanie?

4  Kwadratowa plyta ma na gérnej krawedzi temperature 100°C, a na pozostatych 0°C.

== Dzielimy ja siatkg tak, ze w srodku sg cztery wezlty (dwa goérne T3, T, i dwa dolne T3, T}),
a kazdy wezel wewnetrzny ma temperature rowna Sredniej czterech sasiadéw. Kazdy
wezel ma dwdéch sasiadéw na brzegu i dwoch wewnatrz. Utdz uklad i rozwiaz go.

5 Komputer wykonuje 10° dziatah na sekunde. Ile czasu zajetoby rozwiazanie uktadu n x
«=» p wzorami Cramera z wyznacznikami liczonymi rozwinieciem Laplace'a (przyjmij (n +
1)! dziatan), a ile eliminacja (§n3) dlan = 10, 20, 30?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

6 Btedne intuicje

x ,AB = BA,jakdlaliczb.”

Na ogét nie (przyklad 2.1). Iloczyn to ztozenie dziatan, a kolejnos$¢ dziatan ma znaczenie:
obrét, a potem rozciagniecie wzdluz osi to co innego niz rozciagniecie, a potem obroét.

x ,det(A+ B) =det A+ det Bidet(2A4) = 2det A.”

Oba falszywe. Wyznacznik jest multiplikatywny (det AB = det A det B), a nie
addytywny. Dlan x n: det(24) = 2" det A, bo kazda z n krawedzi wydtuza sie dwa razy.

x ”(AB)—l — A_IB_I.”

Kolejno$é sie odwraca: (AB) ' = B ' A~!. Tak samo przy transpozycji.
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x Tyle rownan, ile niewiadomych, wiec jest jedno rozwigzanie.”

Tylko gdy wyznacznik jest réozny od zera. ROwnania moga by¢ zalezne (przykiad 1.2)
albo sprzeczne. Liczy sie rzad, a nie liczba réwnan.

x  Maty wyznacznik oznacza zle uwarunkowany uktad.”

Nie: 0,1 - I o wymiarach 10 x 10 ma wyznacznik 10~ '° i jest idealnie uwarunkowana.
Wyznacznik zalezy od skali. Uwarunkowanie zalezy od tego, czy kolumny sa prawie
zalezne (prawie rownolegte) albo maja bardzo rézne dtugosci. Jednakowe
przeskalowanie wszystkich kolumn go nie zmienia.

x  Wzory Cramera to najlepsza metoda, bo daja gotowy wzor.”

Najlepsza do teorii i do 2 x 2. Dla wiekszych ukladéw eliminacja jest nieporéwnanie
szybsza (zadanie 5.5). Programy numeryczne do typowych ukladéw uzywaja eliminacji
(do bardzo duzych i rzadkich metod iteracyjnych), nigdy wzoréw Cramera.

x ,Skoro A% = b,to % = B/A.”

Dzielenia przez macierz nie ma. Jest mnozenie przez odwrotnosé, i to z lewej strony:
# = A7'b, anie bA™! (ten iloczyn nawet nie istnieje).

7 Sprawdz sie

1 Ktore operacje na wierszach nie zmieniaja zbioru rozwiazan ukladu?

Zamiana wierszy, pomnozenie wiersza przez liczbe rézna od zera, dodanie do wiersza
wielokrotno$ci innego wiersza.

2 Po eliminacji pojawil sie wiersz (0 0 0 | 3). Co to znaczy?

Roéwnanie 0 = 3: uklad jest sprzeczny.

3 Jakie wymiary ma iloczyn macierzy 3 x 212 x 5?

3 x 5.

4  Co oznacza geometrycznie det A = —2 dla macierzy 2 x 2?

Pola rosna dwukrotnie, a orientacja sie odwraca (odbicie).
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5 Jak zmienia si¢ wyznacznik przy zamianie dwoch wierszy?

Zmienia znak.

6 Kiedy macierz kwadratowa ma odwrotnos$¢?

Wtedy i tylko wtedy, gdy jej wyznacznik jest rézny od zera.

7 Dlaczego programy numeryczne nie uzywaja wzorow Cramera?

Z wyznacznikami liczonymi rozwinieciem Laplace'a kosztuja okoto (n + 1)! dziatan, a
eliminacja okoto %n:”. Nawet gdy wyznaczniki liczy sie eliminacja, Cramer wymaga n +
1 eliminacji zamiast jednej i jest bardziej wrazliwy na bledy zaokraglen.
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s Karta wzorow i co dalej

4 N
UKLADY I MACIERZE WYZNACZNIK I ODWROTNOSC
C AR — T : b a b .
uktad: AZ = b; macierz rozszerzona [A | b] o= ad — be = pole ze znakiem

operacje: w; < wj; w; < cw; (¢ # 0);
w; < w; + cw; 3 x 3: Laplace (znaki szachownicy) lub

. . L Sarrus; = iloczyn mieszany
Kronecker-Capelli: rozwiazanie istnieje

<= 17 A = rz[A|b]; parametréw n — 7

(AB)ij = > aibrj; (m x n)(n x p) =

zamiana wierszy: —; w; + cw;: bez zmian;
det(cA) = c"det A

det AB = det Adet B; det AT = det A

mXxp
I . . .
AZ = kombinacja kolumn A; AB # BAna det A# 0 <= A~ istnieje < jedno
ogél rozwiazanie
-1
(AB)T = BTAT; (AB)"! =B14! a by _ 1 (d =b), A1 >
c d ad=be \ —¢ q )’
[I1A™
Cramer: z; = W;/W; duze ukiady:
eliminacja
AN )

Do przeczytania u Feynmana

¢ Dla chetnych: I1-31-1 i 31-2 (tensor polaryzowalnosci: dlaczego jedna liczba nie wystarcza i
jak zachowuje sie dziewiec liczb przy zmianie osi).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki
* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: rozdzialy o wyznacznikach i macierzach (eliminacja
Gaussa, macierz odwrotna, rozwigzywanie uktadow).

* G. Strang, Introduction to Linear Algebra: rozdzialy 1-2 i 5. Najlepsze zrodto obrazu
kolumnowego i my$lenia o macierzach jako przeksztalceniach.

W lekcji 2.2 Przeksztalcenia liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza macierz
przestanie byc tabelq wspdlczynnikow i stanie sig przeksztalceniem: obrotem, zmiang bazy,
transformacjq Lorentza. W 2.3 Wartosci i wektory wtasne zapytamy o kierunki, ktore macierz tylko
wydtuza (to kierunki P | E z zadania 2.6), a wyznacznik da réwnanie na te kierunki. Wyznacznik
jako wspdltczynnik zmiany objetosci wrdci w catkach wielokrotnych jako jakobian (3.3 Catki
podwdjne i potréjne), a uktady rownan w metodzie najmniejszych kwadratow (5.2 Statystyka
pomiardw i dopasowania) i w przestrzeni standw (4.5 Uktady réwnarn liniowych i przestrzen
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stanow). W mechanice kwantowej (Dziat 18: Stany kwantowe, uktady dwustanowe i spin) stan
uktadu dwustanowego to wektor, a jego ewolucja to mnozenie przez macierz.

2.1 - Macierze, wyznaczniki i uktady réwnan 26/28


http://127.0.0.1:40715/pl/math/4-5/
http://127.0.0.1:40715/pl/physics/18/

+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. wy + wy — 3wy: —Ty = —14, wiecy =2,z = 1.

2. (x; y; 2) =(2; —1; 1). Powsy — 2wy, ws —wy: —3y — 2 = 2,y — 2z = —3. Dalej ws < 3ws + we: —7z =
—T.

3. Trzeci wiersz zeruje sie (trzecie réwnanie to suma dwéch pierwszych). z =t,y =2 — 3t,z = -3 + Tt.
Nieskonczenie wiele rozwiazan, prosta w przestrzeni.

4.Pows —ws: (a — 1)y = b— 1. Dlaa # 1 jedno rozwiazanie. Dla a = 1, b = 1 nieskoniczenie wiele (to
samo réwnanie dwa razy). Dla a = 1, b # 1 brak (proste rownolegte).

5. ¢ = 3a, d = 4a, b = 5a: nieskonczenie wiele rozwiazan, jeden parametr. To oczekiwane, bo rOwnanie
reakcji mozna pomnozy¢ przez dowolng liczbe. Najmniejsze liczby catkowite:a = 1,b=5,c¢=3,d =
4.

6.Ukltada+b+c=2,4a+2b+c=3,9a+3b+c=6dajea=1,b=—2,c=3,czyliy = 2% — 2z + 3.
Sprawdzenie: 9 —6+3 =6 v.

Zadania - czesc 2
3 0 4 2 4 -2 2 -2

2. AB: 2 x 4. BA nie istnieje (4 kolumny, 2 wiersze). ATA:3 x 3. AAT:2 x 2.

2 -1\ [(z\ (3 1.2 —1_3R._'7171
‘\1 4 ) \y) T —3) AT 1 +y( 4 | = _g) Rozwiazanie:z =1,y = —1.

4. N? = 0,cho¢ N # 0.Z AB = 0 nie wynika, ze A = 0 lub B = 0. Dla liczb to prawda, dla macierzy nie.

4 6 2 4
T _ RT AT _ TRT _
.(AB)T=BT4 _(_2 0),aAB _<_2 2).

w

9]

@)

.[3; 1; 0], odchylenie arctan § ~ 18,4°. [1; 2; 0], odchylenie arctan § ~ 26,6°. [0; 0; 1]: rownolegty.
Kierunki, w ktérych P || E, to kierunki wlasne, temat lekcji 2.3 Wartoéci i wektory wlasne.

cosacos B —sinasinf —(sinacos S + cosasin )
sin a cos 8 + cos asin cosacos B — sinasin 8

~

Rl)r() =

wzory na cos(a + ) isin(a + ), te same co z liczb zespolonych w lekcji 1.7 Liczby zespolone i fazory.

) . Poréwnanie z R(a + 3) daje

Tutaj R(a)R(8) = R(B)R(«): obroty plaszczyzny sa przemienne, obroty w przestrzeni juz nie.
Zadania - czesc 3

1. 5: pole roénie pieciokrotnie. 0: kolumny réwnolegte ([4; 2] = 2 - [2; 1]), ptaszczyzna zgnieciona do
prostej. cos? a + sin? a = 1: obrét nie zmienia pél ani orientacji.

2. Laplace wzgledem pierwszego wiersza:2- (12 —-1) —1-(4—-0) +0=18.Sarrus:244+0+0—-0—2 —
4 =18.

3.4=[31],v=[1; 4], 3[3-4—1-1] =5,5.
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4.23.5=40; (—1)®-5= —5; 5; 25. Najczestszy btad to det(24) = 10.

5. Wyznaczniktot — 7, wiect = 7. Wtedy ws = 2wy —w;: (2—1;4—-1; 8 —1) = (1; 3; 7) v.

2 1 b+a

1 c+ta
uktadu z zadania 1.6 (z kolumnami w innej kolejnosci, co zmienia najwyzej znak). Jest rézny od zera,

b—a b —a

2

6. Poodjecius | 5 o= (b—a)(c— a) = (b—a)(c — a)(c — b). To jest wyznacznik

gdy a, b, ¢ sa rézne: przez trzy punkty o réznych odcietych przechodzi dokladnie jedna parabola (gdy
wspotczynnik przy z? wyjdzie zerem, jest to prosta).

Zadania - czes$¢ 4

. . 2 -1 . ([ 6-5 =3+3\
1. Wyznacznik 1, wiec (_5 3 ) Sprawdzenie: (10 10 —5 —|—6) =1v.

cosa sina

1/2 0 . L, .
2. ( >.cofn1Q01e rozciagnie¢ wzdtuz osi. (_ sina  cosa

0 1/5
to transpozycja.

) : obrot o —a. Dla obrotu odwrotnosé

3.2 = ( 2 _1> <4> = <1>.Dla [1; 0] wynik to pierwsza kolumna odwrotnosci: [2; —5].

-5 3 7 1
3 0 -2
4. Wyznacznik 1. w3 — wy, potemw; —2ws: | 0 1 0
-1 0 1

W=7, W, =14, W, = -7, W, =T7: (2; —1; 1) v.

6.(AB)(B'A™1) = A(BB')A™! = ATA™! = I, podobnie z drugiej strony. Natomiast (AB)(A 1B!)
wymagaloby przestawienia B i A1, co jest dozwolone tylko, gdy te macierze s3 przemienne.

Zadania - czesc 5

1. Symetria daje T = T» = T, a z rownania pionowego 27 sin § = mg. 117,7 N (tyle, ile ciezar); 339 N;
675 N (prawie sze$¢ razy ciezar); 3373 N. Lina zupelnie pozioma nie utrzyma niczego: § — 0 daje
T — oo.

2.Uktad 1 + I, — I3 =0,1; + 313 =9,21, + 3I3=3. I = % ~327TA, I, = —% ~—1,36 A, I3 = % ~
1,91 A.

3.(1; 1), (2; 0), (0; 2). Prawa strona zmienia si¢ o 0,01, czyli o pdt procenta, a rozwiazanie o 1 w kazdej
wspoirzednej, czyli o 100% wartosci.

4.3T7) — T3 = 100,313 — Ty = 0, czyli Ty = T» = 37,5°C, T3 = T, = 12,5°C. Srednia czterech wezléw to
25°C, tyle co $rednia czterech krawedzi. Tak w uproszczeniu wyglada numeryczne rozwigzywanie
rownania Laplace'a (4.7 Réwnania czastkowe: fali, dyfuzji i Laplace'a): przy gestej siatce to uktad
tysiecy rownan.

5.n = 10: 0,04 s wobec 0,7 ps. n = 20: okoto 1600 lat wobec 5 ps. n = 30: okolo 2,6 - 10'7 lat (okoto 20
miliondéw razy wiecej niz wiek Wszech$wiata) wobec 18 ps.

Matematyka - Macierze, wyznaczniki i uktady réwnan. Zrédta: K. A. Stroud, Engineering Mathematics; R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman
Lectures on Physics, t. II (Addison-Wesley 1964; New Millennium Edition 2011), 31-1; G. Strang, Introduction to Linear Algebra. Wszystkie liczby w
przyktadach policzone na nowo.
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