MATEMATYKA 1.7

Liczby zespolone
| fazory

Réwnanie 22 = —1 nie ma rozwiazania wéréd liczb
rzeczywistych. Wystarczy jednak dopisac jedna nowa liczbe 1,
zeby kazde réwnanie wielomianowe miato rozwigzanie.
Feynman nazywa to ,,ostatnim wynalazkiem”. Ta lekcja
pokazuje, ze liczby zespolone to punkty ptaszczyzny, mnozenie
przez nie to obrét, a wzér Eulera €Y = cos ¢ + i sin ¢ laczy
algebre z geometrig. Na koncu zamieniamy drgania i prad
przemienny w zwykla arytmetyke: to fazory.
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o Prolog: pierwiastek z liczby ujemnej, ktory dat 4

W XVI wieku wloscy matematycy znalezli wzér na pierwiastki rownania trzeciego stopnia (wzor
Cardana). Rafael Bombelli w swojej Algebrze z 1572 1. zastosowat go do réwnania x> = 152 + 4 i
dostat

z =2+ 1214 {2 — v I2L

Pierwiastek z liczby ujemnej nie istnieje wsrdd liczb rzeczywistych, a przeciez réwnanie ma
oczywiste rozwigzanie x = 4. Bombelli odwazyt sie liczy¢ z v/—1 jak ze zwyklg liczba. Zauwazyt,
ze (2 ++/—1)% = 24 11/—1 = 2 + /—121. Pierwszy pierwiastek sze$cienny to wiec 2 + /—1,
drugi 2 — /=1, aiich suma to 4. (Kazdy pierwiastek sze$cienny ma trzy wartosci; trzeba wybrac
pasujace do siebie, o iloczynie 15/3 = 5, i rzeczywiscie (2 + ¢)(2 — ¢) = 5.) ,Niemozliwe” liczby

pojawily sie w §rodku rachunku i zniknety z wyniku.

Feynman opowiada historie liczb jako ciag uogélnien: z liczb naturalnych przez odejmowanie
dostajemy ujemne, przez dzielenie utamki, przez pierwiastki niewymierne. Kazde nowe dzialanie
wymagato nowych liczb. Wydawatloby sie, ze tak bedzie bez konca. A jednak po dopisaniu jednej
liczby i, takiej ze i> = —1, kazde réwnanie algebraiczne ma rozwiazanie. Feynman nazywa to
najwiekszym cudem: ,to jest ostatni wynalazek”. FLP I-22-5

Pytanie na start. Czym jest i'? Feynman twierdzi, e to ,,cos konkretnego”, czyli zwykla liczba. Jaka?
Odpowiedz w zadaniu 3.6.

1 Liczby zespolone: algebra

Jednostka urojona i to liczba, dla ktérej > = —1. Liczba zespolona to z = a + bi, gdzieaibsa
rzeczywiste. a = Re z to cze$¢ rzeczywista, a b = Im z cze$é urojona (zauwaz: Im z to liczba
rzeczywista b, a nie bi). W automatyce i elektrotechnice jednostke urojona pisze sie j, bo ¢ oznacza
tam prad.

Liczymy jak z wielomianami zmiennej i, zamieniajgc i> na —1:
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i, (a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Sprzezenie liczby z = a + bi to Z = a — bi. Feynman zauwaza, ze i i —i sa nierozréznialne: obie
spetniaja 2*> = —1, wiec kazde prawdziwe réwnanie pozostaje prawdziwe po zamianie i na —i
wszedzie. Iloczyn 2Z = a” + b? jest rzeczywisty i nieujemny. Pierwiastek z niego to modut |z| =

JE TR

Dzielenie robimy, mnozac licznik i mianownik przez sprzezenie mianownika. Mianownik staje
sie wtedy liczba rzeczywista:
2+3i  (2+3)(1+i) 2+2i+3i—3 1 5

1-i Q-9 +i) 2 ~3ta"
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1.1 Rownanie kwadratowe z ujemnym wyrdéznikiem

W lekgji 0.2 Réwnania, nierdéwnosci, wielomiany i utamki proste réwnanie az? + bz +c =0z

b+ i/|A|
2a
0: A = —16, z = —1 + 2i. Nierzeczywiste pierwiastki wielomianu o wspoétczynnikach

A < 0 nie miato rozwiazan. Teraz ma dwa: VA = i+/|A|, wiec & = .Dlaz? + 2z +5=

rzeczywistych wystepuja zawsze w parach sprzezonych, bo zamiana ¢ na —i nie zmienia

wspotczynnikow. To dokladnie te pierwiastki dadza drgania ttumione w lekcji 4.1 Réwnania

rézniczkowe zwyczajne.

/Z ZADANIA - CZESC 1 6 zadan - ok. 30 min

1 Dlaz=3+4iiw=1-2ioblicz z 4+ w, zw, Z, |z] i z/w.
2 Oblicz 43, ¢4, 10, §277,
3 Rozwiaz 2’ — 4z + 13 = 0i sprawdz wzory Viéte'a dla otrzymanych pierwiastkéw.

4 Sprawdz rachunek Bombellego: pokaz, ze (2 +4)® = 2 + 11i.

5 Pokaz, zezZw = Zwi |zw| = |z| |w|.

6 Wielomian x® — 322 + 4z — 2 ma pierwiastek z = 1. Znajdz pozostale (podziel przez x —

«= 1, lekcja 0.2 Rownania, nieréwnosci, wielomiany i utamki proste).

moo podstawowe mmo Srednie saa feynmanowskie

2 Plaszczyzna zespolona i posta¢ wyktadnicza

Liczba z = a + bi to para liczb rzeczywistych, wiec mozna ja Im -
narysowac jako punkt (a; b) na plaszczyznie: 0o$ pozioma nazywamy
rzeczywista, pionowa urojona. Dodawanie liczb zespolonych to

wtedy dodawanie wektoréw (reguta réwnolegtoboku), modut |z| to
odlegto$c¢ od zera, a |z — w| odlegto$¢ dwoch punktow (lekcja 0.4
Geometria analityczna i krzywe stozkowe).

We wspotrzednych biegunowych (lekcja 0.4 Geometria analityczna i

krzywe stozkowe) punkt ma modutl r = |z| i kat ¢, zwany argumentem: ¢ = arg z = atan2(b, a).
Argument jest okreslony z dokladnoscia do wielokrotnosci 27; atan2 daje warto$¢ gtéwna z
przedziatu (—m; 7|, a dla z = 0 argument nie jest okreslony. Stad postac trygonometryczna
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z =r(cosp +ising) = re'?.

Drugi zapis, postaé¢ wykladnicza, uzasadnimy w czesci 3. Na razie zobacz, co daje mnozenie. Ze
wzorow na cosinus i sinus sumy (lekcja 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne):

71 (cos 1 + i sin 1) - 75(cOs g + i in py) = 1175 cOS(p1 + 2) + isin(py + py)).

4 N
s MNOZENIE W POSTACI WYKtADNICZEJ

r1e¥t . reet?? = pip eilerte)
Moduly sie mnoza, argumenty dodaja. Mnozenie przez e*® to obrét o kat o, a

mnozenie przez i = e/ to obrét o0 90°.
- J

Teraz widaé, dlaczego i> = —1: dwa obroty o 90° to obr6t o 180°, a ten zamienia 1 na —1. Liczba ¢
nie jest tajemnicza: mnozenie przez nig to obroét o ¢wierc okregu.
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SYMULACJA 1 Dwie liczby zespolone z i w na ptaszczyznie. W trybie ,,suma” zobaczysz
réwnoleglobok. W trybie ,iloczyn” moduly sie mnoza, a katy dodaja: zw to z obrécone o
arg w i przeskalowane przez |w|.

2,0
By

1,5

1,0 -

-3,0 -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
Re
—_z =—w =— wynik

z1,30 + 0,751 w 0,60 + 1,041 z-w 0,00 + 1,801 modut 1,800

argument 90,0°

Stan na rysunku: z = 1,30 + 0,751, w = 0,60 + 1,04i; z - w = 0,00 + 1,801.

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 25 min

1 Zapisz w postaci wykladniczej: 1 +1i, —2, —3i, —1+ iv/3.

2 Zapisz w postaci a + bi: 4e™/6, e77/2 /2 17/4,

3 Gdzie na plaszczyzZnie leza liczby, dla ktérych |z — 2i| = 32 A te, dla ktérych |z — 1| =
- z41)?
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4  Obréé punkt (3; 1) 090° i 0 45° przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, mnozac przez
== odpowiednig liczbe zespolona.

5 Oblicz (1 + i)® dwa razy: mnozac wprost (przez (1 + i)? = 2i) i z postaci wyktadniczej.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

3 Wzor Eulera

Skad e’ = cos ¢ + isin p? Najkrétsza droga prowadzi przez szereg z lekcji 1.6 Szeregi liczbowe i
potegowe. Tam dotyczyt liczb rzeczywistych. Dla zespolonego z definiujemy e® tym samym

szeregiem 1 + z + ‘;—T + ..., zbieznym dla kazdego z. Wstawiamy z = ip i uzywamy i? = —1, % =
—i,i' = 1:
2 3 4 2 4 3
j . ¥ P ¥ P P . P
[ - ;I I el = - r_ _ - I
e’ =1+41p 51 13!+4!+ —(1 2!+4! ...>+z<<p 3!—1—...).
cos ¢ sin ¢
s N

3 WZOR EULERA

e’ = cos ¢ + isin p, e +1=0.

e’ +e'? . ev—e ¥
_— singp = ————.
2 ’ 21

- J

cos p =

Feynman dochodzi do tego samego bez szeregow i bez geometrii. Zaklada tylko, ze 10° ~ 1 +
2,3025 ¢ dziata takze dla malego urojonego e, i liczy 1071924 ~ 1 4 0,002 2486 i. Potem wielokrotnie
podnosi ja do kwadratu (107/°12, 104256 ) i mnozy otrzymane liczby. Czeéci rzeczywista i urojona
zaczynaja sie zmieniac¢ okresowo: to ,algebraiczny cosinus” i ,,algebraiczny sinus”. Na koncu
okazuje sie, ze to dokladnie sinus i cosinus z geometrii, a ,,algebraiczne 7 /2” wychodzi mu 1,570.

Wzér Eulera nazywa ,naszym klejnotem” i ,najbardziej niezwyklym wzorem matematyki”.
FLP I-22-6
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SYMULACJA 2  Szereg e'¥ na ptaszczyznie. Kolejne wyrazy % to wektory, kazdy
obrocony o 90° wzgledem poprzedniego i coraz krétszy. Ich suma zawija sie spiralnie i
trafia w punkt okregu jednostkowego pod katem ¢.

2,5 Im

2,0

F 3

1,5

0,5 :

0,0 ! >

-0,5

-1,5

-2,0

-2,5

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Re

— wyrazy (ip)"/n! == okraglz|=1 — eNMip}
suma N wyrazéw -0,3333 + 0,93331 eMipl=cos@ +ising -0,4161 + 0,90931

odlegtosc 0,08623

Stan na rysunku: ¢ = 2,00 rad, N = 6; suma -0,3333 + 0,93331i, enr{ip} = -0,4161 +
0,90931.

Wzér Eulera to fabryka tozsamosci trygonometrycznych. W lekcji 0.3 Trygonometria i funkcje
hiperboliczne obiecali$my, Ze wzory na sinus i cosinus sumy wyprowadzimy prosciej. W czesci 2
szliSmy w druga strone: z tych wzoréw dostali$my regute mnozenia. Teraz odwracamy kierunek.
Z szeregu da sie udowodni¢ (mnozac szeregi wyraz po wyrazie), ze e* = e*e” takze dla
zespolonych z i w. Stad e(**?) = e czyli

cos(a+ B) + isin(a + B) = (cosa + isina)(cos f + isin B) = (cos acos B — sinasin B) + i(sin a cos 5

Poroéwnujemy czesci rzeczywiste i urojone. Dwa wzory naraz, bez rysunku.

Poréwnaj tez wzory na cos i sin przez e z definicjami cosh i sinh z lekcji 0.3 Trygonometria i
funkcje hiperboliczne: wstawiajac do definicji cosh argument urojony, dostajemy cos ¢ = cosh(i¢p)
, a podobnie sin ¢ = —isinh(ip). Funkcje trygonometryczne i hiperboliczne to jedna rodzina.

1.7 - Liczby zespolone i fazory 7118


http://127.0.0.1:32813/pl/math/0-3/
http://127.0.0.1:32813/pl/math/0-3/
http://127.0.0.1:32813/pl/math/0-3/
http://127.0.0.1:32813/pl/math/0-3/

Teraz widac tez, czemu szereg H—lmg z lekcji 1.6 Szeregi liczbowe i potegowe ma promien 1: zera
mianownika +i leza na plaszczyznie zespolonej w odlegtosci 1 od zera.

/. ZADANIA - CZESC 3 6 zadan - ok. 35 min

1 Oblicz ei™/2 ¢im g2mi gin/3,

2 Ile wynosi |e*] dla rzeczywistego ¢? A |e?™|?

3 Wyprowadz wzor na cos 3z przez cos x, rozwijajac (cos z + isinz)® = €% i biorac cze$é
=  rzeczywista.

4  Pokaz, korzystajac z cos ¢ = eerze—w , ze cos? p = 1 (1 + cos 2¢).

5 Policz pierwsze cztery sumy czesciowe szeregu e’ (czyli ¢ = 1) i poréwnaj z cos 1 +
== 4sinl ~ 0,5403 + 0,8415:.

6 Oblicz .

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Potegi i pierwiastki

W postaci wykladniczej potegowanie jest proste: (re?)" = r"e™¥ dla catkowitego n. To wzdr de
Moivre'a. (Dla niecatkowitych wykladnikéw potega ma wiele wartoséci, jak i i pierwiastki

ponizej.) Odwrotnie, réwnanie 2" = w z w = Re'¥ # 0 ma doktadnie n rozwigzan:

- N
§f8 PIERWIASTKI N -TEGO STOPNIA

2 = VR el+2km)/n, k=0,1,...,n— 1.

Leza na okregu o promieniu v/ R w wierzchotkach n-kata foremnego.
N J

Skad n rozwiazan? Kat ¢ i kat ¢ + 27 opisuja ten sam punkt w, ale po podzieleniu przez n daja
rézne punkty. Dla w = 1 dostajemy pierwiastki z jednosci e?*™/" Ich suma jest réwna zeru: to
wierzchotki wielokata foremnego, a wektory od srodka do wierzchotkow sie réwnowaza.
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SYMULACJA 3  Pierwiastki stopnia n z liczby w. Zmieniaj n i potozenie w: pierwiastki
zawsze tworza wielokat foremny. Gdy w obiega zero raz, kazdy pierwiastek przesuwa sie
tylko o 1/n okregu i trafia na miejsce sasiada.

1,5 Im

1,0

-1,0

-1,5
-2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
Re

— W — pierwiastki z,

w 1,00 + 0,001 |z ="V]w| 1,000 Zo 1,000 + 0,0001 kat miedzy sasiednimi 72,0°

Stan na rysunku: n =5, w = 1,00 + 0,001i; pierwiastki na okregu o promieniu 1,000, co
72,0°.
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Przyktad 4.1

Trzy pierwiastki szescienne z 8

Rozwiqz 23 = 81 2% = —8.

1 8 =8el: 2, = 2e2™/3 czyli 2, —1+iv/3, —1 —iv/3.

2 —8=28e" 2z, = 2! ™HM/3 czylil +iv/3, —2, 1 — /3.

Wynik: kazde réwnanie ma jeden pierwiastek rzeczywisty (2 lub —2) i pare
sprzezona.

Sprawdzenie: (—1 + iv/3)3: modut 23 = 8, kat 3 - 120° = 360°, wiec wynik 8 v. Suma
trzech pierwiastkow z 2® — 8 to 0, zgodnie ze wzorami Viéte'a (brak wyrazu z z2) v.

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 30 min

1 Oblicz (1 + 4/3)% z wzoru de Moivre'a.

2 Podaj wszystkie pierwiastki czwartego stopnia z 1. Narysuj je.

3 Znajdz oba pierwiastki kwadratowe z 7. Feynman zauwaza, ze v/i ,,nie jest niczym
= npowym”: sprawdyz, ze to zwykla liczba zespolona.

4 Rozwiaz z* = 16i. Podaj modul i argumenty pierwiastkéw.

5 Pokaz, ze suma pierwiastkéw n-tego stopnia z 1 (n > 2) jest réwna zeru, sumujac je jak
“= szereg geometryczny.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

5 Fazory: drgania i prad przemienny

Drganie harmoniczne z(t) = A cos(wt + ¢) z lekcji 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne to
cze$¢ rzeczywista wirujacej liczby zespolonej:

z(t) = Re (Aei(“’“r“’)) = Re (Xei“t> , X = Ae®.
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Liczba X to fazor, czyli amplituda zespolona: jej modut to amplituda, a argument to faza. Daszek
przypomina, ze to liczba zespolona. Feynman wyjasnia, dlaczego warto tak robi¢. Funkcja
wyktadnicza jest prostsza niz cosinus: przesuniecie fazy to mnozenie, ei(«t-2) = giwte—iA g
pochodna to mnozenie przez iw, bo %ei”t = jwe™’. Dodaje przy tym ostrzezenie: sita ani
polozenie nie sa naprawde zespolone. Fizyczna jest tylko czes¢é rzeczywista. Sztuczka dziata
wylacznie dla rownan liniowych o rzeczywistych wspoélczynnikach, w ktérych z i jego pochodne
wystepuja w pierwszej (lub zerowej) potedze. W réwnaniu z z? cze$ci rzeczywista i urojona by sie
pomieszaty. FLP I-23-1

Najwazniejsza konsekwencja: drgania o tej samej czestosci dodaje sie, dodajac fazory, czyli
zwykle wektory na plaszczyznie. Zamiast meczy¢ sie ze wzorami na sume cosinuséw, rysujesz
strzalki.

SYMULACJA 4 Dwa fazory obracaja sie z tg sama predkoscia katowa w. Ich suma to tez
fazor, a rzuty na o$ rzeczywista daja wykresy drgan (po prawej). Zmieniaj amplitudy i
réznice faz: przy 180° i réwnych amplitudach drgania sie wygaszaja.

100 200 300 400 500 600 700
wt [°]

— Ajcos(wt) = A,cos(wt+ A@P) =— suma

fazorsumy 1,20 + 1,001 amplituda sumy 1,562 faza sumy 39,8°

Stan na rysunku: A1 = 1,20, A2 = 1,00, Ap = 90°; suma: amplituda 1,562, faza 39,8°.
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Przyktad 5.1
Suma
3 coswt + 4 sinwt
Zapisz z(t) = 3 cos wt + 4 sin wt jako jedno drganie A cos(wt + ).

1 3coswt ma fazor 3. 4sinwt = 4cos (wt — %) ma fazor 4e "7/ = —44.

> Suma fazoréw: X = 3 — 4i. Modut A = 5, argument ¢ = atan2(—4, 3) ~ —53,13°.

[ Wynik: z(t) = 5 cos(wt — 53,13°). ]

Sprawdzenie: ¢t = 0: 5 cos(—53,13°) = 5-0,6 = 3 v. Tréjkat 3-4-5 z lekcji 0.3
Trygonometria i funkcje hiperboliczne.

5.1 Impedancja: prawo Ohma dla pradu przemiennego

W obwodzie z pradem przemiennym I(t) = Re(f ¢') napiecie na oporniku to RI, na cewce L%, a
na kondensatorze % [ Idt. (Te trzy prawa przyjmij na razie jako dane; kondensator i indukcje
omowimy w fizyce: Dzial 14: Potencjal, przewodniki i kondensatory i Dzial 16: Indukcja,
réwnania Maxwella i fale elektromagnetyczne.) Pochodna to mnozenie przez iw, a catka to
dzielenie przez iw (dla przebiegu ustalonego, bez stalej catkowania). Wszystkie trzy prawa maja
wiec postaé U=2ZIz impedancja

Zn=R, Zp—iwl, Zo———__"

wC wC

Impedancje szeregowe sie dodaja, réwnolegte dodaja sie odwrotnosciami, jak opory. Modut | Z|
moéwi, ile woltéw przypada na amper, a argument, o ile napiecie wyprzedza prad.
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Przyktad 5.2
Obwadd RLC w gniazdku

Szeregowo potqczono R = 100}, L = 0,1 Hi C = 10 uF i podtqczono do gniazdka: 230 V (to
wartos¢ skuteczna; amplituda wynosi 230v/2 ~ 325 V), 50 Hz. Jaka jest amplituda pradu i
przesuniecie fazy? Przy jakiej czestotliwosci prad jest najwiekszy?

1 w=2r-50~3142s". wL~31,4Q, = ~31830Q.
2 Z =100+ 1i(31,4 — 318,3) = 100 — 286,9i Q. |Z| ~ 303,8Q, arg Z ~ —70,8°.

3 Amplituda pradu 325/303,8 ~ 1,07 A. Argument ujemny: napiecie opdznia sie
wzgledem pradu o 70,8° (obwdd ,,pojemnosciowy”).

4  Prad jest najwiekszy, gdy cze$¢ urojona Z znika: wL = i, czyli fy = m ~ 159,2

Hz. Wtedy Z = Riamplituda pradu to 325/100 = 3,25 A.

Wynik: amplituda pradu 1,07 A przy 50 Hz (warto$¢ skuteczna 0,76 A), prad
wyprzedza napiecie o 70,8°; rezonans przy 159 Hz.

Sprawdzenie: jednostki wL:s™! - H = Q v. Rezonans to ta sama czesto$¢ wlasna co

wo = 1/v/ LC dla oscylatora LC; drgania wymuszone zbadamy w 4.1 Réwnania
rézniczkowe zwyczajne i w Dzial 6: Drgania, rezonans i uklady liniowe.

/. ZADANIA - CZESC 5 6 zadan - ok. 40 min

1 Podaj fazory drgan: 5 cos(wt + 30°); 2sinwt; —3 coswt.

2 Dodaj drgania 2 cos wt i 2 cos(wt + 60°).

3 Ile wynosi impedancja cewki 0,2 H i kondensatora 50 puF przy 50 Hz? Ktéra z nich
== przewodzi prad przemienny lepiej?

n Z N 1 A
4 Filtr RC: napiecie na kondensatorze to Uy = U= - U.DlaR=1kQi
-n " N R + ZC 1 + Z(.URC
C =1 uF oblicz |H| = |U¢/U| przy 50 Hz, 159 Hz i 1 kHz. Dlaczego to filtr

dolnoprzepustowy?

5 Pochodna z(t) = Re(Xe™!) to Re(iwXe™*). Co mnozenie przez iw robi z amplituda i

== faza? Sprawdz na z = coswt.
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6 Feynman ostrzega, ze sztuczka z liczbami zespolonymi dziata tylko dla rownan
== liniowych. Pokaz na przykladzie, ze Re(2?) # (Re 2)?, i wyjasnij, czemu moc w
obwodzie, P = U, trzeba liczy¢ z cze$ci rzeczywistych.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

6 Btedne intuicje

X

»Liczby urojone nie istnieja, to tylko sztuczka.”

Sa tak samo ,,prawdziwe” jak liczby ujemne: to punkty ptaszczyzny z okreslonym
dodawaniem i mnozeniem. Mnozenie przez i to obrét o 90°.

x ,+/ab=/avbzawsze.”

Gdy aib sa obie ujemne, nie: 1/(—1)(—1) = 1,ay/—1v/—1 = i = —1. Pierwiastek z liczby
zespolonej ma kilka wartosci i trzeba wybierad.

x  ,Im(3 + 4i) = 4i.”

Cze$¢ urojona to liczba rzeczywista: Im(3 + 4i) = 4.

x ,argz = arctan(b/a).”

Tylko dlaa > 0. Dla —1 — ¢ argument to —135°, a nie 45°. Uzywaj atan2 (lekcja 0.3
Trygonometria i funkcje hiperboliczne).

x ,Réwnanie z*> = 8 ma jedno rozwigzanie.”

Ma trzy: rzeczywiste 2 i dwa zespolone (przykiad 4.1 w tej lekcji).

x ,,Skoro fazory to liczby zespolone, moge je dowolnie mnozy¢.”

Fazory dodaje sie i mnozy przez impedancje (dzialania liniowe). Iloczynu dwéch
fazoréw, np. przy liczeniu mocy, nie wolno traktowac jak iloczynu wielkosci fizycznych.
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7 Sprawdz sie

1 Ilewynosi (2 +¢)(2 —7)?

5.

2 Jakijest moduli argument liczby —2:?

21-90°.

3 Corobi mnozenie przez i na ptaszczyznie?

Obraca o 90° przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara.

4 Ile wynosie™?

—1.

5 Ile rozwiazan ma 2° = 1igdzie lezg?

Pieé, w wierzchotkach pieciokata foremnego wpisanego w okrag jednostkowy.

6 Jakajestimpedancja cewki?

twl.

7 Dlaczego fazory mozna stosowacd tylko do réwnan liniowych?

Bo dla rownan liniowych o rzeczywistych wspétczynnikach czes$¢ rzeczywista
rozwiagzania zespolonego sama spelnia réwnanie (z rzeczywista czeScia wymuszenia);
przy nieliniowo$ci czesci sie mieszaja.
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s Karta wzorow i co dalej

e N
ALGEBRA I GEOMETRIA POTEGI, PIERWIASTKI, FAZORY
i?=—-1; z=a+bi,Rez=a,Imz =5 de Moivre: (re’?)" = r"e™?
Z=a-bi; zZ2=[z]>=a® + b 2 = Ret: z, = YR Wn/n L —
dzielenie: pomnoéz przez sprzezenie 0,...,m—1
mianownika wspoélczynniki rzeczywiste = pierwiastki

nierzeczywiste w parach sprzezonych

Acos(wt + @) = Re(Xe™?), X = Ae'

z=re¥, r=|z|, ¢ = atan2(b,a)

mnozenie: moduly razy, argumenty plus;

-1 =obrot 0 90° pochodna: - jw; suma drgan: suma
e = cosp + isinp; e = —1 fazorow
iy ie ip_gmiv Zp=R,7Z; =iwL, Zp = Lo U= ZI
COSQOZe +26 , Sll’lQOZe 21‘6 R R, L Wi, Lo =0 U
tylko rownania liniowe; w automatyce j
zamiast ¢
o /

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 22-5 i 22-6 (liczby zespolone jako ,,ostatni wynalazek” i wz6r Eulera
policzony z tablicy poteg).

¢ Dla chetnych: 23-1 (liczby zespolone w drganiach; od razu prowadzi do rezonansu w 23-2 i
23-3).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: rozdzialy o liczbach zespolonych (postaé
algebraiczna, biegunowa i wykltadnicza, de Moivre).

* Dowolny podrecznik elektrotechniki: obliczenia obwodéw pradu przemiennego metoda

liczb zespolonych.

~ )
Liczby zespolone wrdcq przy rownaniach rézniczkowych (4.1 Réwnania rozniczkowe zwyczajne):
pierwiastki zespolone réwnania charakterystycznego dajq drgania ttumione. Wartosci wlasne
macierzy obrotu sq zespolone (2.3 Wartosci i wektory wtasne), a transformata Fouriera (4.3
Transformata Fouriera i delta Diraca) to fazory dla wszystkich czestosci naraz. W mechanice
kwantowej amplitudy prawdopodobieristwa sq liczbami zespolonymi (Dziat 17: Amplitudy
prawdopodobieristwa).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.4+ 2i; 3—6i+4i — 82 = 11 — 2i; 3 — 4¢; 5; GHLEA _ =510l g | 9

2. —i; 1; —1; 2027 = 4 - 506 + 3, wiec i202" = —i. Potegi i powtarzaja sie co 4.
3.A=-36,z=2+3i.Sumad = —2 v, iloczyn4+9 =13 = < v.
4.(2+1)*=3+4i, (3+4i)(2+14) =6+ 3i + 8 +4i2 =2+ 11i v. A 115 = /—121.

5. Pierwsze: rachunkiem albo z obserwacji Feynmana (zamiana ¢ — —i zachowuje rownosci). Drugie:
|zw|? = zw zw = (22)(ww) = |2]?|w|?.

6.2° — 322 + 4z — 2 = (z — 1)(2? — 2z + 2),ax? — 2z + 2 = 0 daje z = 1 & i. Para sprzezona, zgodnie z
regula.

Zadania - czesc 2
1. V2 eim/4; 2¢im; 3im/2, 2gi2m/3,
2.2v/3 +2i; —i; —1+1.
3. Okrag o $rodku 2¢ i promieniu 3. Punkty jednakowo odlegte od 1i —1: 0§ urojona (Re z = 0).

4.i(3+1i) = —1+ 3i,czyli (~1; 3). ™43 +i) = 2(1+9)(3+1) = 2(2+4i) =2+ 2V2i~
(1,41; 2,83).

5. (20)* = 16i% = 16. (v/2)%€¥™/4 = 16e2™ = 16 v..
Zadania - czesc 3
;1 %—4— 732
2.1,bo cos? p +sin® p = 1. |e%®| = e

3

.2
3.Re:cos®z — 3coszsin®z = cos®z — 3cos z(1 — cos? ) = 4cos® x — 3 cos .

4.3(e¥ +2+e M) =343 ezw+2€—2w = 2(1 + cos 2p).
5.1; 1+14; 0,5+ 14; 0,5+ 0,8333i. Po o$miu wyrazach 0,540 28 + 0,841 47;.

6.€"m/2 = e~™/2 £ 0,2079: liczba rzeczywista! Scislej: i = €!("/2+2+7) dla kazdego catkowitego k, wiec i ma
nieskoniczenie wiele wartosci e /22", Warto$¢é dla k = 0 to warto$é gtéwna.

Zadania - czesc 4
1.1+ iy/3 = 2¢'™/3, wiec 26e>™ = 64.
2.1,4,—1, —i: wierzchotki kwadratu.
3.1 = &2, wigc +ei"/4 = £ ¥2(1 + ). Sprawdzenie: L (1 +i)> = 1 - 2i =i v.

4.16i = 16e/2: modut 2, katy 22,5°, 112,5°, 202,5°, 292,5°.
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5.

Sigdt =7 _qq dlag = €2/ £ 1. Ale g" — 2™ — 1, wiec licznik to 0.

Zadania - cze$¢ 5

1.

5e™/6; 272 = —2i; 3e™ = 3.
.24 263 = 3 4 i4/3 = 24/3 €i/6; 24/3 cos(wt + 30°) ~ 3,46 cos(wt + 30°).
.2 =1-62,8Q; Zc = —i-63,7 Q. Prawie tyle samo (cewka minimalnie lepiej; ta para ma rezonans

przy ok. 50,3 Hz); przy wyzszej czestotliwosci kondensator przewodzi lepiej, cewka gorzej.

.wRC =10,314;1;6,28. |[H| =1/4/1+ (wRC)? ~ 0,954; 0,707; 0,157. Niskie czestotliwosci przechodza

prawie bez zmian, wysokie sa ttumione.

. Amplituda razy w, faza +90°. Re(iwe™') = —wsinwt = w cos(wt + 90°) v. Predko$¢ w drganiu

wyprzedza polozenie o ¢wierc okresu.

.z =1+ 1i:Re(2?) = Re(2i) = 0, a (Re z)? = 1. Moc to iloczyn dwdch wielkosci, czyli dziatanie

nieliniowe: najpierw bierzemy czesci rzeczywiste U (t) i I(t), dopiero potem mnozymy. (Srednia moc
to $ Re(UI) = 1|U||I| cos(¢u — ¢1); czynnik 1 bierze sig ze éredniej z cos?, por. zadanie 3.4.)

Matematyka - Liczby zespolone i fazory. Zrodta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-Wesley 1963; New
Millennium Edition 2011), 22-5, 22-6 i 23-1; K. A. Stroud, Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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