MATEMATYKA 1.6

Szeregi liczbowe
| potegowe

Czy mozna dodaé nieskoniczenie wiele liczb? Czasem wychodzi
liczba skonczona, jak w paradoksie Zenona, a czasem nie, cho¢
dodawane liczby maleja do zera. Ta lekcja uczy rozpoznawac,
kiedy suma ma sens: od szeregu geometrycznego, przez
zaskakujaco rozbiezny szereg harmoniczny (i stos klockow
wystajacy dowolnie daleko poza stét), do szeregéw potegowych,
ktore zamieniaja funkcje w nieskoniczone wielomiany. Na koncu
policzysz znich e, wiln 2.
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Prolog: pitka, ktora odbija
sie nieskonczenie wiele razy

Pitka spada z wysokosci 2 m, a po kazdym odbiciu wznosi sie na 60% poprzedniej wysokosci. W
idealnym modelu odbija sie nieskoficzenie wiele razy. Czy w takim razie skacze bez konca? To ten
sam problem, co u Zenona: nieskornczenie wiele krokéw w rozumowaniu nie musi oznaczac
nieskonczenie dtugiego czasu. FLP I-8-2

Pierwszy spadek trwa tg = /2hq/g ~ 0,639 s. Wysokos¢ kolejnego odbicia to 0,6 poprzedniej, a
czas spadku z wysokosci h to /2h/g (z h = % gt?, lekcja 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje
elementarne), wiec kazdy nastepny lot w gére i w d6t trwa /0,6 ~ 0,775 dlugos$ci poprzedniego
(pierwszy taki lot trwa 2¢oq). Catkowity czas to

T =ty + 2tgq + 2toq* + 2teq® + ..., q = /0,6.

To nieskoniczona suma. W tej lekcji nauczysz sie ja policzy¢ i sprawdzi¢, czy w ogdle ma sens.

Pytanie na start. Po jakim czasie pitka przestaje skakac? OdpowiedZ w przyktadzie 1.1.

1 Szeregijego suma

Szereg to nieskoniczona sumaa; + az + a3 +--- = > °  a,. Sensu nadaje mu granica. Dodajemy
kolejno skonczenie wiele wyrazoéw i dostajemy sumy czesciowe

Jesli ciag Sy ma skonczong granice S (lekcja 1.2 Ciagi, granice i ciaglos¢), szereg jest zbiezny, a S
to jego suma. W przeciwnym razie szereg jest rozbiezny.

1.1 Szereg geometryczny

Najwazniejszy szereg ma staly iloraz kolejnych wyrazéw: a + aq + ag® + . . .. Sume cze$ciowg
_ N
znamy z lekcji 0.2 ROwnania, nieréwnos$ci, wielomiany i utamki proste: Sy = a 1 7 dla q# 1.
—4q

Dla |q| < 1 mamy ¢V — 0, wiec
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&t SZEREG GEOMETRYCZNY
- n 2 a
Zaq =a+aq+aq +...:1_ dla |q| < 1.
n=0
Dla |q| > 1 (i a # 0) szereg jest rozbiezny.
- J
100 - . . .
Zenon:1004+10+1+4--- = o0l 111,1 m. Utamki okresowe to tez szeregi geometryczne:
G_ 5 . 0 9/10 . . o -
09=5+t1m+ = 1_—1/10 = 1. Liczba 0,999... to dokladnie 1, a nie ,,prawie 1”.

SYMULACJA 1 Sumy czeSciowe Sy kilku szeregdéw. Szereg geometryczny szybko sie
stabilizuje. Harmoniczny rosnie tak wolno, ze na wykresie wydaje sie zbiezny, a jednak
nie ma granicy. Naprzemienny zbliza sie do swojej sumy, skaczac raz powyzej, raz
ponize;j.

0,5
0,0
5 10 15 20 25 30 35 40
N
— sumy czesciowe S_N = = suma szeregu

szereg £ q"~*, q = 0,50 S_N 2,00000 zbiezno$¢ zbiezny, suma 2,00000

odlegtos¢ od sumy 0,00000

Stan na rysunku: szereg geometryczny (q), g = 0,50; N = 40, S_N = 2,00000; zbiezny,
suma 2,00000.
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Przyktad 1.1
Ile trwa skakanie pitki?

Dla pitki z prologu (hy = 2 m, kazde odbicie na 60% wysokosci) oblicz catkowitq droge i catkowity
czas skakania.

1 Droga (r = 0,6; w lekcji 0.2 Réwnania, nieréwno$ci, wielomiany i utamki proste po

pieciu wzlotach wyszto 7,533 m): spadek hgy, potem kazde odbicie to lot w gore i w do6t:
2hor 24
=2+ — =8m.

ho + 2hgr + 2hgr? + -+ = h
o+ Shor o Shor "1 0,4

2t
2 Cras:T =ty + - 09, g = /0,6 ~0,7746 i t, = 1/4/9,81 ~ 0,6386 s.
q

2.0,6386 - 0,7746
3 T ~0,6386 + — ’ ~ 5,03 s.
0,2254

Wynik: pitka przebywa 8 m i przestaje skakac po ok. 5,0 s, cho¢ w modelu odbija sie
nieskonczenie wiele razy.

Sprawdzenie: po 20 odbiciach do konca zostaje tylko 0,027 s, wiec ogon szeregu
naprawde znika v. Prawdziwa pilka przestaje odbijac sie wczes$niej, bo przy matych
predkosciach model stalego wspotczynnika odbicia przestaje dziatac.

/. ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 25 min
1 Obliczsumy:1+%+$+...; 4—2+1—%—|—...; 3o (%)"

n=1

2 Zamien na utamek zwykly: 0,3, 0,12, 2,15.
3 Dlajakich z zbiezny jest szereg 1 + 2z + 4z% + 8z3 + .. .? Ile wynosi jego suma?

4  Lek podaje sie co 24 godziny w dawce 100 mg, a w ciggu doby organizm usuwa 75% leku.
== Jle leku jest w organizmie tuz po bardzo wielu dawkach?

5  Wyjasnij przez sumy cze$ciowe, dlaczego szereg1 — 1+ 1 — 1 + ... nie ma sumy, cho¢
«= orupujac” wyrazy moznadostaé¢ (1 —-1)+(1—1)+---=0albol—-(1—-1)—---=1.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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2 Szereg harmoniczny i stos klockow

Warunek konieczny zbieznosci jest oczywisty: jesli szereg jest zbiezny, to a,, — 0. Inaczej sumy
czesciowe wciaz przyrastatyby o co$ niematego. Ale ten warunek nie wystarcza. Pokazuje to
szereg harmoniczny:

I f st
273 g T

Wyrazy daza do zera, a suma jest nieskoniczona. Dowdd z XIV wieku (Mikotaj z Oresme) grupuje

wyrazy:
R INRE L S R U U
2345 89 16
s2h-p >4 >}

Kazda grupa daje wiecej niz %, a grup jest nieskonczenie wiele. Szereg rosnie jednak bardzo
wolno: suma cze$ciowa Hy jest bliska In N + 0,577. Zeby przekroczy¢ 10, trzeba 12367 wyrazéw, a
do 100 potrzeba ok. 10%3.

d=(L/2) Ha

Szereg harmoniczny ma piekne zastosowanie fizyczne. Ukladamy na
krawedzi stotu stos jednakowych klockéw o diugosci L, kazdy

przesuniety wzgledem nizszego. Stos stoi, dopoki dla kazdego klocka
(i dla stotu) srodek masy wszystkich klockéw lezacych wyzej nie
wychodzi poza jego krawedz. Przy najwiekszym wysiegu lezy

dokladnie na krawedzi: to rOwnowaga graniczna, w praktyce

zostawiamy maly zapas. Jesli na kazdym poziomie lezy jeden klocek, najwiekszy wysieg daje
L =
21

ulozenie, w ktéorym najwyzszy klocek wystaje o % poza drugi, drugi o % poza trzeci, trzeci o ¢

tak dalej. Catkowity wysieg n klockoéw to

L 1 1 1 L
dn—E <1+§+§+---+;> —EHn'
Juz 4 klocki wystaja poza stét o wiecej niz dtugosé klocka (ds = 1,04 L). A poniewaz szereg
harmoniczny jest rozbiezny, odpowiednio wysoki stos moze wystawaé dowolnie daleko. Tylko ze
na wysieg 3L potrzeba juz 227 klockéw. (Przy kilku klockach na jednym poziomie, z
przeciwwagami, stos da sie wysunac jeszcze dale;j.)
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SYMULACJA 2 Stos klockéw na krawedzi stotu (pionowa linia). Kazdy klocek wysuniety
o % wzgledem nizszego. Zwiekszaj liczbe klockow: wysieg ro$nie bez ograniczen, ale

coraz wolniej, jak % Inn.

1,225 L

wysieg = (L/2)-H, 1,225 L H, 2,450 dla poréwnania %-lnn + 0,29 1,184

Stan na rysunku: n = 6 klockdéw, wysieg 1,225 L.

/. ZADANIA - CZESC 2 4 zadania - ok. 25 min

1 Ktéry szereg na pewno jest rozbiezny na podstawie warunku koniecznego:

-l 1 1
- _?
S o5 Scos

_n_
n+1’

2 Ile wystaja poza st6t stosy 2 i 3 klockéw o dtugosci 20 cm?

3 Uzasadnij wysieg #: $rodek masy k gérnych klockéw musi lezeé doktadnie na krawedzi
== klockak + 1.Sprawdztodlak =1ik = 2.

4  Grupujac wyrazy jak Oresme, pokaz, ze Hon > 1 + % (ostro dlam > 2). Ile wyrazow
=== wystarczy, zeby suma przekroczyla 6?

moopodstawowe  wmo Srednie mas feynmanowskie
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3 Kryteria zbieznosci

Zwykle nie umiemy policzy¢ sumy, ale umiemy rozstrzygnad, czy istnieje. Dla szeregéw o
wyrazach dodatnich stuza do tego trzy narzedzia.

3.1 Poréwnanie

Jeslio < a,, < b, i) b, jestzbiezny, to ) a, tez.Jesli > a, jest rozbiezny, to > _ b, tez. Szereg
mniejszy od zbieznego jest zbiezny, wiekszy od rozbieznego rozbiezny. Poréwnujemy zwykle z
szeregiem geometrycznym albo z szeregami % z cze$ci 3.2.

1
npP

3.2 Kryterium catkowe i szeregi > |

Suma ) f(n) dla dodatniej, malejacej funkcji f to pole stupkéw o
szerokosci 1. Stupek nad [n; n + 1] ma wysokos¢ f(n), wiec lezy nad

wykresem, a przesuniety o 1 w lewo lezy pod nim: leH flz)dz <
Sy < f(1) + le f(z) dz. Dlatego szereg i catka niewlasciwa

floo f(x) dz sg jednoczesnie zbiezne albo rozbiezne (lekcja 1.5 Catki), : ﬁﬁ_‘
oile f jest dodatnia i malejaca na [1; co). Stad:

1/x

68 SZEREGI P

o
1
Z - jest zbiezny dla p > 1irozbiezny dlap < 1.

n=1

Harmoniczny to przypadek graniczny p = 1, odpowiadajacy calce [ dm—’” =Inz — oo. Euler
pokazat, ze Y & = %2 ~ 1,6449.

3.3 Kryterium d'Alemberta (ilorazowe)

. a
Policz granice ilorazu kolejnych wyrazéw g = lim ntl
n—00 Q@

pewnego miejsca maleje szybciej niz geometryczny), dla g > 1 (takze ¢ = co) rozbiezny, a dla g =

.Dla q < 1 szereg jest zbiezny (od

1 kryterium nic nie méowi. To najwygodniejsze kryterium dla szeregéw z silnig i potegami.
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Przyktad 3.1

Trzy szeregi, trzy kryteria

1 1
Zbadaj zbieznosé: (a) ¥ 23”; O arn O =

a n+1 1
1 (a)dAlembert: 1 = 5 3 < 1. Zbiezny (suma wynosi 2).
an n

1
n+1

2 (b) Poréwnanie: < =5,a ) jest zbiezny. Zbiezny. Suma: ~-lov = & —
n

n2+n n(n+1)

(ulamki proste, lekcja 0.2 Rdwnania, nierd6wnosci, wielomiany i utamki proste), wiec

Sy=1—55—1

3 (c)Szeregpzp = 3 < 1. Rozbiezny.

[ Wynik: (a) i (b) zbiezne, z sumami 2 i 1; (c) rozbiezny. ]

Sprawdzenie: dla (c) d'Alembert daje /n/(n + 1) — 1, czyli nic nie rozstrzyga;
dlatego potrzebne byto inne kryterium v. Suma (b) ,,sktada sie jak teleskop”: wyrazy
sSrodkowe sie znosza.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 35 min
e 1 1 3"
1 Zbadajzbieznodé: 3J —; >0 —55 D —-
- n nY n!
n!
2 Zbadaj kryterium d'Alemberta zbiezno$¢ szeregu > Ton
2 1
j Zbadaj > 73—15 przez poréwnanie.
4 Oblicz sume teleskopowa S L
- =l n(n+2)
5  Pokaz kryterium catkowym, ze > ] (od n = 2) jest rozbiezny, cho¢ jego wyrazy
nimn

maleja szybciej niz L.

moo podstawowe mmo Srednie sas feynmanowskie
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Szeregi naprzemienne

Gdy znaki wyrazéw sie zmieniaja, szereg zbiega tatwiej, bo wyrazy czesciowo sie znosza.
Kryterium Leibniza: jesli b, maleje do zera, to szereg b; — by + b3 — by + ... jest zbiezny. Co wiecej,
blad sumy czesciowej jest mniejszy od pierwszego pominietego wyrazu: |S — Sy| < byi1. Te
regule wykorzystaliSmy juz w lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce.

Przyklad: naprzemienny szereg harmoniczny jest zbiezny, cho¢ harmoniczny nie jest:

1 1 1
l1--+-—=-4+---=In2~0,6931.
573 17 nesh
Takie szeregi, zbiezne tylko dzieki zmianie znakéw, nazywamy warunkowo zbieznymi. Sa
delikatne: Riemann pokazal, ze przestawiajac ich wyrazy, mozna dosta¢ dowolng sume. Szeregi

zbiezne takze po wzieciu warto$ci bezwzglednych (bezwzglednie zbiezne) mozna przestawiac

bez obaw.
/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 20 min
1 Ile wyrazéw szeregu 1 — 1 + 3 — ... wystarczy wedlug oszacowania Leibniza, zeby

« oszacowac In 2 z bledem mniejszym niz 0,01?

—1)»
2 Ktére szeregi sa bezwzglednie, a ktére warunkowo zbiezne: » (=",

- nz’z\/ﬁ'

_1\n+1
3 Oszacuj 1%, (=1) z doktadnoscia do 0,001.
n

an 3

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

5 Szeregi potegowe i szereg Taylora

Szereg potegowy to ,nieskonczony wielomian” » ™  c,a" = ¢y + c1z + c2x?® + ... (albo z potegami
(z — a)). Dla kazdego z to zwyktly szereg liczbowy, ktéry moze by¢ zbiezny albo nie. Okazuje sie,
ze zbidr dobrych z to zawsze przedzial: istnieje promien zbieznosci R taki, ze szereg jest zbiezny
dla |z| < Rirozbiezny dla |z| > R. Na brzegu |z| = R trzeba sprawdzi¢ osobno. Promien zwykle
daje kryterium d'Alemberta, o ile granica istnieje (dla sin « co drugi wspélczynnik jest zerem,
Cpopt
cpT"

wiec poréwnujemy kolejne niezerowe wyrazy): <1
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5.1 Szereg Taylora

W lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce funkcje przyblizaliSmy wielomianem Taylora z
reszta R,,. Je$li dla danego z reszta R, — 0 przy n — oo, wielomiany zbiegaja do funkgcji i
dostajemy szereg Taylora:

) (g
fa) =3 LW gy,

~ nl
é )
58 SZEREGI DO ZAPAMIETANIA (WOKOt X =0 )
© " 2 3
ez:Z—!:1+x+—+—+ (R = 00)
n=0
3 5 2 4
0 oz oz
smm::p—gﬁ-a— , cos:z::1—§+z— (R = o0)
1 2 3
=l+z+z>+..., ln(1+m):m—m——|—x—— (R=1)
11—z 2 3
! a(a—l) 2
1+z)*=1+az+ 5T T (R=1, gdya ¢ N)
. J

Wewnatrz przedziatu zbieznosci, czyli dla |z| < R, szeregi potegowe mozna rézniczkowac i
calkowac¢ wyraz po wyrazie. To potezne narzedzie. Catkujac szereg geometryczny 11? =1—-t+
t? —...od0do z, dos5tajesz szereg logarytmu. Calkujac 1z = 1 — t* +t* — ..., dostajesz
arctanz = r — & + % —...,adlaz = 1 wzor Leibniza 7 = 1 — %—i— % — ... Punktz = 1lezy na
brzegu. Szereg jest tam zbiezny z kryterium Leibniza, a to, Ze jego suma to nadal arctan 1,
wymaga osobnego argumentu (twierdzenia Abela). Tak samo dla In 2 z szeregu logarytmu.

Promien zbieznosci bywa zaskakujacy. Funkcja 7 +1x2

tylko dla |z| < 1. Przyczyna lezy poza osig rzeczywista: mianownik zeruje sie w liczbach
zespolonych z = +1, odlegtych od zera o 1 (lekcja 1.7 Liczby zespolone i fazory).

jest gtadka na catej prostej, a jej szereg dziata
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SYMULACJA 3  Sumy czeSciowe szeregu potegowego (cienkie linie) i funkcja (gruba).
Zwiekszaj liczbe wyrazow N. Wewnatrz przedziatu zbieznos$ci (zacieniony) sumy

przylegaja do funkcji coraz lepiej. Na zewnatrz rozjezdzaja sie tym bardziej, im wieksze N

2,0

1,5

-2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
— funkcja — sumaczesciowa — przedziatzbieznosci

promien zbieznosci R 1 btad wx=0,5 0,000195 btad wx =2 819,200

Stan na rysunku: 1/(1 + x2), N = 6; btad w x = 0,5: 0,000195.
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Przyktad 5.1
Liczby

€

i

T

Z szeregow

Oblicz e z szeregu > 7% z doktadnoscig 107° i ocert, jak szybko zbiega szereg Leibniza dla .

1 e=1+1+ % + % + % + ... Po 9 wyrazach (do %): 2,718 279. Ogon szacujemy bez
znajomosci e: % (1 + %0 + 1%0 + .. ) = & . % ~ 3,1 - 1076, Wyrazy maleja szybciej niz

geometrycznie, wiec zbieznos¢ jest btyskawiczna.

2 Leibniz:m =4 (1 — % + % — ... ) Blad po N wyrazach jest mniejszy od T{H' Po 1000
wyrazach: 3,140 59, btad 0,001.

3 Szybciej: wzér Machina I = 4arctan ; — arctan 555. Tu z jest mate, wiec wyrazy
maleja jak (1/5)%". Pie¢ wyrazéw kazdego szeregu daje 3,141 592 68, czyli 8

poprawnych cyfr.

Wynik: e ~ 2,71828 z 9 wyrazow; Leibniz potrzebuje tysiaca wyrazéw na 3 cyfry,
Machin pieciu na 8.

Sprawdzenie: e = 2,718 2818 ..., m = 3,14159265. .. v. Moratl: o szybkosci decyduje
nie liczba wyrazow, ale to, jak szybko maleja, czyli jak daleko od brzegu przedziatu
zbiezno$ci jestesmy.

/. ZADANIA - CZESC 5 10 zadan - ok. 60 min

1 Wyznacz promien zbieznosci: Y, —; > n!z™; Z—'
n n!

2 Obliczsin 0,5 z dwdch i trzech pierwszych wyrazéw szeregu. Poréwnaj z kalkulatorem.

2

. . 2 . .
3 Napisz pierwsze cztery wyrazy szeregu e *© (podstaw —z*° w miejsce  w szeregu e”).

_ 2 n
4 Wjakim przedziale zbiezny jest > %

? Sprawdz tez brzegi.

1.6 - Szeregi liczbowe i potegowe 12/18



5 Roézniczkujac wyraz po wyrazie szereg e®, sprawdz, ze (%) = e”. Zr6b to samo dla sin z.

6 Oblicz V17 =4 (1+ %)1/ ? z dwéch i trzech wyrazéw szeregu dwumiennego.

7  Oblicz sume > | %, rézniczkujac szereg geometryczny » 2" = 1.

g8 Feynman rozwija mase relatywistyczna m = mg(1 — v?/c?)~'/2 w szereg (lekcja 1.4
== Rachunek rézniczkowy w praktyce). Dla jakich predkos$ci ten szereg w ogoéle jest
zbiezny?

9 Pokaz, ze funkcja Tlﬁ ma szereg o promieniu 1, cho¢ jest okreslona i gtadka dla kazdego
== rzeczywistego z. Co dzieje sie z sumami cze$ciowymi dla z = 2?

10 Catkujac wyraz po wyrazie, znajdz szereg dla / e~* dtioblicz tecatkedlaz =1z
0

doktadnoscia do 0,001. (Funkcji pierwotnej e* nieda sie wyrazi¢ przez funkcje
elementarne; to podstawa rozkladu normalnego, lekcja 5.1 Prawdopodobienstwo i
rozklady.)

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

6 Btedne intuicje

x ,Jesli wyrazy daza do zera, szereg jest zbiezny.”

To warunek konieczny, a nie wystarczajacy. Szereg harmoniczny ma a, — 01ijest
rozbiezny.

x ,0,999... jest troche mniejsze od 1.”

To suma szeregu geometrycznego réwna dokladnie 1. Miedzy tymi liczbami nie ma
zadnej innej.

x , Nieskonczona suma liczb dodatnich musi by¢ nieskonczona.”

3+ 1+ &+ = L. Liczy sie, jak szybko wyrazy maleja.

1.6 - Szeregi liczbowe i potegowe 13/18


http://127.0.0.1:44013/pl/math/1-4/
http://127.0.0.1:44013/pl/math/1-4/
http://127.0.0.1:44013/pl/math/5-1/
http://127.0.0.1:44013/pl/math/5-1/

x ,Kolejnos¢ dodawania nie ma znaczenia.”

Dla szeregédw warunkowo zbieznych ma: przestawiajac wyrazy, mozna dosta¢ dowolna
sume (twierdzenie Riemanna).

x  ,Funkcja gtadka wszedzie ma szereg Taylora zbiezny wszedzie.”

_1_
1+z2

jest gladka na calej prostej, a jej szereg dziata tylko dla |z| < 1 (symulacja 3).
x  Wiecej wyrazow zawsze daje lepsze przyblizenie.”

Wewnatrz przedziatu zbieznosci btad w konicu dazy do zera, ale nie musi male¢ od
pierwszego wyrazu: dla e * przy ¢ = 5 sumy cze$ciowe to 1, —4, 8,5, ... Poza
przedzialem dodatkowe wyrazy nie pomagaja, a sumy cze$ciowe sie rozjezdzaja.

Sprawdz sie

e p
1 Ilewynosi1+%+%+%+...?
2.
- J
e 3
2 Czy szereg harmoniczny jest zbiezny?
Nie, cho¢ rosnie bardzo wolno (jak In V).
- J
e a
3 Dlajakich pjestzbiezny ) L2
Dlap > 1.
- J
e 3
4 Comowi kryterium d'Alemberta, gdy ¢ = 1?
Nic; trzeba uzy¢ innego kryterium.
- J
e ™
5 Jakijest promien zbieznoSci szeregu e“?
Nieskonczony.
- J
e a
6 Ilewynosil—%%—%—%—i— ?
In2 ~ 0,693.
- J
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7 Jak daleko moze wystawac stos klockéw poza stot?

Dowolnie daleko, bo szereg harmoniczny jest rozbiezny; ale wysieg rosnie tylko jak
Llnn.
2
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s Karta wzorow i co dalej

-

\
SZEREGI LICZBOWE SZEREGI POTEGOWE
Y a,=lmSy, Sy =a1+ - +an promien R: zbiezny dla |z| < R; brzegi
geometryczny: ) ,.qaq" = %  dla|q| <1 osobno
-1 nZZnJrl
warunek konieczny: zbiezny = a, — 0 e’ = Z o SINZ =)0 5 s cosw =
(
harmoniczny rozbiezny, Hy ~In N + Z
0,577 E g In(l+z)=3 K_lw;
1 7LCL'2TL+1
Y Lizhiezny e p>1; YL =% arctanw:Z%( )
poréwnanie; catkowe; d'Alembert: ¢ = 1+z)*=1+az+ a( Dy L (R=1;
lim %22 < 1 zbiezny, > 1 rozbiezny dlaa € Nto Wlelomlan)
Leibniz: b, \, 0 = 3(—1)"b, zbiezny, btad dla |z| < R:rézniczkowanie i catkowanie
< byt wyraz po wyrazie
J
Do przeczytania u Feynmana
* Obowiazkowo: 8-2 (Zenon: nieskonczenie wiele krokéw w skoriczonym czasie).
¢ Dla chetnych: koniec 15-8 i poczatek 15-9 (rozwiniecie masy relatywistycznej i %mv2).
Do przeczytania w podrecznikach matematyki
* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: rozdzialy o szeregach, kryteriach zbieznosci i
szeregach potegowych.
¢ Dowolny podrecznik analizy dla pierwszego roku: dowody kryteriéw i twierdzenie
Riemanna o przestawianiu wyrazow.
\
Szereg e® z x = i da wzér Eulera e = cos @ + isin 6 (1.7 Liczby zespolone i fazory). Szeregi
funkcji zamiast poteg, czyli sumy sinusow i cosinusow, to szeregi Fouriera (4.2 Szeregi Fouriera). A
szereg z silniqg w mianowniku wrdci przy rozktadzie Poissona (5.1 Prawdopodobieristwo i
rozklady).
J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

3. 4 8. 2/5 _ 2, 2
1.3 T =35 125 = 5 (pierwszy wyrazto ).

1,12 _ 4, 005 _ 1_
2. 37 99 — 33? 2’1+ 1-0,1 _2’1+ 18 = 45°

— i 1. 1
3.Iloraz q = 2z, wiec |z| < 3; suma 7.

100
4. ————— =~ 133 mg. Poziom ustala sie szybko: po trzech dawkach 131 mg.

"1-0,25

5. Sumy czesciowe to 1,0, 1,0, .. ., a ten ciag nie ma granicy. Grupowanie wybiera tylko podciag sum
cze$ciowych, wiec moze da¢ dowolna z dwdch wartosci. Dla szeregéw rozbieznych zwykle reguty
arytmetyki nie dziataja.

Zadania - czesc 2
1. Pierwszy (a, — 1) i trzeci (a,, — 1). Dla drugiego a,, — 0, co nic nie przesadza (jest zbiezny, czes¢ 3).
2.10-1,5=15cm; 10-1,833 =~ 18,3 cm.

3. k = 1: srodek gornego klocka musi by¢ nad krawedzia drugiego, wiec gorny wystaje o g k=2:
wspolny srodek masy dwdch gérnych ma by¢ nad krawedzig trzeciego. Jesli drugi wystaje o d, jego
srodek jestw d — £, a $rodek pierwszego w d. Sredniad — £ = 0 dajed = £ v.

4. Po 2™ wyrazach mamy 1, % im — 1 grup, kazda wieksza niz %: razem wiecej niz 1 + 3. Dlam = 10:

Hiypo4 > 6. (Naprawde wystarczy 227 wyrazow; oszacowanie jest zgrubne, ale wystarcza do dowodu
rozbieznosci.)

Zadania - czes¢ 3
1. Zbiezny (p = 3); rozbiezny (p = 0,9); zbiezny (d'Alembert: 25 — 0).

2. "I—J(’)l — oo: rozbiezny. Silnia w koncu pokonuje kazda funkcje wyktadnicza. Zreszta a,, — 0o, wiec

wystarczy warunek konieczny.

2 1 3 3
3.0 o2 S dlan>1,aY & jest zbieiny. Zbiezny.
n’+5 " n n "
4. n(n2+2) = & — -15. Zostaja 1 + 3, wiec suma g,
5. f2X dz =Inln X —Inln2 — oo (podstawienie u = In z, lekcja 1.5 Catki). Rozbiezny, ale

zlnx
niewyobrazalnie wolno: zeby suma przekroczyta 10, liczba wyrazéw musiataby mie¢ tysiace cyfr.

Zadania - czesc 4

1. ﬁ < 0,01, czyli N = 100. Zbieznos¢ jest wolna. Naprawde wystarczy 50 wyrazow (btad 0,0099), bo
oszacowanie jest z zapasem. Z 10 wyrazéw wychodzi 0,6456, btad 0,048.

2. Pierwszy bezwzglednie (3 & zbiezny). Drugi warunkowo: Leibniz dziala, ale ﬁ jest rozbiezny.

3. (N—}rl)s < 0,001 dla N + 1 = 11, wiec wystarczy 10 wyrazow: =~ 0,9011 (doktadnie 0,901 54).
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Zadania - czesc 5
1. R =1; R = 0 (zbiezny tylko dlaz = 0); R = oo.

2.0,5—-0,02083 = 0,47917; 4 0,00026 = 0,479 43. Kalkulator: 0,479 426.

6

2 z4 T
31—z +5 —%.

4. To szereg geometryczny 7 q = 432: |z — 2| < 3, czyli = € (—1; 5). Na brzegach ¢ = +1, rozbiezny.

5 (l+z+E 42 4. ) =0+14a+L 4. v. (@-L 4 & . )Y=1-Z 4L _...=cosz v,
6.4-1,03125 = 4,125; 4 (1 + 3 — 5i) = 4,123 05. Dokladnie 4,123 11.

7.> nz" = ﬁ; dlaz = 3 % =2.

8. To szereg dwumienny (1 + z) /2 zz = —v?/c?, o promieniu 1. Zbiezny dla v> < ¢, czyli dla kazdej

predkosci mniejszej od predkosci §wiatta. Szybko zbiezny tylko dlav < ¢.  FLP I-15-8

9. Szereg geometryczny z ¢ = —x?: zbiezny dla x> < 1. Dla z = 2 wyrazy (—4)" rosna, a sumy cze$ciowe
skaczg coraz mocniej: 1, —3,13, —51, ..., cho¢ funkcja ma tam warto$¢ 0,2.

0.2 & +& — & 4 & Dlazg=11-03333+0,1 - 0,0238 + 0,0046 — 0,0008 ~ 0,747 (doktadnie
0,746 82). Szereg naprzemienny, btad mniejszy od pierwszego pominietego wyrazu.

Matematyka - Szeregi liczbowe i potegowe. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1 (Addison-Wesley 1963;
New Millennium Edition 2011), 8-2 i 15-8; K. A. Stroud, Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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