MATEMATYKA 1.5

Catki

Pochodna odpowiada na pytanie ,,jak szybko?”, a calka na
pytanie odwrotne: ,ile razem?”. Znamy predkos¢ w kazdej
chwili, ile wynosi droga? Znamy site w kazdym punkcie, ile
wynosi praca? Feynman pokazuje, ze odpowiedZ to suma bardzo
wielu bardzo matych kawatkéw. Najwazniejsze twierdzenie
calego rachunku mowi, ze takg sume liczy sie, odwracajac

rézniczkowanie.
CZAS ZADANIA ZRODELA
ok.4hteorii+5h 37 zadan w tresci, Feynmana
zadan vA wyktady z fizyki, t.
podpowiedziami i I, rozdz. 8-4, 13-1,
odpowiedziami 19-1...19-3; M.
Gewert, Z.
Skoczylas,
Analiza
matematyczna 1,
rozdz. 7-9

W TEJ LEKCJI

©  Prolog: problem odwrotny
1 Catka jako suma

2 Twierdzenie gtéwne

3 Wtasnosci i wartos¢ srednia
4 Podstawienie i czesci

5  Catka w kinematyce

6 Wytnij, zapisz, zsumuj

7 Catki niewtasciwe

8  Btedneintuicje

9  Sprawdz sie

10 Karta wzordw i co dalej
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o Prolog: problem odwrotny

W lekcji 1.3 Pochodne znali$my potozenie w kazdej chwili i pytaliSmy 5= TVt

o predkos¢. Feynman od razu odwraca pytanie. Zamiast tabeli
potozen mamy tabele predkosci, na przyktad odczyty
predkosciomierza co p6t minuty. Ile kilometréw przejechat
samochéd?  FLP I-8-4

At t
Pomyst jest prosty. W pierwszej sekundzie predkosé byta mniej
wiecej taka i taka, wiec samochdéd przejechat mniej wiecej v At. W drugiej sekundzie predkosé
byta troche inna, wiec znowu v At. Sumujemy te kawatki. Wynik nie jest doktadny, bo predkosé
zmieniala sie w trakcie kazdej sekundy. Bierzemy wiec coraz krotsze przedzialy, czyli sumujemy
coraz wiecej coraz mniejszych kawatkow. Warto$¢, do ktérej ta suma dazy, to catka.

Feynman zwraca uwage na sama nazwe. Znak [ to wydtuzona litera S od tacinskiego summa, a d¢
przypomina, ze kawalki czasu sa tak mate, jak to tylko mozliwe.

Jeden operator (d) odwraca drugt ( f ).

R. Feynman, FLP I-8-4 (ttum. wtasne)

To zdanie zapowiada najwazniejszy wynik tej lekcji. Catkowanie, czyli sumowanie kawatkow, i
rézniczkowanie, czyli liczenie tempa zmian, sg operacjami odwrotnymi. Dzieki temu tabele catek
dostajemy za darmo, czytajac tabele pochodnych od tytu.

1 Catka jako suma

1.1 Suma catkowa

Niech f bedzie ograniczona na [a, b]. Dzielimy przedzial na n kawatkéw o dtugosciach Az;,. W
kazdym kawatku wybieramy dowolny punkt z; (np. lewy koniec, prawy koniec albo $rodek) i
tworzymy sume catkowa: GS 8.1.3

3

Gdy f > 0, kazdy wyraz to pole cienkiego prostokata o podstawie Az, i wysokosci f(z}). Suma
przybliza pole pod wykresem.
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68 DEFINICJA - CALKA OZNACZONA (RIEMANNA)
b n
z)dr = li A
[ 1@de= m 3 st o

gdzie dlugos$¢ najdiuzszego kawatka dazy do zera, o ile granica istnieje, jest

skonczona i nie zalezy od sposobu podziatu ani od wyboru punktéw z;. Taka funkcje

nazywamy caltkowalna. Kazda funkcja ciagla na przedziale domknietym jest
calkowalna, a takze kazda ograniczona funkcja o skoficzonej liczbie skokow.
GS 8.1.5, 8.4.1

Catka oznaczona jest liczba. Zmienna z pod znakiem catki jest ,niema”: fol z2dx = fol 2 dt.

Symbol dx méwi, po czym sumujemy, i niesie jednostke. Catka z predkosci [m/s] po czasie [s] ma

jednostke metra.

SYMULACJA 1

Sumy catkowe. Wybierz funkcje i sposéb wyboru wysokos$ci prostokatéw,

potem zwiekszaj ich liczbe n. Obserwuj biad: przy podwojeniu n dla lewych koncéw biad

maleje mniej wiecej dwa razy, a dla $rodkéw i trapezoéw mniej wiecej cztery razy.

A
3
2
1
0] _/T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8
— f(x) — kawatki dodatnie — kawatki ujemne

Stan na rysunku: x2 na [0; 2], n = 4, wysoko$¢: lewy koniec; Sn = 1,75000, catka

sumasS, 1,75000 catka doktadnie 2,66667 btad -0,91667 btad(n) / btad(2n) 1,91

2,66667.
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1.2 Pole ze znakiem

Gdy funkcja jest ujemna, wyraz f(z}) Az, jest ujemny. Catka liczy

y
wiec pole ze znakiem: czesci nad osig z plusem, czesci pod osia z P
minusem. Na przyktad fo% sinz dx = 0, bo dodatnia i ujemna potowa
X
sie znosza. Pole ,geometryczne”, ktére zawsze jest dodatnie, to \__2/
b
fa |f(.’lf)’dx. GS 8.2 [o2sinxdx=0

W fizyce znak niesie informacje. Catka z predkosci to przemieszczenie, ktére moze by¢ ujemne.
Catka z warto$ci bezwzglednej predkosci to droga, ktéra ujemna nie jest (czesc¢ 5).

1.3 Gdy wzoru nie ma: liczymy

Feynman zauwaza wazna asymetrie. Kazda funkcje zbudowana ze znanych funkcji da sie

zrézniczkowad (tam, gdzie pochodna istnieje) i wynik tez jest zbudowany ze znanych funkcji. Z
s

catkami tak nie jest. Funkcje pierwotne funkgcji e‘$2, 11; z czy V1 + z3 istnieja, ale nie da sie ich

zapisac¢ za pomoca funkcji elementarnych. Catke oznaczong zawsze mozna jednak policzy¢

numerycznie, z definicji, czyli z sumy. FLP I-8-4 - GS 7.1
W praktyce zamiast prostokatow ,,z lewego konca” uzywamy lepszych przepiséw:

* Metoda srodkow: wysokos¢ prostokata to warto$¢ w srodku kawatka.
* Metoda trapezow: wykres zastepujemy tamana, a prostokaty trapezami. GS 8.8

Dla funkcji gtadkich btad obu metod maleje jak 1/n?, a dla lewych lub prawych koricéw tylko jak
1/n. To ten sam efekt co przy ilorazie symetrycznym w lekcji 1.3 Pochodne: symetria kasuje btad

pierwszego rzedu.
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Przyktad 1.1
Droga spadajacej kulki z tabeli predkosci

Predkos¢ spadajacej kulki to v(t) = 9,8t m/s (tabela 8-4 u Feynmana, tylko w metrach). Oszacuj
droge w pierwszych 3 s sumq predkosci z lewych koricéw i z prawych koricow, najpierw dla At = 1
s, potem dla At = 0,5 s. Poréwnaj z wartosciq doktadnq % gt

1 At =1s,lewe konice: 9,8 (0 + 1+ 2) -1 = 29,4 m. Prawe konice: 9,8 (1 + 2 + 3) = 58,8
m.

2 At=0,5s,lewe konce:9,8-0,5-(0+0,5+1+---4+2,5) =4,9-7,5 = 36,75 m. Prawe
konce: 4,9 - 10,5 = 51,45 m.

3 Dokladnie: % - 9,8 - 32 = 44,1 m. Lewa suma zaniza, bo kulka przyspiesza, a prawa
zawyza.

[ Wynik: sumy osaczajg warto$¢ doktadng 44,1 m: 29,4 < 36,75 < 44,1 < 51,45 < 58,8. ]

Sprawdzenie: $rednia lewej i prawej sumy to metoda trapezow: %(36,7 5+ 51,45) =
44,1 m. Dla funkcji liniowej trapezy sa dokladne, bo tamana pokrywa sie z
wykresem v

Przyktad 1.2

Archimedes i parabola: catka z definicji

1
Oblicz / x? dzx jako granice sum z prawych koricow przy podziale na n réwnych czesci. Skorzystaj
0

zewzoru1? 422 + - 4 n? = in(n +1)(2n + 1).

1 1 k RN 1S,
Az = — kon =—: 8, = - === ) k.
v = =, prawe kofice 7, = - Z()n 23

k=1 n n k=1

D(2n+1 D(@2n+1
2 sn:"(”+ J@nt1) _ (n+1)(@n+ ).Dlan:10:S10:0,385.
6n° 612
1+5@2+1) 2
3 Sn:wégzgprzyn%oo.

1
Wynik:/ z?dx =
0

Sprawdzenie: pole pod parabolq to jedna trzecia kwadratu jednostkowego.
Archimedes znal ten wynik ok. 250 r. p.n.e., prawie dwa tysigce lat przed Newtonem
v. W czesci 2 dostaniemy go w jednej linijce.
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Przyktad 1.3
Catka bez wzoru: krzywa dzwonowa

Funkcja e (ksztatt rozkladu normalnego) nie ma elementarnej funkcji pierwotnej. Oszacuj

1
/ e dz metodq trapezow i metodq srodkow dlan = 4.
0
1 h=0,25. Wartosci: f(0) =1, f(0,25) = 0,9394, f(0,5) = 0,7788, f(0,75) = 0,5698,
f(1) =0,3679.
2 Trapezy: h (%f(O) + £(0,25) + f(0,5) + £(0,75) + %f(l)) ~ 0,7430.
3 Srodki: h(f(0,125) + £(0,375) + £(0,625) + f(0,875)) ~ 0,7487.

[ Wynik: trapezy 0,7430, Srodki 0,7487; doktadna wartos¢ to 0,74682. ]

Sprawdzenie: btedy wynosza —0,0038 i +0,0019: maja przeciwne znaki, a btad
Srodkow jest mniej wiecej o potowe mniejszy. Dla funkcji gltadkich i dostatecznie
duzych n tak jest zawsze (stosunek btedow dazy do —%). Na tym spostrzezeniu
opiera sie metoda Simpsona: § = %(ZM +T) ~ 0,746826 v

/Z ZADANIA - CZESC 1 5 zadar - ok. 40 min

1 Oszacuj f02 z dz suma z lewych koncow i suma z prawych koncéw dla n = 4. Poréwnaj z
" polem tréjkata.

. op2m o2 TP .
2 Ilewynosi [; "sinx dz, aile I " | sin | dz? Wyjasnij réznice rysunkiem.

3  Predkosciomierz samochodu odczytywano co 10s: 0, 8, 14, 18, 20, 20 m/s w chwilach
e (0, 10, ..., 50s. Oszacuj przejechang droge metoda trapezéw. Miedzy jakimi
wartosciami musi leze¢ prawdziwa droga, jesli predkos$¢ nigdy nie malata?

4  Oblicz fol 2% dz jako granice sum z prawych koncéw. Skorzystaj ze wzoru 13 + 2% + ... +
= n’=(in(n+ 1))2.

5 Dla fol r?dz = g-) oblicz btedy sumy z lewych koncéw, metody trapezéw i metody
e=  $rodkéw dlan = 10in = 20. Jak kazdy btad zmienia sie po podwojeniu n? Sprawdz
wynik w symulacji 1.

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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Wiecej zadan: GS ¢w. 8.1.4, 8.4.3, 8.8.4.

2 Twierdzenie gtowne

2.1 Catka z ruchoma granica

Ustalmy dolna granice a, a gérna zrébmy zmienna. Dostajemy Flc+ 1) = F60 ~ 100'h
funkcje, ktéra mowi, ile ,,uzbieralo sie” od a do z: GS 8.7 !
F(z) = / f(t)dt. F(x) % 00-h
‘ x h t
Jak szybko ro$nie F'? Gdy przesuniemy goérna granice z « do = + h, do
pola dochodzi waski pasek o szerokosci h i wysoko$ci prawie rownej f(z):
z+h
F h)—F
Fath)-F@) = [ fd=f@n — TEENZIE L g,
4 )

st TWIERDZENIE GEOWNE RACHUNKU CALKOWEGO
(1) Jesli f jest ciagla na przedziale, to F(z) = [ f(t)dt jest rézniczkowalnai F'(z) = f(z).

(II, wzor Newtona-Leibniza) Jesli f jest ciagta na [a, b, a G jest dowolng funkcja, dla ktdrej
G' = f,to

b
/a f(@)de = Gb) - Gla) = [0(a)]

Cze$¢ (I) Gewert i Skoczylas nazywaja drugim, a (II) pierwszym twierdzeniem
gléwnym; numeracja bywa rézna. GS podaja (II) w ogdlniejszej wersji: wystarczy, ze
f jest catkowalna i cigglta w danym punkcie. ' GS 8.4.4, 8.7.4

NS J

Druga czes¢ wynika z pierwszej. Dwie funkcje o tej samej pochodnej r6znia sie o stala, wiec
G(z) = F(z) + C.Stad G(b) — G(a) = F(b) — F(a) = fab f — 0. Stowami: zeby zsumowac¢ kawatki,
wystarczy znalez¢ funkcje, ktorej pochodna jest to, co sumujemy. Rachunek z przyktadu 1.2

skraca sie do fol z2dz = [%a:?’](l) =1
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SYMULACJA 2 Pole, ktore rosnie. Przesuwaj gérna granice z. U gbry zaciemnia sie pole
pod f (ze znakiem), a na dolnym wykresie powstaje F'(z) = fax f. Sprawdz, ze nachylenie
F w kazdym punkcie jest rowne wysokosci f: tam, gdzie f = 0, wykres F' ma pozioma
styczna.

D :

F()=[.f |

— f — pole dodatnie — poleujemne — F(x)=]f

x 2,20 f(x) -0,588 F(x) = poleodado x 0,809 nachylenie Fw x -0,588

Stan na rysunku: f = cos x, x = 2,20, F(x) = 0,809, f(x) = -0,588. Krétki czarny
odcinek to styczna do F; jej nachylenie jest réwne f(x).

2.2 Funkcja pierwotna i catka nieoznaczona

Funkcje F, dla ktérej F' = f na przedziale, nazywamy funkcja pierwotna funkcji f. Jeli F jest
pierwotna, to kazda inna ma posta¢ F' + C, i tylko takie. Zbiér wszystkich funkcji pierwotnych to
catka nieoznaczona: GS 7.1.1, 7.1.5, 7.2.1

/f(m) dz = F(z) + C.
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Calka oznaczona to liczba, catka nieoznaczona to rodzina funkcji. Stata C' to informacja, ktéra

rézniczkowanie ,,zgubito”. W fizyce odzyskujemy ja z warunku poczatkowego, na przyktad

znanego potozenia w chwili ¢ = 0.

Tabele calek czytamy z tabeli pochodnych od tylu. Wynik zawsze mozna sprawdzié, rézniczkujac

go.

SH N

kx

sin kx, coskx

1
cos? x
1 1

1+22° /1—¢

Wzér na [ 4 ma modut, bo dlaz < 0 mamy (In(—z))’

[ f(z) dz (do kazdej dodaj C)

xr—i—l

r+1

In |z|

1
——coskx, —sinkzx

k k

tanx

arctan x, arcsinx

Uwagi

r#—1
na przedziale bez zera

k+#0

radiany

drugi wzdér dla |z| <1

-1 1
=— =7 Wzér na z" przy r = —1 dawalby

dzielenie przez zero, i wlasnie w te luke wchodzi logarytm. GS 7.2

/A PULAPKA

Calka iloczynu nie jest iloczynem catek: [z -zdz = 1z°,a [zdz - [zdz = ;z*. Do

iloczynéw stuzy catkowanie przez czesci (czesé 4). 6s 7.3.1
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Przyktad 2.1
Od przyspieszenia do potozenia

Samochdd rusza z miejsca z przyspieszeniem, ktdre maleje w miare rozpedzania: a(t) = 3 e t/°
(SI). Wyznacz v(t) i z(t), jesliv(0) = 0ixz(0) = 0. Ile wynoszq predkosc i przejechana droga po 10
s? Do jakiej predkosci dqzy samochod?

1 o(t) = [3ePdt=—15e"° 4+ C1. Zv(0) = 0: Cy = 15, wiec v(t) = 15 (1 — e */°).

2 z(t)=[15(1—e %) dt =15t + T5e */® + Co. Z2(0) = 0: Cy = —75, wigc z(t) =
15t — 75 (1 — e '/5).

3 Pol0s:v=15(1—-e2)~13,0m/s,z = 150 — 75(1 — e~ 2) ~ 85,2 m.

4 Dlat — oo:v — 15 m/s.

Wynik: v(t) = 15(1 — e7*/%), z(t) = 15t — 75(1 — e~*/*); po 10 s ok. 13 m/s i 85 m;
predkosé graniczna 15 m/s.

t/5

Sprawdzenie: & = 15 — 15e¥/% = v v, ¥ = 3!/ = a v. Droga 85 m jest mniejsza niz

15 - 10 = 150 m, bo samochod dopiero sie rozpedzat v

/. ZADANIA - CZESC 2 6 zadan - ok. 45 min

1
1 Oblicz: (a) (322 — 4z + 5)dz, (b) [ <5 + eh) dz, (c) [ cos 3z dz. Sprawdz kazdy wynik

rozniczkowaniem.
2 Oblicz: e dx /2 1,
icz: (a) [} — (b) [,/ cosz dz, (c) [, e* dz.

3 Niech F(z) = fow t et dt. Nie liczac calki, wyznacz F'(z) i odpowiedz, czy F' jest rosnaca
« dlaz > 0.

4 Oblicz pochodna funkcji G(z) = f:Z sin t dt na dwa sposoby: z twierdzenia gléwnego i
reguly tancuchowej oraz po obliczeniu catki.

5 Pitke rzucono pionowo w gére z wysokosci 5 m z predkoscia 20 m/s (g = 10 m/s?).
e=  Calkujac a = —g dwukrotnie, wyznacz v(t) i h(t). Na jaka wysoko$¢ sie wzniesie i kiedy
spadnie na ziemie?
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6

1
1
Student liczy f_ll d_f = [_—] = —1 — 1 = —2. Dlaczego wynik musi by¢ btedny bez

T x|

zadnego liczenia? Ktore zatozenie wzoru Newtona-Leibniza nie jest spelnione?

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: GS ¢w. 7.2.4, 8.4.5, 8.7.6.

3 Wiasnosci i wartosc srednia

3.1 Rachunek na catkach

Ponizsze reguly wynikaja z tego, ze calka jest granica sumy (zamiana granic to umowa zgodna z ta
intuicja): GS 8.4.7, 8.6

e Liniowo$¢: f:(af + Bg) = ozfabf —I—,Bfabg.

¢ Addytywnos$¢ wzgledem przedziatu: f; f= fac f+ fcb f. Dzieki temu mozemy dzieli¢
przedzial tam, gdzie zmienia sie wzoér albo znak funkcji.

* Zamiana granic: [, f = — fab fi [ f=0.Sumowanie ,pod prad” daje ujemne Axz.

e NieréwnoSci: jesli f < gna [a, b], to fab f< fab g. W szczegdlnosci, gdy m < f < M, tom(b —
a) < ff f < M(b— a). To pozwala szybko oszacowa¢ catke, zanim ja policzymy.

3.2 Wartosc srednia funkcji

Srednia arytmetyczna n liczb to ich suma podzielona przez n.

“ . . . » L . . y
Srednia funkcji na przedziale to ,suma” wartosci, czyli calka, /\
podzielona przez dtugosé przedziatu: GS 8.6.10, 8.6.13 / f
4 5

to samo pole: f-(b - a)

63 DEFINICJA I TWIERDZENIE - WARTOSC SREDNIA

- 10
f= b—a/a f(z)dz.

Geometrycznie f to wysoko$é prostokata o podstawie b — a i tym samym polu co
obszar pod wykresem. Jesli f jest ciagla, to przyjmuje wartos¢ §rednia w co najmniej
jednym punkcie ¢ € (a, b): fabf = (b—a) f(c).

NS J

Najwazniejszy przyklad w fizyce to predko$¢ érednia. Przemieszczenie to [ v dt, wiec v =
1 ta vdt = Jt(tz) - Jt(tl)

to — t1 t to — t1

Srednia w czasie nie jest jednak $rednia z warto$ci na konicach przedziatu. Dla funkcji liniowej te

. Definicja $redniej z calki zgadza sie z ta, ktéra znasz ze szkoty.

dwie $rednie sa zawsze réwne, dla innych funkcji na ogét sie réznia.
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3.3 Symetria oszczedza rachunki

Dla funkcji nieparzystej (f(—z) = — f(z)) catka po przedziale symetrycznym [—a, a] jest zerem,
bo pola po obu stronach zera sie znoszg. Dla funkcji parzystej (f(—z) = f(z)) jest rowna
podwojonej calce po [0, a].Dla funkcji okresowej o okresie T' catka po dowolnym przedziale
dlugosci T jest taka sama. GS 8.6.14

Przyktad 3.1

Srednia temperatura w godzinach pracy

(t—9)
12
godzina (od 0 do 24). Oblicz Sredniq temperature z catej doby i z godzin pracy od 9 do 17.

Temperatura w ciggu doby zmienia si¢ w przyblizeniu jak T'(t) = 12 4 6 sin °C, gdziet to

1 Sinus ma okres 24 h, wiec jego catka po catej dobie jest zerem. Srednia dobowa to 12

°C.
2 Godziny pracy: T' = 12 + 3 / sin 7T(1—2) dt. Funkcja pierwotna sinusa:
9
12 #(t-9)
——cos .
T 12
3 /17 12 27r> 12 3 18
coo=—|cos0—cos — | = — - = —
9 T 3 T 2
_ 1 2
4 T:12+§~—8:12+—7z16,3°C.
8 7 27

[ Wynik: §rednia dobowa 12 °C, §rednia w godzinach pracy ok. 16,3 °C. j

Sprawdzenie: wynik miesci sie miedzy najnizsza temperatura w tym przedziale (12
°C 0 godz. 9) a najwyzsza (18 °C o godz. 15) v

1.5 - Cafki 12/35



Przyktad 3.2

Catka, ktérej nie trzeba liczy¢

2
Oblicz/ (z° + z cosz + 4) dz.
—9

1 2 jest nieparzysta.  cos  tez, bo (—x) cos(—z) = —z cos z. Ich calki po [-2, 2] sa
zerami.

2 Zostaje ffz 4dr =4-4=16.

[ Wynik: 16. j

Sprawdzenie: funkcja pierwotna z cos z wymaga catkowania przez czesci (cze$¢ 4) i

daje z sinz + cos z. Wyrazenie [z sinz + cos z]*, jest réwne zeru, bo funkcja
pierwotna jest parzysta v

/Z ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 35 min

1 Oblicz warto$¢ $rednig sin « na przedziale [0, 7]. Czy jest wieksza, czy mniejsza od %?

2 Oblicz warto$¢ $rednig x2 na [0, 3] i znajdz punkt ¢, w ktérym funkcja ja przyjmuje.

Bez liczenia funkcji pierwotnej oszacuj z dotu i z géry fol % Potem oblicz ja
T
doktadnie.

4 Punkt rusza z predko$cia vy = 5 m/s i przyspiesza jednostajnie z a = 2 m/s%. Oblicz jego
= $rednia szybko$¢ w pierwszych 5 s jako Srednig calkowa. Poréwnaj z %(vo + vs). (GS ¢w.
8.6.12)

5 Oblicz f0107r | sin z| dz, korzystajac z okresowosci. Jaka jest $rednia wartos$¢ |sin x| w
«= dlugim czasie? Gdzie w elektrotechnice pojawia sie ta liczba?

moopodstawowe meo Srednie maa feynmanowskie

Wiecej zadan: GS ¢w. 8.6.11, 8.6.15.
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4 Podstawienie i czesci

Rézniczkowad umiemy wszystko, a catkowad tylko to, co rozpoznamy jako pochodnga. Dwie
najwazniejsze techniki to dwie reguly rézniczkowania czytane od tytu.

4.1 Podstawienie: reguta tancuchowa od tytu

Z reguty faicuchowej [F(g(z))]" = f(9(z)) ¢'(z), gdzie F' = f. Czytajacja od tytu:
GS 7.3.11, 8.5.3

-~
58 TWIERDZENIE - CALKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE

u=g(z)’ /abf (9(2)) g'(x) dz = /g £(u) du.

/ f(9(z)) ¢'(z)dz = / f(u) du (a)

Zapis Leibniza robi to automatycznie: u = g(z), du = ¢'(x) dz. W calce oznaczonej

zmieniamy granice razem ze zmienna i nie musimy wracac¢ do z.

-

Czego szukaé pod catka? Pary: jakiej$ funkcji wewnetrznej g(z) i jej u =% paski sie rozciagaja

0-0,5 0,5-1 1-1,5 1,5-2

pochodnej ¢'(z) jako czynnika. W [ z e /2 dz funkcja wewnetrzna
jest —z2/2, a jej pochodna —z stoi obok (z doktadnoscia do znaku).
Najczestszy przypadek to funkcja liniowa w $rodku: [ f(az + b) dz =

1
- F(am + b) + C 0,25 1 2,25
a

du = 2x dx: im dalej, tym szersze

1.5 - Cafki

4

14/35



SYMULACIJA3  Podstawienie zachowuje pole. Lewy wykres to 2z cos(z?) na osi z, prawy
to cosu na osi u = z2. Przesuwaj gérna granice b: pola po lewej (do b) i po prawej (do b?) sa
zawsze réwne. Paski o szerokosci dz przechodza w paski o szerokosci du = 2x dx.

2x cos x° 1,0 ~gOS U
2
0,5
0 /
0,0
-2
-0,5
-4 -1,0
0,5 1,0 1,5 2,0 1 2 3 4
X u
— 2x-cos(x?) naosix = cosunaosiu=x> -— poledodatnie — pole ujemne

— jeden pasek dx <> du
[0 2x cos(x?) dx 0,9915 [o"2cosudu 0,9915 sin(b?) 00,9915

szerokos¢ paska: dx > du 0,070 - 0,163

Stan na rysunku: b = 1,20, b2 = 1,44; oba pola wynosza sin(b?) = 0,9915.

4.2 Przez czesci: reguta iloczynu od tytu

Calkujemy regute iloczynu (uv)’ = u'v 4+ uv’ i przenosimy jeden wyraz na druga strone:
GS 7.3.4, 8.5.1

" )
58 TWIERDZENIE - CALKOWANIE PRZEZ CZESCI

b b b
/uv'dm:uv—/u'vdw, / wov'dz = [uv] —/ v vdz.

Za u bierzemy czynnik, ktory po zrézniczkowaniu sie upraszcza (wielomian, In x). Za

v' bierzemy czynnik, ktéry tatwo scatkowac (e, sin z, cos z).
- J

Wzbr nie oblicza calki do konica, tylko zamienia ja na inna. Optaca sie, gdy nowa catka [ u'v jest
prostsza od starej. Przy x"e” kazde catkowanie przez czesci obniza potege o 1, wiec po n krokach
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zostaje calka elementarna.

Przyktad 4.1

Podstawienie w catce oznaczonej

2
Oblicz / ze "2 de.
0

2
Podstawienie u = %, du = z dz. Czynnik z dz stoi pod calka.

1
2 Granice:x=0—u=0, =2+ u=2.

2 2
3 / e “du= [ — e_“} =1-—e2~0,865.
0 0

[ Wynik: 1 — e 2 ~ 0,865. ]

2 / 2 2
Sprawdzenie: (—e*"’ /2) = ze /% v.Funkcja z e * /% to gesto$é rozktadu Rayleigha

(z o = 1). Gdy gérna granica ro$nie do nieskonczonosci, catka dazy do 1: to
normalizacja tego rozktadu. Catki do nieskonczonosci omawiamy w czesci 7.

Przyktad 4.2

Przez czesci w catce oznaczonej

w/2
Oblicz / z coszdx.
0

1 u==z,u =1; v =cosz,v =sinzx.

5 /2 . /2 /2 . T
zcoszdzr = [a:smm] — sinzdzr = — — 1.
0 0 0 2

L Wynik: g —1~0,571. J

Sprawdzenie: funkcja pierwotna z sin z 4 cos * ma pochodna sinz + x cosz —

sinz = zcosz v.Szacunek: 0 < zcosx < 0,57 na tym przedziale, a przedzial ma
dtugosc¢ 1,57, wiec catka jest mniejsza od 0,9 v/

/. ZADANIA - CZESC 4 6 zadan - ok. 50 min
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1 Oblicz: (a) [sinwtdt, (b) [(3z — 1)*dz, (c) [ e * dt (k # 0).

2 Oblicz: (a) f m22_—T—1 dz, (b) fcosa: e T dg.

3 Oblicz f01 23+/1 + z* dz, zmieniajac granice catkowania.

4  Oblicz [ zlnz dz. Ktéra funkcje wybierasz za v i dlaczego?

5 Oblicz [ ?sinz dz. Calkowania przez czesci trzeba uzy¢ dwa razy.

6 Oblicz fol v/1 — 22 dz podstawieniem x = sin t. Jaka figure opisuje ta catka i czy wynik sie

e= zgadza?

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: GS ¢w. 7.3.5, 7.3.13, 8.5.2, 8.5.4.

5 Catka w kinematyce

5.1 Przemieszczenie i droga

W krétkim czasie dt cialo przesuwa sie o v dt. Sumujac te kawatki, dostajemy przemieszczenie, a
sumujac ich dtugosci, droge: FLP I-8-4 - GS 8.3, 9.2.1

123

Aw:x(tz)—x(tl):/ZU(t)dt, s:/ o (t)| dt.

t1 t1

Na wykresie v(t) przemieszczenie to pole ze znakiem, a droga to pole bez znaku. Zeby policzy¢
droge, dzielimy przedzial w chwilach, w ktérych v = 0, i dodajemy wartos$ci bezwzgledne calek z
kawatkow. Tak samo predkos¢ to catka z przyspieszenia: v(tz) — v(t1) = tt12 adt.
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SYMULACJA 4  Pole pod wykresem predkosci. Wybierz ruch i ustaw przedziat czasu. Pole
nad osig (niebieskie) to ruch do przodu, pod osia (czerwone) to ruch do tytu.
Przemieszczenie to roznica tych poél, droga to ich suma.

VIm/s]

O fm e e e e e e M e

t sl

— v(t) = ruchdoprzodu — ruchdo tytu
przemieszczenie [vdt -7,64m droga [|v| dt 22,92 m predkosc srednia -1,27m/s

srednia szybkos$¢ 3,82m/s

Stan na rysunku: v(t) = 6 cos(nt/4), [0,00; 6,00] s, przemieszczenie -7,64 m, droga
22,92 m.

5.2 Catka z wektora

Wektory catkujemy po sktadowych, tak jak je rézniczkowali$my. Jesli znamy a(t), potozenie i
predkos¢ poczatkowe, to:  GS 8.3.2

B(t) = o + /0 “a(r)dn,  Ft) =7+ /0 ") dr.

Zmienng pod catkg oznaczyliSmy 7, bo t jest juz zajete przez gérna granice. Dla statego
przyspieszenia wychodzi znany wzoér 7 = 7, + 9yt + %a t2. Rzut uko$ny to po prostu ten wzor z
a= [Oa _g] .
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Przyktad 5.1
Ruch drgajacy: tam i z powrotem

(4
Predkos¢ ciata to v(t) = 6 cos WZ my/s. Oblicz przemieszczenie i droge w przedziale [0; 6] s.

24 t
1 Funkcja pierwotna: X (¢) = — sin WZ
T
24 3 24
2 Przemieszczenie: X (6) — X(0) = — sin g = ——~ —T7,64m.
s T
24
3 wv=0dlat=2s.Na0; 2]: X(2) — X(0) = — ~ 7,64 m. Na [2; 6]: X(6) — X(2) =
48 m
—— ~ —15,28 m.
s
4  Droga: 7,64 + 15,28 ~ 22,9 m.
. . .24 72
Wynik: przemieszczenie —— ~ —7,6 m, droga — ~ 22,9 m.
T T

Sprawdzenie: droga > |przemieszczenie| v. Ruch to drgania z amplituda 24/7 ~ 7,6
m: cialo przeszto od §rodka do skrajnego poltozenia, potem przez srodek do drugiego
skrajnego. To trzy amplitudy v

Przyktad 5.2
Potozenie z wektora predkosci

Predkos¢ punktu to 9(t) = [1, cost, sint|, aw chwilit = 0 byt on w poczqtku uktadu. Gdzie jest w
chwilit = n? Jakq droge przebyt? (GS cw. 8.3.3)

1 Po sktadowych: 7(t) = [t, sint, 1 — cost]. Stale dobraliémy tak, zeby 7#(0) = 0.

2 7(m)=]m 0, 2.

3 Szybkoéé: |5] = /1 + cos?t + sin? ¢t = 1/2, stala. Droga to v2 7 ~ 4,44.

[ Wynik: 7#(r) = [, 0, 2]; droga v2 7 ~ 4,44. ]

Sprawdzenie: odlegtos¢ od startu to v/ 7% + 4 &~ 3,72, mniej niz droga v. Tor to linia
$Srubowa o osi rownoleglej do osi z (prostay = 0, z = 1): sktadowe y i z kraza po
okregu o promieniu 1 wokét punktu (0, 1).

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadar - ok. 40 min
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1 v(t) = 3t?> — 12 m/s. Oblicz przemieszczenie i droge w przedziale [0; 3] s.
2 a(t) =2t (SI),v(0) =1m/s, z(0) = 0. Wyznacz v(t), z(t) i potozenie po 3 s.

3 Winda rusza z przyspieszeniem 1 m/s? przez 2 s, potem jedzie ze stala predko$cig przez
«  65,anakoniec hamuje z opéZnieniem 1 m/s? do zatrzymania. Narysuj v(t) i oblicz
wysokos$¢, na jaka wjechata, jako pole pod wykresem.

4 Skoczek w dal rozpedza sie z miejsca ze statym przyspieszeniem 2 m/s? przez 5 s. Oblicz
e=  dlugos¢ rozbiegu i predkos¢ w chwili odbicia. (GS ¢w. 9.2.2)

5 Kamien rzucono z ziemi z predkoscia @, = [12, 16] m/s, przyspieszenie @ = [0, —10] m/s?
«= . Catkujac po sktadowych, wyznacz 7(¢). Kiedy i gdzie kamien spadnie? Jak wysoko sie
wzniesie?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: GS ¢w. 9.2.2.

6 Wytnij, zapisz, zsumuj

W fizyce catka rzadko pojawia sie jako ,,pole pod wykresem”. Prawie zawsze powstaje z tego
samego przepisu w trzech krokach:

1. Wytnij maly kawatek: odcinek preta dz, chwile dt, cienka warstwe dr.

2. Zapisz wklad tego kawatka, zakladajac, ze w jego obrebie wszystko jest stale: masa dm =
Adz, praca dW = F dz, moment bezwtadnosci dI = 2 dm.

3. Zsumuj wktady caltkg po wszystkich kawatkach.

Zalozenie ,w obrebie kawaltka wszystko jest stale” jest falszywe dla kazdego skoniczonego
kawatka, ale btad znika w granicy. To dokladnie ten sam argument, ktérego Feynman uzywa przy
drodze i predkosci.

6.1 Masa i srodek masy

Pret o gestos$ci liniowej A\(z) [kg/m] dzielimy na kawatki o masie
= i . FLP I-19-1 o
dm = A\(z) dz. Masa i Srodek masy to: N |

0 X L

L ]. L gestosc rosnie w prawo
m = A(z) dz, zs=— [ xA(z)dx.
0 m Jo
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Srodek masy to wiec $rednia potozeni, wazona masg. Dla jednorodnego preta wypada w $rodku, a
dla preta gestniejacego ku jednemu konicowi przesuwa sie w jego strone.

6.2 Praca sity zmiennej

Gdy sita zalezy od potozenia, praca na krétkim odcinku dz to F'(z) dz, a cata praca to catka.

Feynman dochodzi do tej catki, wyprowadzajac z drugiej zasady dynamiki twierdzenie o pracy i

energii kinetycznej: dT = F - ds, wiec AT = S/ F - ds. Liczy sie tylko sktadowa sity wzdtuz drogi.
FLP I-13-1 - GS 9.2.3

W:/ F(z)dez.

Trzy przypadki, ktére spotkasz na kazdym kroku:

* Sprezyna: praca potrzebna do rozciagniecia, F = kz: W = {kaj — kz]. Pole tréjkata, stad

utamek %
e L . . GMm
e Grawitacja: praca potrzebna do oddalenia ciala z r; na ro whrew przyciaganiu F' = Tt
T
1 1
W = GMm (_ - _>.
1 T2

* Gaz: praca wykonana przez gaz rozprezajacy sie w ttoku, W = [ pdV. W przemianie

V;
izotermicznej p = nRT/V, wiec W = nRT In —.
1
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SYMULACJA 5 Praca jako pole pod wykresem sity. Wybierz site i przesuwaj granice.
Wynik catki poréwnaj z ,naiwnym” iloczynem F(z,) - Az, ktoéry zaktada site statg. Dla
grawitacji przesun gorng granice daleko: praca dazy do skonczonej wartosci (czes$¢ 7).

F[N]

100
80
60

40

20

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45

x [m]
— sita (lub ci$nienie) = praca=pole = = ,statasita” F(x,)-Ax
pracaW=[Fdx 8,007 F(x,):-Ax 4,007 Yokx,% — %okx.2 8,00 J

Stan na rysunku: sprezyna F = 200x, od 0,10 do 0,30; W = 8,00 J, F(x1)-Ax = 4,00 3J.

6.3 Moment bezwtadnosci

Moment bezwtadnos$ci to suma m;r? po wszystkich punktach ciata. Dla ciata ciagtego wycinamy
kawatki dm w odleglosci r od osi i sumujemy: I = [ r? dm. Feynman liczy tak moment
bezwladnosci preta i pokazuje, ze pret znacznie tatwiej obracaé wokét srodka niz wokot konca.
Wyprowadza tez twierdzenie o osiach rownolegtych (Steinera). FLP I-19-3
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Przyktad 6.1
Praca gazu w izotermicznym rozprezaniu

Mol gazu doskonatego w temperaturze 300 K rozpreza sig izotermicznie, az jego objetosc sie
podwoi. Oblicz prace wykonanq przez gaz.

1 Wytnij: mala zmiana objeto$ci dV . Zapisz: dW = pdV, gdziep = nR%T
2n 2V,
Zsumuj: W = nRT 4y nRT[ln V] ' = nRTIn2.
v V Vi

3 W =1-8314-300-0,693 ~ 1730 J.

[ Wynik: W = nRT'In2 ~ 1,73 KJ. ]

Sprawdzenie: wynik nie zalezy od tego, jaka byla objeto$¢ poczatkowa, tylko od
stosunku V5 /V; v. Cisnienie maleje w trakcie rozprezania, wiec praca jest mniejsza
niz pi1(Va — Vi) = nRT v
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Przyktad 6.2
Moment bezwtadnosci preta

Jednorodny pret ma mase M i dtugosc L. Oblicz jego moment bezwladnosci wzgledem osi
prostopadtej do preta, przechodzqcej przez srodek, i wzgledem osi przechodzacej przez koniec.

1 Wytnij: kawatek dz w odleglosci z od osi. Zapisz:

M il m = (M/L) dx
dm = — da, dI = z? dm. B
L X
M (L2 M 2(L\° |
2 Oéwérodku:IS:—/ :1:2d:1;:—-—<—> = L
) L —-L/2 L 3\2 Kawatek preta o masie dm = A dx w
ML . odlegtosci x od osi
12
M [F ML?
3 0énakoricu: I, = —/ z2dz =
L Jo
[ Wynik: I§ = %MLz, I, = %MLZ. J

Sprawdzenie: twierdzenie Steinera, Iy = Is + M (%)2 = SML* + IML? = %ML2 v,
Wokoét osi na koncu pret obraca sie trudniej, bo wiecej masy jest daleko od osi.
Feynman liczy Is sprytniej, bez drugiej catki: pret obracany wokoét srodka to dwa
prety o masie M /2 i dlugosci L/2 obracane wokét korica, wiec Is = 2 - 3 - & (%)2 =
=ML,

/. ZADANIA - CZESC 6 5 zadar - ok. 45 min

1 Sprezyna ma stala k£ = 400 N/m. Oblicz prace potrzebna do rozciagniecia jej o pierwsze
- 10 cm i o kolejne 10 cm. Dlaczego druga praca jest wieksza?

2 Pretodlugosci 2 m ma gestosé A\(z) = 1 + z kg/m. Oblicz jego mase i polozenie §rodka
< masy.

3 Walcowy zbiornik o promieniu 1 m i wysokosci 3 m jest peten wody. Jaka prace trzeba
== wykonaé, zeby wypompowac calg wode przez gérng krawedz?

4  Oblicz prace potrzebna do podniesienia ciata o masie 400 kg na wysokos$¢ 140 km nad
e powierzchnie Ziemi (R = 6400 km, g = 9,81 m/s?). Por6wnaj z mgh. (GS ¢w. 9.2.4)
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5 Oblicz moment bezwladnosci jednorodnego cienkiego krazka o masie M i promieniu R
== wzgledem osi prostopadtlej do krazka przez jego srodek. Wytnij cienki pierscieni o
promieniu 7 i szerokosci dr.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: GS ¢w. 8.3.1, 9.2.4.

7 Catki niewtasciwe

Definicja z czesci 1 wymaga skonczonego przedziatu i ograniczonej funkcji. W fizyce czesto
potrzebujemy wiecej: pracy potrzebnej do odsuniecia ciata ,,do nieskonczonosci” albo tadunku,
ktéry przeplynie przez roztadowujacy sie kondensator w ,,nieskonczenie dlugim” czasie. Takie
calki definiujemy jako granice:

%) b 1 1
/ f(z)dz = blim / f(z)de, / f(z)dz = lir&/ f(z)dz (gdy f nie jest ograniczona przy 0)
a —» 00 a 0 E—r e

Gdy granica istnieje i jest skoniczona, calka jest zbiezna. W przeciwnym razie jest rozbiezna.

e y
68 WZORZEC - POTEGI

©de . . ldz . . .
— jest zbiezna <— p > 1, — jest zbiezna <— p <!
1 TP 0o zP

o zbieznosci decyduje tempo malenia

. N .
Przypadek graniczny to p = 1, czyli —, ktorej funkcja
T
pierwotna In z jest nieograniczona zaréwno przy ¢ — oo, jak i przy z — 07, choé
ro$nie bardzo powoli.

- J

Z tym wzorcem poréwnujemy inne funkcje. Wyktadnicza e~ * maleje szybciej niz kazda potega,
wiec fooo e ®dx = 1 jest zbiezna. Sita grawitacji maleje jak 1/r%, wiec praca do nieskorniczono$ci
jest skoniczona. Gdyby malata jak 1/7, zadne ciato nie mogtoby uciec z zadnej planety.
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SYMULACJA 6  Czy nieskonczony ogon ma skonczone pole? Zmieniaj wyktadnik p i

przesuwaj gérna granice b. Dla p > 1 catka flb x P dx zbliza sie do

I Dla p < 1 ro$nie

bez konca, cho¢ dla p = 1 bardzo powoli.

1,5 y:lxp

1,0

1(b)

1/(p-1)

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5
logo b

— y=x"(-p) = poleodldob — I(b)=/["x"(-p)dx

p 2,00 b 10 I(b) 0,9000 granicadlab - o 1,0000 (zbiezna)

Stan na rysunku: p = 2,00, b = 10, I(b) = 0,9000; granica 1,0000.
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Przyktad 7.1
Predkos¢ ucieczki z Ziemi

Jakg najmniejszq predkosc trzeba nadac ciatu na powierzchni Ziemi, Zeby oddalilo sie
nieskoriczenie daleko (bez oporu powietrza)? GM = 3,986 - 104 m?/s?, R = 6371 km.

< GM 1 1 M
1 praca przeciw grawitacji: W = /R Gr2m dr = bliglo GMm <§ — Z) = GTm
2 . . , 1 5 GMm 2GM
Energia kinetyczna musi wystarczyc¢ na te prace: smuT = T’ WIieC v = —R .

3 /23,986 - 10
=220 0 1.2 kmys.
v 6,371 - 10° 2 km/s

[ Wynik: v = \/2GM /R ~ 11,2 km/s. ]

Sprawdzenie: masa ciala sie skrécila, wiec wynik jest taki sam dla pitki i rakiety v.

Mimo nieskonczonej drogi praca jest skoficzona i wynosi tyle, co podniesienie ciata
Mm

G
o R przy statym g: =mgR v

Przyktad 7.2
Caty tadunek kondensatora

Prqd roztadowania kondensatora maleje jak I(t) = Ipe '/". Jaki tadunek przeptynie w
nieskoriczenie diugim czasie? Po jakim czasie przeptynie potowa tego tadunku?

1 9= / Loe /" dt = lim Ior (1 - e*b/f) — Iyr.
0 (o/e]

2 Potowa: Iy7 (1 —e 7/7) = 2Ty, wiece T/ = 2iT = 7In2 ~ 0,69 7.

[ Wynik: Q = Iy7; potowa tadunku przeptywa w czasie 71n 2. ]

Sprawdzenie: Ij7 to pole prostokata o wysokosci I i szerokosci 7. Prad nigdy nie
spada do zera, a mimo to ladunek jest skonczony v

/. ZADANIA - CZESC 7 5 zadan - ok. 40 min
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o d o0
1 Oblicz: (a) || m—z’ (b) [ e da.
2 . . .. 1 dz 1 dz : ..
Ktora z calek jest zbiezna: [ 7z J, —? Oblicz zbiezna.
T T

3 Oblicz predko$é¢ ucieczki z Ksiezyca (GM = 4,90 - 102 m3/s%, R = 1737 km). Dlaczego
= Ksiezyc praktycznie nie ma atmosfery?

4  Przez opornik ptynie prad I = Tye U7, Wydzielana moc to P = RI?. Oblicz catkowite

e=  ciepto wydzielone od t = 0 do nieskonczonosci. Ile go wydzieli sie w pierwszym czasie 7
?

5 Wykresy = 1/z dlaz > 1 obracamy wokoét osi z (tzw. trabka Torricellego, nazywana tez
«= trabka Gabriela). Wykaz, ze objeto$¢ bryty, = floo y* dz, jest skoficzona, a pole
powierzchni, 27 [, y4/1 + y” dz, jest nieskoficzone.

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

Wiecej zadan: catki niewtasciwe omawia druga czes¢ skryptu Gewerta i Skoczylasa (Analiza matematyczna 2).

g Btedne intuicje

Najczestsze bledy przy catkach to nie pomytki w tabeli, tylko falszywe obrazy.

x  ,Catka to pole, wiec zawsze jest dodatnia.”

Catka to pole ze znakiem. CzesSci pod osia licza sie z minusem, wiec fo% sinz = 0. Pole
geometryczne to catka z | f| (czes¢ 1.2).

x ,Przemieszczenie i droga to to samo.”

Tylko gdy ciato nie zawraca. Droga to [ |v| d¢ i trzeba dzieli¢ przedzial tam, gdzie v = 0
(czes¢ 5, przyktad 5.1).

x ,Statag C mozna pomina¢.”

W calce oznaczonej sie skraca, ale w calce nieoznaczonej niesie informacje. W fizyce to
warunek poczatkowy. Bez niego nie wiadomo, gdzie ciato bylo na starcie (przyktad 2.1).
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»Catka iloczynu to iloczyn catek.”

Nie. Do iloczynow stuzy catkowanie przez czesci (czes¢ 4.2), czyli reguta iloczynu
czytana od tytu.

x  Po podstawieniu wystarczy podmienic funkcje.”

Trzeba tez podmienié dz na du/g'(z) i w calce oznaczonej zmienié granice. Inaczej
wynik jest po prostu inna calka (symulacja 3).

x , Wz6r Newtona—-Leibniza dziata zawsze.”

Wymaga, zeby funkcja byta ciagta na calym przedziale (ogélniej: catkowalna i majaca
tam funkcje pierwotna). [—1/ x]l_l = —2to bzdura, bo 1/z? nie jest ograniczona w zerze
(zadanie 6 w czesci 2).

x  Jesli funkcja maleje do zera, pole pod nig jest skonczone.”

1/x maleje do zera, a floo d;’” = 00. O zbieznosci decyduje szybko$¢ malenia (cze$¢ 7).

x ,Kazdga catke da sie policzy¢ wzorem.”

Nie. [ e dz nie ma postaci elementarnej. Catke oznaczona zawsze mozna jednak
policzy¢ numerycznie (cze$é 1.3).

14 °
9 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Jakajednostke ma calka z sity [N] po czasie [s]? Co oznacza fizycznie?

N-s, czyli kg-m/s. To poped (impuls) sity, réwny zmianie pedu (Dziat 3: Ped, zderzenia i
srodek masy).

2  Wykres predkosci jest symetrycznym tréjkatem: od 0 do 10 m/sw5siz
powrotem do 0 w kolejne 5 s. Jaka jest droga?

Pole tréjkata: 3 - 10s- 10 m/s = 50 m.
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d o
3 Ile wynosi = o cos(t?) dt?

cos(z?), z twierdzenia gtéwnego. Samej catki nie da sie wyrazi¢ funkcjami
elementarnymi, ale jej pochodna znamy od razu.

4 Dlaczego fi z" cos z dz = 0 bez liczenia?

Funkcja jest nieparzysta (nieparzysta razy parzysta), a przedzial jest symetryczny.

5 Suma z lewych koncéw dla funkcji rosnacej: zaniza czy zawyza?

Zaniza, bo w kazdym kawatku wysoko$¢ prostokata to najmniejsza wartos$¢ funkcji na
tym kawatku.

6 Sila sprezyny rosnie liniowo z wydluzeniem. Dlaczego energia sprezyny to
1ka?, anie ka??

Praca to pole pod wykresem F'(z) = kz, czyli pole tréjkata, a nie prostokata o
wysokosci kz.

7 Jeden pret ma mase skupiona przy koncach, drugi przy $rodku. Masy i
dlugosci sa rowne. Ktory ma wiekszy moment bezwladnosci wzgledem
srodka?

Ten z masa przy koficach, bow [ r? dm wklad kazdego kawalka ro$nie z kwadratem
jego odleglosci od osi.

8 Czy pole pod wykresem e na catej pétosi [0, co) jest skoniczone?

Tak, rowne 1, bo fob e*dr=1—e?—1.
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10 Karta wzorow i co dalej

4 N
DEFINICJE I TWIERDZENIA TABELA I ZASTOSOWANIA
b . z" dz
/a fda::lime(:rk)A:zzk (pole ze /a: dz = 1 (r # —1), — = In |z|
znakiem kz
4 re ) /ek’”da: = e?’ /sinkwdm = _coskkm
& [ rat= @) & o
@ —— = arctancz, =tanz
b 1+ a2 cos?zx
fdx = F(b) — F(a),gdy F' = f
/a ) (a) sz/vdt,s:/h)\dt, Av:/adt
/fdx =F(z)+C t
7(t) = 7o +/ vdr

= 1 /b d 0

et €T 1
/ b—aaf m:/)\d:r, wgz—/:vdm,I:

b m

podstawienie:/ f(g(z))g' (z)dz = /7'2 dm

9(b) ‘

“ f(u) du W = /de: sprezyna skaz?, gaz

g(a

Va

czesci: /uv' dz = uv — /u'v dx nRT In 7

o dz Vucieczki — 2GM/R
/ — <00 <= p>1

1 P

- J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 8-4 (droga jako catka), 13-1 (praca jako calka z sily).

¢ Dla chetnych: 13-3...13-4 (energia uktadu wielu cial; pole ptaskiej warstwy i energia
potencjalna powtoki kulistej jako catki), 19-1 (Srodek masy jako srednia wazona), 19-2...19-3
(Srodek masy, twierdzenie Pappusa, moment bezwladnosci preta).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Definicje, twierdzenia, wzory: rozdz. 7 (catki
nieoznaczone, tabela, przez czesci, podstawienie), rozdz. 8 (catka oznaczona, twierdzenia
glowne, wartosc¢ srednia, metody przyblizone), rozdz. 9 (zastosowania w geometrii i fizyce).

* R.Leitner, Zarys matematyki wyzszej dla studiow technicznych: catki sq w czesci II, ktorej tu
nie cytujemy.

Catki wrécq w szeregach (1.6 Szeregi liczbowe i potegowe), w catkach wielokrotnych (3.3 Catki
podwdjne i potrdjne) i w réwnaniach rozniczkowych (4.1 Rownania rézniczkowe zwyczajne),
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L gdzie z predkosci odtworzymy caly ruch nawet wtedy, gdy predkos¢ zalezy od polozenia. J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. Az = 0,5. Lewe: 0,5(0 + 0,5 + 1 + 1,5) = 1,5. Prawe: 0,5(0,5 + 1 + 1,5 + 2) = 2,5. Pole tréjkata 3 - 2 -
2 = 2 lezy doktadnie posrodku.

2.014. W pierwszej calce tuk pod osia liczy sie z minusem i znosi tuk nad osig. W drugiej oba tuki licza
sie z plusem.

3. Trapezy: 10 (% +8+14 418420+ %) = 700 m. Dla predkosci niemalejacej lewa suma zaniza, a
prawa zawyza: droga lezy miedzy 10(0 + 8 + 14 + 18 + 20) = 600 m a 10(8 4 14 + 18 + 20 + 20) = 800
m.

1 n’(n+1)? (m+1)? 1

4.8, = — .
o 1 in? 4

5.n = 10: lewe —0,0483, trapezy +0,00167, Srodki —0,00083. n = 20: lewe —0,0246, trapezy +0,00042,
srodki —0,00021. Btad lewych koricéw maleje ok. 2 razy (jak 1/n), a bledy trapezéw i srodkow 4 razy
1
(jak 1/n?). Dla 2% doktadnie: btad trapezéw —, a Srodkéw — —.
6n2 12n2
Zadania - czesc 2
1. (a) 2° — 22° + 5z + C; (b) In|z| + $€** + C; (c) $ sin 3z + C.
2.(@)lne—-In1=1;(b)sin§ —sin0=1;(c)e — 1 ~ 1,718.

3. Z twierdzenia gtéwnego F'(z) = z e *. Dlax > 0 pochodna jest dodatnia, wiec F' ros$nie. Kazdy
kolejny pasek doklada dodatnie pole.

4.G(z) = F(z?%), gdzie F' = sin, wiec G/(z) = sin(z?) - 2z. Wprost: G(z) = 1 — cos(z?), G'(z) = 2z sin(z?)
V.

5.v =20 — 10t, h = 5 + 20t — 5t>. Najwyzej dlat = 2 s: h = 25 m. Upadek: 5t2 — 20t —5=0,t = 2 +
V5~ 4,24 s.

6. Funkcja podcatkowa jest dodatnia, wiec caltka nie moze by¢ ujemna. Wzdér wymaga, zeby f byta
ciagta na calym [a, b], a 1/2% nie jest nawet okre$lona w zerze i ro$nie tam nieograniczenie. To catka
niewtasciwa (czes¢ 7), w tym przypadku rozbiezna: pole jest nieskonczone.

Zadania - czesc 3
1 2 . 1 . . L, ‘s
1. — fo sinzdr = — ~ 0,637. Wigeksza od 3, bo tuk sinusa jest ,,pelniejszy” od trojkata.
7r 7r

2. f = % -9=3,¢ = 3,c=+3~1,73. Punkt nie lezy w $§rodku przedziatu, bo funkcja nie jest liniowa.

5 < 1, wigc catka lezy miedzy 0,5 a 1. Dokiadnie: arctan 1 = 7 ~ 0,785.

4.5=1% f05(5 +2t)dt = $(25 + 25) = 10m/s. 3(5 + 15) = 10 m/s: réwne, bo predkos$¢ jest liniowa funkcja
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T . . ; .2 . . .
5. |sin | ma okres 7, a [ sinz = 2, wiec wynik to 10 - 2 = 20. Srednia: — ~ 0,637. To $rednia warto$¢
T

2
napiecia po wyprostowaniu dwupotéwkowym: Uy, = —Up.
o

Zadania - czes$¢ 4

(3z —1)5

1
1. (a) ——coswt + C; (b)
w 15

1
+ C; (0) —Ee*’“ +C.
2. (a) u = x? + 1: 111(,’1}2 + 1) + C’ (b) u = sin z: et 7 +C.

3.u=1+2% du = 423de, granice 1 — 2: 1 [ \/udu = 1 (22 — 1) ~ 0,305.

1
2
wybér (u = z, v' = Inz) wymaga najpierw znalezienia f Inzdz = xlnz — z i prowadzi do catki, ktéra

4.u = Inz (upraszczasiedo 1/z),v' = z,v = 522 %xz Inz — [ %m dx = %xz Inz — %xz + C. Odwrotny

zawiera wyjsciowa: to droga okrezna.
5. Funkcja pierwotna: —z?% cos z + 2z sinz + 2 cos z. Wynik: (72 — 2) — 2 = w2 — 4 ~ 5,87.
6. 0”/2 cos?tdt =1 [t + 1sin 2t 3/2 = I.To ¢wiartka kota o promieniu 1, czyli 37 - 12 v.
Zadania - cze$¢ 5

1. X (t) = t* — 12t. Przemieszczenie X (3) — X(0) = —9m. v = 0 dlat = 2: na [0; 2] przemieszczenie —16
m, na [2; 3] +7 m. Droga 23 m.

220=t"+1,z =3t +t,2(3) = 12m.
3. Wykres to trapez: vmax = 2 m/s, hamowanie trwa 2s. Pole =2 + 12 4+ 2 = 16 m.
4.v=2ts= [’2tdt = 25m,v(5) = 10 m/s.

5.7 = [12, 16 — 10¢], ¥ = [12t, 16t — 5t?]. Upadek dlat = 3,2 s, w odlegloéci 38,4 m. Najwyzej dlat = 1,6
s: 12,8 m.

Zadania - cze$¢ 6

1.1 -400-0,12 = 2] oraz % - 400 - (0,22 — 0,1?) = 6 J. Na drugim odcinku sita jest wigksza, bo ronie z
wydtuzeniem, wiec pole pod wykresem jest trzy razy wieksze.

2.m= [J(1+z)de=4kg zs =1 [To(l+z)dz =1 (2+8) = I ~ 1,17 m, czyli blizej ciezszego kotica.
3.dW = pgrR?(3 — y) dy, W = pgrm f03(3 —y)dy = 1000- 9,81 - 7 - 4,5 ~ 1,39 - 10° J. To tyle, ile praca

podniesienia catej wody o 1,5 m, czyli od jej srodka masy do krawedzi.

R R+h
sila ciezkosci nie maleje z wysoko$cia.

1 1 Rh
4. W =GMm < ) =My ~ 5,38 - 108 J. mgh ~ 5,49 - 10® J, ok. 2% za duzo, bo zaklada, ze

5. Gesto$¢ powierzchniowa o = e Pierscien: dm = o 27rdr, dI = r’dm. I = 270 fOR r®dr = MR
s

Zadania - czesc 7

BL
1. (a) lim [2—] =1 (b) 1.

T2
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d
2. [l&71/2 =2 - 2,/ - 2:zbiezna. [ & — _Ine - co: rozbieina.
iy

3.v=+/2GM /R =~ 2,38 km/s. W temperaturze nastonecznionej powierzchni (ok. 390 K) $rednia
predko$c¢ czasteczek lekkich gazdéw to setki m/s do ponad 2 km/s (woddr), a szybsze czasteczki z ogona
rozkladu uciekaja. W ciagu miliardow lat Ksiezyc stracil prawie caly gaz.

4.Q. = RI} [ e ®/7dt = RI¢r. W czasie 7: 3 RI¢7 (1 — e~2), czyli ok. 86% catosci.

1 d
5. Objeto$é: m [z~ 2dz = 7. Pole: \/1 + y2 > 1, wiec 2 [;* ;\/1 +ztdz > 2 [° f = o0. ,Trabke

mozna napehié farba, ale nie da sie jej pomalowaé”: o zbiezno$ci decyduje wyktadnik, 22 czy = 1.

Matematyka - Catki. Zrodta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-Wesley 1963; New Millennium Edition
2011), rozdz. 8-4,13-1, 19-1...19-3; M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Definicje, twierdzenia, wzory, rozdz. 7-9. Cytaty w ttumaczeniu
wtasnym, odnoéniki do Feynmana w formacie tom-rozdziat—podrozdziat.
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