MATEMATYKA 1.4

Rachunek
rozniczkowy
w praktyce

W lekcji 1.3 Pochodne uczyliSmy sie je liczy¢, tu uczymy sie ich
uzywad. Fizyk prawie nigdy nie zna dokladnej odpowiedzi. Zna

za to pierwszy wyraz, potem drugi, i wie, kiedy mozna przestac.

Rozniczka, wzor Taylora, ekstrema, gradient i niepewnosci
pomiarowe to piec zastosowan jednej mysli: z bliska kazda
gltadka funkcja wyglada jak prosta albo parabola.
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o Prolog: sztuka przyblizen

W rozdziale o teorii wzglednosci Feynman pokazuje, ze masa ciala zalezy od predkosci: m =
—-1/2 s S . <y s . .

my (1 —v?/ 62) / . Wz6r jest dokladny, ale niewiele z niego widac¢. Feynman rozwija go wiec w

szereg dla matych predkosci: FLP I-15-8 (wzor 15.11)

AN 102 304 %m0v2

Drugi wyraz to energia kinetyczna podzielona przez c?. Z jednego rozwiniecia wychodzi stara
mechanika jako przyblizenie nowej i pierwsza wskazéwka, ze E = mc?. Feynman dodaje, ze
szereg szybko sie zbiega, gdy v jest male, a wyrazy po pierwszych dwoch lub trzech sa do
pominiecia.

W fizyce tak jest prawie zawsze. Dokladny wzoér jest skomplikowany albo nieznany, ale w okolicy
interesujacego nas punktu funkcja zachowuje sie prosto: jak stala, jak prosta, jak parabola. Ta
lekcja pokazuje, jak z pochodnych zrobié narzedzie do przyblizen: prosta (rézniczka), parabola i
dalsze wyrazy (wzor Taylora), plaski szczyt (ekstremum), nachylenie w wielu wymiarach
(gradient) i szacowanie niepewnosci (rézniczka zupeina).

1 Roézniczka i przyblizenie liniowe

1.1 Przyrost i rozniczka

Gdy argument zmienia sie o dz, funkcja zmienia sie o przyrost Af = Af=df+nr- (@02
f(z +dz) — f(x). Leitner rozklada ten przyrost na dwie czesci:
Leitner 8§55 - GS 4.4.1

r

A — / T dx r
f=f@det+ 1,
rézniczka df reszta

— 0 przy de — 0.

Rézniczka df = f'(z) dz to zmiana wzdluz stycznej, czyli gléwna, liniowa cze$¢ przyrostu. Reszta
maleje szybciej niz dz, dla funkcji gtadkich jak (dz)?. Dla f = z? w punkcie z = 3 idz = 0,1:
Af=0,61,df = 0,6, reszta 0,01. Przy dz = 0,01 reszta spada do 0,0001: sto razy, a nie dziesie¢.

Leitner zwraca uwage na nazwe. Dla argumentu przyrost i r6zniczka to to samo, Az = dz. Dla
funkcji to dwie rézne rzeczy. Z réwnos$ci df = f’ dz wynika, ze pochodna to dostownie iloraz
dwdéch rozniczek, f' = df/dz. Stad jej dawna nazwa: iloraz rézniczkowy. Leitner §55

1.4 - Rachunek rézniczkowy w praktyce 2/24



4 N
88 PRZYBLIZENIE LINIOWE

f(zo +dz) = f(zg) + f'() da.

Dla funkcji dwukrotnie rézniczkowalnej btad jest rzedu (dz)*: dwa razy mniejszy
krok daje mniej wiecej cztery razy mniejszy btad. ' Leitner (55.9) - GS 4.4.2

- J

SYMULACJA 1  Przyrostiroézniczka. Wybierz funkcje i zmniejszaj dx. Rézniczka (zielona)
to wzrost stycznej, przyrost (czarny) to prawdziwa zmiana funkcji. Ich réznica, czyli
reszta, maleje jak (dz)?: stosunek r/(dz)? ustala sie na  f"(zo).

2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

— f(x) == styczna — rozniczkadf — przyrost Af
dx 1,00 Af 7,000000 df = f'(x0)-dx 6,000000 resztar = Af - df 1,0000000

r/(dx)* 1,0000 % '(xo) 1,0000

Stan na rysunku: x2 w xe = 3, dx = 1,00, Af = 7,000000, df = 6,000000, r = 1,0000000.

1.2 Zmiany wzgledne

Dla potegi f = z" rézniczka daje df = nz" 'dz, czyli
a_
S
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Wzgledna zmiana potegi to wykladnik razy wzgledna zmiana podstawy. Jesli niepewnos¢
wzgledna $rednicy kuli wynosi 1%, to niepewno$¢ wzgledna jej objetosci (x d®) wynosi ok. 3%. To
ta sama regula, ktéra w lekcji 1.3 Pochodne wyprowadziliSmy z logarytmu (wz6r Feynmana dla
iloczynu poteg). Rbwnowaznie: (1 + z)” ~ 1 + nz dla |z| < 1. Leitner przyk:. 55.3

Przyktad 1.1
Pierwiastek i sinus bez kalkulatora

Oszacuj rézniczkaq /1,1 oraz sin 31°. Poréwnaj z wartosciami doktadnymi.
1 f=+vVz,zp=1,dz=0,1: /1,1~ 1+ % - 0,1 = 1,05 (por. Leitner, przyktad 55.2, gdzie
ta sama metodg liczony jest /1,1 ~ 1,033).
2 [=sinz, z,=30°dz =1° = &5 =~ 0,01745 rad. Kat musi by¢ w radianach, bo tylko
wtedy (sin)’ = cos.

3  sin31° ~ sin30° + cos 30° - 0,01745 = 0,5 + 0,8660 - 0,01745 ~ 0,51511.

[ Wynik: /1,1 ~ 1,05 (dokladnie 1,04881); sin 31° ~ 0,51511 (dokladnie 0,51504). J

Sprawdzenie: oba przyblizenia sa za duze. Dla pierwiastka styczna lezy nad
wykresem, bo f” < 0. Dla sinusa przy 30° tez f” = —sinz < 0 v. Blad /1,1 wynosi
0,0012 przy dz = 0,1, a przy dz = 0,01 spadiby do ok. 0,0000125.

/. ZADANIA - CZES$C 1 5 zadan - ok. 35 min

1 Oszacuj rézniczka /15,96.

2  Oszacuj arctan 1,05.

3 Szescienna kostka lodu ma objeto$é¢ 8 cm?®. Stopilo sie 0,3 cm?® lodu. O ile w przyblizeniu
== zmniejszyta sie krawedz? (GS ¢w. 4.4.4)

4  Stalowa szyna ma dlugo$¢ 25 m przy 0°C. Wspodlczynnik rozszerzalnosci liniowej stali to
e o=12-10"% K. Oile wydtuzy sie szyna przy 40°C? O ile procent wzro$nie objetos¢
stalowego sze$cianu przy tej samej zmianie temperatury?
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5 Dla f = +/z w punkcie zy = 9 wykaz, ze reszta przyblizenia liniowego wynosi w

amp .. . (dl‘)2
bl —
przyblizeniu 216

3,015.

. Oblicz ja dla dz = 0,09 i poréwnaj z prawdziwym btedem /9,09 —

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

Wiecej zadan: GS ¢w. 4.4.3 c—f, 4.4.4 - Leitner §55.

2 Wz0r Taylora

2.1 Od prostej do paraboli i dalej

Styczna dobrze przybliza funkcje blisko punktu, ale nie widzi, w ktéra strone wykres sie wygina.
Doktadamy wyraz z druga pochodna, potem z trzecia. Kolejne wspoéiczynniki dobieramy tak, zeby
wielomian mial w z te same pochodne co funkcja:

4 I
5 WZOR TAYLORA (Z RESZTA LAGRANGE'A)
" (n—1)
Flan+ ) = fan) + Fay e Lne oy Lot
£, :
R, = oy h" dla pewnego c miedzy zy a zg + h.

Dla zp = 0 wzér nazywamy wzorem Maclaurina. Reszta méwi, jak duzy jest biad:
jest rzedu h", czyli szybko maleje ze zmniejszaniem kroku. Czy dokladanie wyrazéw
zawsze pomaga, zalezy od promienia zbieznosci (lekcja 1.6 Szeregi liczbowe i
potegowe). Leitner tw. 63.1-63.2 - GS 5.3.2

- J

Rozwiniecia, ktére warto zna¢ na pamieé, dla |z| < 1 (katy w radianach): Leitner §65

2 3 2 3
T T T T
e””:1+x+7+€+..., ln(l—l-m):m—?—l—?—
z3 z2 a(a—1)
i =r— — =1- — _—— ... 1+m“:1+am+—m2
sinz =z 5 +..., cos 5 + 51 , ( ) 5 +

Kazde z nich wynika wprost ze wzoru: dla e” wszystkie pochodne w zerze sg réwne 1, dla sinusa

nazmiane 0, 1, 0, —1.
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SYMULACJA 2  Wielomiany Taylora. Wybierz funkcje i zwiekszaj stopien wielomianu.
Zacieniony pas pokazuje, gdzie wielomian rézni sie od funkcji o mniej niz 0,01. Z kazdym
wyrazem pas sie poszerza. Dla In(1 + z) i (1 + z)~'/2 nie wychodzi poza z = 1, niezaleznie
od liczby wyrazéw.

1
0]
-1
-6 -4 -2 0 2 4 6
— funkcja = wielomian Taylora — |btad| < 0,01

stopien 3 dobry przedziat (Jbtad| < 0,01) [-1,04; 1,04]

pierwsze wyrazy +1,000-x —-0,167-x"3

Stan na rysunku: sin x, stopien 3, |btad| < 0,01 na [-1,04; 1,04].

2.2 Pierwszy wyraz, ktory sie nie zeruje

W fizyce zwykle wystarcza pierwszy wyraz, ktéry nie jest zerem. 2 bliska kazde minimum to parabola
Najwazniejszy przypadek to dno studni potencjalu. W minimum z,

Yok (X — Xo)?

energii potencjalnej U'(zy) = 0, wiec rozwiniecie zaczyna sie od
U(x)

wyrazu kwadratowego: S\ o
/
\ /
A\ /,

U(z) ~ U(zo) + 3U" (z0) (z — z0)>. %

To energia sprezyny o statej k = U" (). Dlatego mate drgania wokdl rownowagi trwatej sg
harmoniczne, o ile U"(zy) > 0 (dla U o z* juz nie), niezaleznie od tego, czy chodzi o wahadto,
atom w krysztale czy most. Wzor w? = k/m na czesto$¢ kotlowa, a wiec i okres T' = 27 /w, dziala
wszedzie, gdzie amplituda jest dostatecznie mata. Te drgania rozwigzemy w lekcji 4.1 Rdwnania
rézniczkowe zwyczajne.
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Przyktad 2.1
Jak daleko wida¢ z wiezy

Obserwator stoi na wiezy o wysokosci h = 100 m nad morzem. Jak daleko jest horyzont? Promient
Ziemi R = 6371 km.

1 Linia wzroku jest styczna do kuli, wiec z twierdzenia Pitagorasa d> + R? = (R + h)?,

h 1/2
czylid = V2Rh + h? = V2Rh (1 + ﬁ) )

h
2 5B ™~ 7,8-107%, a (1 + 2)/? ~ 1 + 3z, wiec poprawka to ok. 4 - 107 wzglednie. Mozna

ja pominac: d ~ v2Rh.

3 d~+/2-6,371-10°-100 ~ 35,7 km.

[ Wynik: d ~ vV2Rh ~ 35,7 km; zasieg ros$nie jak pierwiastek z wysokosci. ]

Sprawdzenie: wzér dokladny daje 35,696 km, przyblizony 35,696 km: réznica ok. 14
cm v. Cztery razy wyzsza wieza daje tylko dwa razy dalszy horyzont. Pomijamy
zalamanie §wiatla w atmosferze, ktére w praktyce wydtuza zasieg o kilka procent.

Przyktad 2.2
Wahadto jako sprezyna

Energia potencjalna wahadla o dtugosci | wychylonego o kat 0 to U(0) = mgl(1 — cos 6). Rozwiri
ja wokot 6 = 0 i odczytaj ,,statq sprezystosci”. Jaki okres drgar wynika z wzoru w® = k/I, gdzie
I =mi??

1 6> 6

1—cos0:5—ﬂ—k...,wchUz%mng.

2 To energia sprezyny 1k6” z k = mgl (w zmiennej katowej).

l
3 W= % = %,WiQCT =2m/l/g.

[ Wynik: U ~ $mgl 6*; T = 27+/1/g dla matych wychylen. j

Sprawdzenie: nastepny wyraz, —64/24, jest wzglednie maty, gdy 6%/12 < 1. Przy
0 = 0,3 rad (ok. 17°) poprawka do energii to ok. 0,75%. Dokladny okres rosnie z
amplituda, bo potencjatl jest ,,ptytszy” od paraboli v
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/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 40 min

1 Oblicz cos 0,2 z rozwiniecia do wyrazu z*. Ile cyfr jest poprawnych? (GS éw. 5.3.5)

2 Oblicz /1,1 z rozwiniecia (1 + z)'/? do wyrazu z2. O ile lepiej niz w przyktadzie 1.1?

3 lle wyrazdw rozwiniecia In(1 4 z) potrzeba, zeby obliczy¢ In 1,2 z btedem mniejszym niz
10792

4  Energia kinetyczna w teorii wzglednosci to By = (y — 1)mc?, v = (1 — 82) Y2, 8 = v/c.
e Rozwih Ej do wyrazu z 3, korzystajac z rozwiniecia Feynmana z prologu. Przy jakiej
predkosci wzér klasyczny %va zaniza energie kinetyczng o 1%?

5 Oddzialywanie atomow w czasteczce opisuje potencjat Morse'a U(z) =
e [ (e2alemm) — 2e~a(z-m)) Wykaz, ze z, to polozenie réwnowagi, i wyznacz stala
wsprezyny” k = U"(z) dla matych drgan.

moopodstawowe  meo Srednie saa feynmanowskie

Wiecej zadan: GS ¢éw. 5.3.3-5.3.5 - Leitner §61-65.

3 Wartosc¢ srednia i ekstrema

3.1 Twierdzenie Lagrange'a

Jesli funkcja jest ciagla na [a, b] i rézniczkowalna wewnatrz, to gdzies ; stycznaw c | cigciwa
w Srodku nachylenie stycznej jest rowne nachyleniu cieciwy:
Leitner tw. 57.2 - GS 5.1.4 =z

f'(c) = w dla pewnego c € (a, b).

Fizycznie: jesli samochdd przejechat 120 km w péttorej godziny, to w ktérej$ chwili
predkosciomierz pokazywatl doktadnie 80 km/h. Szczegélny przypadek f(a) = f(b), z pozioma
styczna gdzie$ w srodku, to twierdzenie Rolle'a. Leitner tw. 57.1 - GS 5.1.1

Z twierdzenia Lagrange'a wynikaja rzeczy, ktére dotad przyjmowalismy na wiare: funkcja o
dodatniej pochodnej na przedziale jest rosngca, o ujemnej malejaca, a o zerowej stala. Dlatego
dwie funkcje pierwotne na przedziale réznig sie tylko o stala. Leitner §58
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3.2 Warunek konieczny: ptaski szczyt

Jesli funkcja rézniczkowalna ma w punkcie wewnetrznym zo maksimum albo minimum lokalne,
to f'(z9) = 0 (twierdzenie Fermata). Na szczycie gory przez chwile idzie sie poziomo. Twierdzenie
odwrotne jest falszywe: 2 ma w zerze pozioma styczna, a ekstremum nie ma.

Leitner tw. 56.2 - GS 6.1.7

Feynman podaje gtebsze sformutowanie tej samej mysli. Promien swiatta wybiera droge, dla
ktérej mata zmiana drogi nie zmienia czasu przej$cia w pierwszym rzedzie, a jedynie w drugim. To
wlasnie znaczy f’(zo) = 0: w rozwinieciu Taylora brakuje wyrazu liniowego. FLP I-26-5

e M
s WARUNKI WYSTARCZAJACE EKSTREMUM

(I) Jedli f jest ciagla w xg, a f' zmienia znak w zy z + na —, to w z( jest maksimum; z — na +
minimum.

(IT) Jesli f'(xzg) = 01 f"(xy) < 0, to maksimum,; jesli f”(zy) > 0, to minimum. Gdy
f”(ago) — ()’ test nie rozstrzyga_ Leitner tw. 58.7, 62.1 - GS 6.1.10, 6.1.13

- J

Uzasadnienie (II) to znowu wzér Taylora: przy f'(zo) = 0 mamy f(z) — f(zo) ~ 1 f"(z0)(z — 20)%, a
znak tego wyrazu jest taki sam po obu stronach .

3.3 Najwieksza wartosc na przedziale

Maksimum lokalne to nie to samo co warto$¢ najwieksza. Funkcja ciagta na przedziale
domknietym osiaga warto$é najwieksza i najmniejsza, ale moga one leze¢ na konicach, gdzie
pochodna wecale nie musi sie zerowac. Przepis jest wiec taki: (1) zapisz optymalizowana wielkos¢
jako funkcje jednej zmiennej, (2) znajdz punkty z f' = 0 oraz punkty, w ktérych f’ nie istnieje, (3)
poréwnaj wartosci w tych punktach i na koficach przedziatu. Leitner §56
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SYMULACJA 3 Ratownik Feynmana. Ratownik biegnie po plazy i ptynie do tonacego.

Przesuwaj punkt wejscia do wody i obserwuj czas T'(z) na wykresie. W minimum styczna
: : : : sinf;  sin@ . -
do T'(z) jest pozioma i zachodzi prawo Snella: L= 2 Zmien stosunek predkosci:
U1 V2

im wolniej sie ptynie, tym dalej wzdluz brzegu oplaca sie biec.

ratownik 50 TIs]

plaza

woda

tonacy '

x Iml

— bieg (plaza) = ptywanie (woda) === T(X) === minimum
T(x) 31,11s T'(x) -0,424s/m sin®,/v, 0,1414 sinB, /v, 0,5657

minimum x = 45,7 m, T = 27,30 s

Stan na rysunku: vi/vz = 4,00, x = 30,0 m, T = 31,11 s; minimum dla x = 45,7 m (T =
27,30 s).
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Przyktad 3.1
Ratownik, czyli prawo Snella

Ratownik stoi 30 m od brzegu. Tongcy jest 20 m od brzegu w wodzie, 50 m dalej wzdtuz linii
brzegu. Ratownik biegnie z predkosciq vi = b m/s, a plynie z vy = 1,25 m/s. W ktorym miejscu
powinien wejs¢ do wody? (Ten sam problem Feynman stawia przy zasadzie Fermata.)

1 Niech z to odleglo$¢ punktu wejscia od miejsca naprzeciw ratownika: T'(z) =
V2 + 302 N V(50 — )2 + 202
U1 Cp) '

50 — x
2 T'(z) = S — 0. Ulamki to sin 6, i sin 6, (katy od
(@) = L VaT T 900 v21/(50 — 2)? + 400 Lsm Tz Ay
. . sinf; sin6,
normalnej do brzegu), wiec = .
U1 Cp)

3 Numerycznie: z ~ 45,7 m, T ~ 27,3 s. Dla porownania: po linii prostej do tonacego
(wejscie do wody przy « = 30 m) 31,1 s, wejscie doktadnie naprzeciw tonacego (x = 50
m) 27,7 s.

[ Wynik: wejs¢ do wody ok. 45,7 m wzdtuz brzegu; czas 27,3 s. ]

Sprawdzenie: sin 0, /v; = sinfy /vy ~ 0,167 s/m v. T"(z) > 0, bo suma odleglosci jest
funkcja wypukta, wiec to minimum v. Swiatlo robi to samo na granicy powietrza i
wody (FLP I-26-3).
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Przyktad 3.2
Najmocniejsza belka z okragtego pnia

Wytrzymalosd na zginanie belki o przekroju prostokgtnym jest proporcjonalna do bh? (b to
szerokos¢, h wysokosc). Jakie wymiary powinna miec najmocniejsza belka wycieta z pnia o
Srednicy d?

1 Przekatna prostokata to §rednica pnia: b? + h% = d?, wiec W (b) = b (d* — b?) dla0 <
b<d.

> W/(b) =d?— 36 =0, wiecb = d/\/3,a h = d\/2/3.

3 W’"(b) = —6b < 0: maksimum. Na koncach przedziatu W = 0, wiec to wartos¢
najwieksza.

[ Wynik: b = d/v/3 ~ 0,577d, h ~ 0,816d, czylih : b= /2 : 1. j

Sprawdzenie: belka jest wyzsza niz szersza, zgodnie z intuicja budowlancéw:
wysokos¢ wchodzi do wzoru w kwadracie v. Proporcje v/2 : 1 ma tez arkusz papieru
A4,

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 40 min

1 Znajdz ekstrema funkcji f(z) = z e ”. Jaka jest jej warto$¢ najwieksza i najmniejsza na
«  przedziale [0; 3]?

2  Pociag przejechat 150 km w 2 godziny. Wyjasnij twierdzeniem Lagrange'a, dlaczego w

«  pewnej chwili jechal doktadnie 75 km/h. Jakie zalozenie o ruchu jest tu potrzebne?

3 Zkwadratowego arkusza blachy 30 x 30 cm wycinamy w rogach kwadraty o boku z i
== zaginamy boki, tworzac otwarte pudetko. Dla jakiego x objetos¢ jest najwieksza?

4 Dlaf(z) =x*ig(z) = 23 wzerze f' = f" = 0oraz g’ = ¢g" = 0, wiec test (II) nie
== rozstrzyga. Co jest w zerze w kazdym przypadku? Jak to rozstrzyga pierwsza niezerowa
pochodna?

5 Swiatto biegnie z punktu A = (0, a) do lustra lezacego na osi z i odbija sie do punktu
«» B =(d, b), gdzie a,b > 0. Wykaz, minimalizujac dtugos¢ drogi, ze punkt odbicia lezy w

x = (fb i ze kat padania jest réwny katowi odbicia.
a
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

Wiecej zadan: Leitner §56-58, §62 - GS rozdz. 6.

4 Pochodne czastkowe i gradient

4.1 Rézniczkujemy po jednej zmiennej naraz

Temperatura w pokoju, ci$nienie w atmosferze, energia potencjalna w polu grawitacyjnym zaleza

0
od kilku zmiennych. Pochodna czastkowa —f to zwykla pochodna po z, gdy pozostate zmienne

of

traktujemy jak stale. Dla f = z%y + e®¥: i 2xy + yey. Leitner §67
X

Feynman wyjasnia, dlaczego zamiast d piszemy 0. Ma to by¢ ostrzezenie, Ze pozostale zmienne
trzymamy state. Dodaje péizartem, ze 0 powinno byé w uzyciu od poczatku rachunku, bo d
zawsze chcemy skracaé, a 0 nigdy. FLP I-14-5

0? 0?
Pochodne mieszane nie zaleza od kolejnosci, o ile sg ciagte: / = / (twierdzenie
Ordy Oyor
Schwarza). Leitner tw. 67.1
4.2 Gradient
Pochodne czastkowe ukladamy w wektor, gradient:
of of Oof
Vf= 9.0 9. 9 . |"

! [8$ Oy’ 0z

~
AIA Wl’.ASNOéCI GRADIENTU gradient L poziomica

Zmiana f przy przesunieciu o maty wektor dFtodf = V f - d7. Stad:

¢ pochodna kierunkowa w kierunku wersorauto Vf - 4;
¢ gradient wskazuje kierunek najszybszego wzrostu f, a jego dtugos¢ to tempo tego
wzrostu;
¢ gradient jest prostopadly do poziomic, bo wzdtuz poziomicy df = 0.
Leitner §72, §77, tw. 72.2

- J

Wszystkie trzy wynikaja z iloczynu skalarnego (1.1 Wektory): Vf - 4 = |V f| cos ¢ jest najwieksze
dla ¢ = 01izerowe dla ¢ = 90°.
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4.3 Sita z energii potencjalnej

W polu sit zachowawczych sila to minus gradient energii potencjalnej. Feynman wyprowadza to

sktadowa po sktadowej: F,, = —9U /Ox i tak dalej. Potem wspomina ,wspanialy nowy symbol” V,

wymys$lony przez matematykow. Uzywa go, bo nie chce za kazdym razem pisaé trzech réwnan:
FLP I-14-5

F=-VU.
Sita pcha wiec cialo w strone najszybszego spadku energii i zawsze prostopadle do powierzchni

statej energii. Dla U = mgz wychodzi F' = [0, 0, —mg], a dla sprezyny U = 3k(2? + y*) wychodzi
F=—k [z, Y.
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SYMULACJA 4  Mapa poziomic i gradient. Przeciagnij punkt po mapie. Niebieska
strzalka to gradient, prostopadly do poziomicy, a czerwona to sita —VU. Obracaj
kierunek @ i obserwuj pochodna kierunkowa VU - 4. Jest najwieksza wzdtuz gradientu i
zerowa wzdluz poziomicy.

— poziomiceU == VU =— F=-VU — kierunek
punkt (1,0; 1,0) U 4,00 VU [2,00; 6,00] [VU| 6,32 VU-0G 5,66

kat(VU, ) 27°

Stan na rysunku: U = x? + 3y?, punkt (1,0; 1,0), VU = [2,00; 6,00], kierunek 0 = 45°,
VU-0 = 5,66.
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Przyktad 4.1

Gdzie najszybciej sie ogrzac

Temperatura ptyty to T'(z, y) = 100 — x2 — 2y (°C, metry). W ktdrq strone i jak szybko rosnie
temperatura w punkcie (3, 1)? Ile wynosi pochodna kierunkowa w kierunku [1, 1]?

1 VT = [-2z, —4y|, w punkcie (3, 1): VT = [—-6, —4] °C/m.

2 Najszybszy wzrost w kierunku [—6, —4], mniej wiecej w strone najcieplejszego
punktu (0, 0), ale nie dokladnie, bo poziomice sa elipsami, w tempie |VT| = +/52 =
7,2 °C/m.

3 Wersor @ = —5[1, 1]: VT - i =

~ —7,07 °C/m. W tym kierunku temperatura

>

spada.

Wynik: najszybszy wzrost w kierunku [—3, —2], 7,2 °C/m; w kierunku [1, 1] spadek
7,07 °C/m.

Sprawdzenie: |VT - 4| < |VT|: 7,07 < 7,21 v. Kierunek [1, 1] jest prawie przeciwny
do gradientu, wiec spadek jest bliski maksymalnemu.

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadar - ok. 40 min

1 Oblicz wszystkie pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu funkcji f = z3y* —
= 4zxy + y. Sprawdz, ze pochodne mieszane sa rowne.

2  Wyznacz gradient f = 2% + y? w punkcie (1, 2). Narysuj poziomice przez ten punkt i
«  sprawdz, ze gradient jest do niej prostopadty.

3 Wyznaczsite F = —VU dla (2) U = mgz, (b) U = Lk(a® + y* + 2%), () U = $k,a® + Lkyy?
= 7k, # k,. Wktérym przypadku sila nie celuje w poczatek uktadu?

4  Wysoko$¢ terenu to h(z, y) = 200 — 0,002z2 — 0,001y? (metry). Jak stromy jest stok w
«= punkcie (100, 200)? Podaj kat nachylenia. W ktdra strone sptynie woda?

5 Wrykres funkcji f(z, y) = 2% + y? to paraboloida. Napisz réwnanie plaszczyzny stycznej
== w punkcie nad (1, 2), korzystajac z rézniczki zupeinej f(zo + dz, yo + dy) =~ f(zo, yo) +
fzdz + f, dy. Oszacyj nia f(1,1; 1,9) i poréwnaj z wartoscia dokladna.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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Wiecej zadan: Leitner §67, §72, §77.

5 RoOzniczka zupetna i niepewnosci

5.1 Rozniczka funkcji wielu zmiennych

Gdy wszystkie zmienne zmieniaja sie naraz, w pierwszym przyblizeniu zmiany od kazdej z nich
sie sumuja. To r6zniczka zupelna: Leitner §68, §74

o = et Gy

To ta sama ,,prosta z bliska” co w czesci 1, tylko w wielu wymiarach: wykres funkcji dwéch
zmiennych z bliska wyglada jak ptaszczyzna styczna.

5.2 Przenoszenie niepewnosci

Jesli z, y, z zmierzono z niepewnosciami Az, Ay, Az, to rézniczka stroma funkeja wzmacnia nicpe frosé

mowi, jak duza jest niepewnosé wyniku f(z, y, z). Sa dwa przepisy: |
GS 4.4.5 - Leitner przykt. 55.3, 68.1 20V = 2VAd '

e N
sfs NIEPEWNOSC WIELKOSCI ZEOZONEJ 24d

2
AfmaX:’— Ax+’—A +. Af = \/W (af )+

Pierwszy wzor to oszacowanie najgorszego przypadku, gdy wszystkie btedy dzialajq

w te sama strone. Drugi, suma kwadratéw, to standard w laboratorium, gdy bledy sa
niezalezne i losowe, bo cze$ciowo sie znosza. Dla iloczynu poteg f = C z%°

wygodniej liczy¢ niepewnosci wzgledne: % = \/(CL%> (b%> .

Z Yy

- J

Wz6r z suma kwadratow stosuje sie do niepewnosci standardowych u(z). Niepewnos$¢ graniczna
przyrzadu Az (na przyktad dziatke suwmiarki) zamienia sie najpierw na u(z) = Az/v/3. W
zadaniach tej lekcji podajemy oszacowanie maksymalne.

Wniosek praktyczny: wielkos¢ w wysokiej potedze ,wzmacnia” swojg niepewnos¢, wiec trzeba ja
mierzy¢ najstaranniej. Niepewno$¢ wyniku podajemy z jedna albo dwiema cyframi znaczacymi,
a wynik zaokraglamy do tego samego miejsca dziesietnego.
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SYMULACIA 5  Skad bierze sie niepewno$é g. Wahadto: g = 4n?L/T?. Zmieniaj
niepewnosci dtugosci i okresu oraz liczbe mierzonych wahnieé. Paski pokazuja wktad
kazdego pomiaru. Okres wchodzi w kwadracie, wiec zwykle dominuje, dopdki nie
zmierzysz czasu wielu wahnie¢ naraz.

dtugosé L I 0,20 %
— wktad dtugosci — wktad okresu —— suma kwadratéw

g9,811m/s? Ag (suma kwadratéow) 1,956 m/s? Ag maks. 1,976 m/s?

udziat okresu w Ag? 100 %

Stan na rysunku: AL = 2,0 mm, At = 0,20 s, N=1; g =9,811 £ 1,956 m/s?2.

Przyktad 5.1
Gestosé kulki

Kulka ma mase m = (100,0 £ 0,1) g i Srednice d = (2,90 £ 0,01) cm. Oblicz jej gestosc z
niepewnosciq. Z jakiego materiatu moze byc?

m  6-100,0
1 = — -~ 7,83 g/cm3.
PoZ@ = 7 2,90° g/cm

2 1d—3. Ni Sci ledne 0,1 0,10%13 0,01 1,03%

. N1iepewnosc T = . — = .

pxXm pew wzgle 100 ,1070 2.90 ,Uo70

3 Suma kwadratéw: /0,102 + 1,032 % ~ 1,04%, czyli Ap ~ 0,08 g/cm>. Oszacowanie
maksymalne: 1,13%, czyli 0,09 g/cm?.

[ Wynik: p = (7,83 4 0,08) g/cm?; pasuje do stali (ok. 7,85 g/cm?®). ]

Sprawdzenie: niepewno$¢ prawie w calosci pochodzi ze srednicy, bo wchodzi do
wzoru w trzeciej potedze. Waga jest dziesie¢ razy dokladniejsza, niz potrzeba v
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Przyktad 5.2
Putapka réznicy

Grubos¢ ptytki wyznaczamy jako réznice dwdch odczytow suwmiarki: Ly = (105,3 £ 0,1) mm i
Ly, = (104,8 £ 0,1) mm. Jaka jest grubos¢ i jej niepewnosé wzgledna?

1 d=L;— Ly =0,5 mm. Pochodne czastkowe to +1.

2 Ad=+/0,12 + 0,12 = 0,14 mm, czyli 28% (oszacowanie maksymalne 0,2 mm, 40%).

Wynik: d = (0,50 £ 0,14) mm: niepewnos¢ ok. 30%, cho¢ kazdy odczyt miat
niepewnos¢ 0,1%.

Sprawdzenie: niepewnos$ci bezwzgledne nie maleja przy odejmowaniu (dodaja sie
kwadratowo), a sama réznica jest mata. Wniosek: matych wielkos$ci nie mierzy sie
jako réznicy duzych. Grubos$¢ lepiej zmierzy¢ bezposrednio §rubg mikrometryczna
v

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 40 min

1 Prostokat ma bokia = (20,0 £ 0,1) cmib = (10,0 + 0,1) cm. Oblicz pole z niepewnoscia
= obiema metodami.

F
2 Ciénienie naczamy jakop = ——.
: iSnienie wyznaczamy jako p w2/

$rednice ttoka 1%. Jaka jest niepewnos¢ wzgledna ci$nienia (suma kwadratow)?

Site zmierzono z niepewnoscia wzgledna 0,5%, a

3 Predkos¢ dzwieku mierzymy echem: v = 2L/t, gdzie L = (170,0 £ 0,5) m, ¢ = (1,00 +
«= (,02) s. Oblicz v z niepewnoscia. Co trzeba poprawié, zeby wynik byl doktadniejszy?

4 . . . sin o
Wspoétczynnik zalamania n = —
an sin

Oblicz n i jego niepewnos¢ maksymalna.

wyznaczono z katéw a = 40° £ 1°, 8 = 25° = 1°.

5 W wahadle g = 472L/T?. Dlugo$¢ mierzymy z niepewnos$cia wzgledna 1. Z jakg

=== piepewnos$cia wzgledna trzeba zmierzy¢ okres, zeby oba pomiary wnosity tyle samo?
Okres (czas jednego pelnego wahniecia) wynosi ok. 2 s i mierzymy go stoperem z
niepewnoscia 0,2 s (czas reakcji). Ile wahniec trzeba zmierzy¢ naraz, zeby er = 0,1%?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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Wiecej zadan: GS 4.4.5 - Leitner §68.

6 Btedne intuicje

X

»Przyblizenie liniowe dziata, gdy zmiana jest mata.”

Mata w poréwnaniu z czym? Liczy sie dz w pordwnaniu ze skala, na ktérej funkcja
odchyla sie od stycznej. Dla sin x przy zerze nastepny wyraz to z3/6, wiec sinz ~ x
wymaga z° < 6: dziata dla z = 0,1 rad, ale nie dla z = 5.

x ,f'(zo) = 0, wiec w z jest ekstremum.”

To tylko warunek konieczny. z* ma w zerze pozioma styczna i nie ma ekstremum (cze$¢
3.2).

x ,Warto$¢ najwigksza jest tam, gdzie f' = 0.”

Moze lezeé na koncu przedziatu, gdzie pochodna nie znika. Zawsze poréwnuj z
wartosciami na koncach (czes¢ 3.3).

x ,Szereg Taylora zawsze zbiega do funkcji, wystarczy wzia¢ dos¢ wyrazow.”

In(1 +z)i (1 + z) /2 rozwiniete wokoét zera nie zbiegaja dla z > 1, choéby wziaé
dowolnie wiele wyrazow (symulacja 2). Rozwiniecie ma promien zbieznosci.

x ,Sita z potencjatu zawsze celuje w minimum.”

Sita jest prostopadla do poziomic. Gdy poziomice sg elipsami, a nie okregami, sila nie
celuje w Srodek (zadanie 3 w czesci 4).

x ,Niepewnosci zawsze sie sumuje.”

Suma wartosci bezwzglednych to oszacowanie najgorszego przypadku. Dla niezaleznych
bled6éw losowych standardem jest suma kwadratéw, ktéra daje mniej (cze$¢ 5.2).

x ,Kazdy pomiar trzeba robi¢ tak samo doktadnie.”

Wysilek optaca sie tam, gdzie wktad do niepewnosci jest najwiekszy: przy wielkosciach
w wysokich potegach i przy matych réznicach duzych liczb (przyktady 5.11 5.2).
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7 Sprawdz sie

1 Bok kwadratu ros$nie o 1%. O ile procent ros$nie pole?

O ok. 2%, bo pole to bok do kwadratu. Doktadnie 1,012 = 1,0201.

2 Ile wynosi sin 0,01 z dokladnos$cia do siedmiu miejsc po przecinku, bez
kalkulatora?

—6

10
0,01 — —— ~ 0,0099998.

3 Dlaczego male drgania wokét kazdego minimum energii sa harmoniczne?

Bo w minimum U’ = 0, wiec pierwszy niezerowy wyraz Taylora jest kwadratowy,
1U"z? (gdy U" # 0), a to energia sprezyny.

4  Funkcja maw punkcie f' = 0i f” > 0. Co tam jest?

Minimum lokalne wlasciwe: wykres jest wypukly jak dno miski.

5 Stoisz na zboczu. W ktora strone i$¢, zeby wysoko$¢ sie nie zmieniala?

Prostopadle do gradientu, czyli wzdluz poziomicy.

6 Mase zmierzono z niepewnoscia 1%, a predkos¢ z niepewnoscia 1%. Jaka jest
niepewnos¢ energii kinetycznej (suma kwadratow)?

VIZ+ 2% ~ 2,2%.

7  Czy funkcja ciagla na przedziale otwartym (0; 1) musi mie¢ warto$¢
najwieksza?

Nie. f(z) = z na (0; 1) dazy do 1, ale jej nie osigga. Gwarancja istnieje tylko dla
przedzialu domknietego.
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s Karta wzorow i co dalej

4 2
JEDNA ZMIENNA WIELE ZMIENNYCH
df = f'(z)dz, f(zo+h)= f(z0) + Vf=fa fy, [}, df =Vf-dF
f'(zo)h pochodna kierunkowa: Vf -4; Vf L
d d .
Tf — n== dla f=2" 1+z)'~=1+azx poziomice
x . S
X F=-VU;, U(r)=F=-U(r)?
‘ = n! U~ U+ 50" (z)(z — 20)*, k=U"()
egc%l—l—:v—i—%a:Z, sine ~ x — Afmax = D | fai| Az
%ZE3, cosx ~1— %wz Af =D (fo,Ax;)?
In(l+2z) ~z— Lz2 A 2
( ) 2 ) - (a) f = Czy": Tf = \/(a%)2 + (béyy)
Lagrange: f'(c) = ————
b—a
ekstremum: f' = 0; f”’ < 0 maks., f” >0
min.; sprawdz konce
N J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 26-3...26-5 (zasada Fermata: ratownik, minimum i, brak zmiany pierwszego
rzedu”), 14-5 (potencjal, pochodne czastkowe, gradient).

* Dla chetnych: koniec 15-8 i 15-9 (rozwiniecie masy relatywistyczneji E = mc?).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* R.Leitner, Zarys matematyki wyzszej dla studiow technicznych, cz. I: §55 (przyrosty i

rézniczki), §56-58 (ekstrema, twierdzenia Rolle'a i Lagrange'a, monotonicznos¢), §61-65

(wzér i szereg Taylora), §67-68 (pochodne czastkowe, rézniczka zupelna), §721i §77

(pochodna kierunkowa, gradient).

* M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 1: 4.4 (rézniczka, szacowanie bledéw), 5.1

(twierdzenia o wartosci $redniej), 5.3 (wzdr Taylora), rozdz. 6 (ekstrema, wypuklos¢).

Funkcje wielu zmiennych sa w czesci 2 skryptu.

' )
Nastepna lekcja to catki (1.5 Catki). Przyblizenie liniowe wrdci w petni w réwnaniach
rozniczkowych (4.1 Rownania rézniczkowe zwyczajne), opartych na podreczniku Boyce'a i
DiPrimy. Prawa fizyki prawie zawsze mowiq, jak szybko cos sie zmienia, a nie ile wynosi.
Zobaczymy, jak z takiej informacji odtworzyc caty ruch.
- J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
0,04 . fe . _6
1l.z9g = 16,dz = —0,04: 4 — 5 = 3,995. Doktadnie 3,994997 (réznica 3 - 107°).
2. (arctan)'(1) = 3:  + 1 - 0,05 ~ 0,8104. Doktadnie 0,8098.

~0,3
3.a =2cm,dV = 3a® da, wiec da = ST —0,025 cm.

4. Al=al AT =12-1075.25-40 = 0,012 m, czyli 12 mm. Objeto$¢ o a3, wiec % ~ 3a AT = 0,144%.

5.f" = —127%2, f(9) = — 15, wiec r ~ — 515 (dz)? = —3,75 - 1075, Prawdziwy blad: 3,0149627 — 3,015 =
—3,73-107° v.

Zadania - czesc 2

0,0016 . . 2 .
1.1-0,02 + = 0,9800667. Doktadnie 0,98006658; btad ok. 9 - 108, wiec sze$¢ cyfr po przecinku

24
jest poprawnych.
0,1 0,01 _5 . _3 . . .
2.1+ > g = 1,04875. Blad 6 - 10 ° zamiast 1,2 - 1077, czyli ok. 20 razy mniejszy.

3. Dwa wyrazy: 0,2 — 0,02 = 0,18, btad 2,3 - 103, Trzy: 0,18 + &308 = 0,18267, btad 3,5 - 1074 Wystarcza

trzy. W szeregu naprzemiennym o malejacych wyrazach btad jest mniejszy od pierwszego
4

0,2
pominietego wyrazu: o = 4-1074.

4. E, =mc® (382 + 2B*) = tmo? (1+ 34%). 342 = 0,01, B ~ 0,115, v ~ 3,5 - 10* km/s. Dokladny rachunek

daje przy tej predkosci 1,01%.
50U =U, (f2ae_2“(’”_’”0) + 2ae‘a(‘”_“”0)) =0dlaz =z, U" =0, (4a2e_2“(’”_‘”0) — 2a2e_a(‘”_””0)), wxy k=
2a%Uy. Minimum, bo k > 0.

Zadania - czes¢ 3

1. f'=(1—=z)e* =0dlaz = 1; f' zmienia znak z + na —, wiec maksimum f(1) = 1/e ~ 0,368. Na [0; 3]:
najwieksza 1/e, najmniejsza f(0) = 0, na konicu przedziatu.
_ a(2) ~ 2(0)

2
jest r6zniczkowalno$é potozenia, czyli istnienie predkosci w kazdej chwili. Dla prawdziwego pociagu

2. z(t) jest ciagta i r6zniczkowalna, wiec istnieje ¢, dla ktérego v(c) = 75 km/h. Potrzebna

jest to spelnione.

3.V =z(30 — 22)%, V' = (30 — 2z)(30 — 62) = 0: z = 5 cm (drugi pierwiastek z = 15 daje V = 0). V., =
5 - 20% = 2000 cm®.

4. z* ma minimum (pierwsza niezerowa pochodna f(4(0) = 24 > 0, rzedu parzystego). z* nie ma
ekstremum, tylko punkt przegiecia (pierwsza niezerowa g’ (0) = 6, rzedu nieparzystego). Ogdlnie:
ekstremum jest wtedy, gdy rzad pierwszej niezerowej pochodnej jest parzysty (Leitner tw. 64.1).
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T B d—=x
Vat+a?  \/(d— x)*+ b2

katy sa rowne. Wtedy z_ d ; a: ,czylixz = %}. Feynman dochodzi do tego samego geometrycznie,
a a

5.L(z) =vz2+ a2+ /(d—2)? + b, L' =

= 0, czyli sin 6; = sin ,, wiec

przez odbicie punktu B w lustrze (FLP I-26-3).
Zadania - czesc 4
1. fm = 3$2y2 - 4y: fy = 2$3y -4z +1, fzz = ny2: fyy = 2$3’ f:cy = fy:c = 6$2y —4.

2. Vf = [2, 4], dtugo$é /20. Poziomica to okrag z* + y*> = 5, a gradient jest réwnolegly do promienia
[1, 2], wiec prostopadly do okregu v.

3.(a) [0, 0, —mg]; (b) —k 7, do $rodka; (c) [—k,x, —k,y]. W (c) sila nie jest rownolegta do 7, z wyjatkiem
punktéw na osiach, bo poziomice sa elipsami, a nie okregami.

4.Vh = [-0,004z, —0,002y] = [-0,4, —0,4], |Vh| =~ 0,566, kat arctan 0,566 ~ 29,5°. Woda ptynie w
kierunku —Vh = [0,4, 0,4], czyli od szczytu, wzdtuz kierunku [1, 1].

5.f(1, 2) =5, f =2, f, = 4: plaszczyzna z =5+ 2(x — 1) + 4(y — 2). f(1,1; 1,9) = 5+ 0,2 — 0,4 = 4,8;
doktadnie 1,21 + 3,61 = 4,82. R6znica 0,02 = (dz)? + (dy)?, czyli dokladnie wyrazy drugiego rzedu.

Zadania - czesc 5
1. P = 200 cm?. Maksymalnie: bAa + a Ab = 1 + 2 = 3 cm?. Suma kwadratéw: /1 + 4 ~ 2,2 cm?.
0,52 + (2-1)2% =~ 2,1%. Dominuje $rednica, bo wchodzi w kwadracie.

3. v = 340 m/s. Wzglednie: 0,29% i 2%; suma kwadratéw 2,02%, czyli +7 m/s (maksymalnie +8). Trzeba
poprawi¢ pomiar czasu, na przyktad wieksza odlegloscig albo elektronicznym pomiarem.

A
4.m~1,52. =2 = (1,192 + 2,145) - 0,01745 ~ 5,8%, wiec An ~ 0,09: n = 1,52 = 0,09.
n

5. Wkiady: 1, i 2ep, wiecer = %s - Mierzac N wahnieé, niepewnos¢ czasu pozostaje 0,2 s, a mierzony
0,2
czasto 2N s: ey = — = 0,001 dla N = 100.
2N
Matematyka - Rachunek rézniczkowy w praktyce. Zrodta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1 (Addison-Wesley

1963; New Millennium Edition 2011), 14-5, 15-8...15-9, 26-3...26-5; R. Leitner, Zarys matematyki wyzszej dla studiéw technicznych, cz. 1, §55-77; M.
Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Definicje, twierdzenia, wzory, rozdz. 4.4, 5, 6. Cytaty w ttumaczeniu wtasnym.
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