MATEMATYKA 1.3

Pochodne

Rachunek rézniczkowy powstat po to, zeby opisaé ruch, a jego

pierwszym zadaniem bylo wyjasnié, co znaczy predkosé ,w tej

chwili”. Zaczynamy od zegarka biegacza, ktory pokazuje dwie

rézne predkosci naraz. Z jednego pomystu, czyli granicy ilorazu

réznicowego, wynikaja tabela pochodnych, reguty

rézniczkowania, predkosé i przyspieszenie, pochodna wektora i

tempa powiazane.
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o Prolog: dwie predkosci na zegarku

Biegaczka przebieglta 10 km w 50 minut. Zegarek sportowy pokazuje

jej dwie liczby. Pierwsza to predko$¢ $rednia: 10 km w 50 minut, czyli .
12 km/h. Druga to predko$¢ ,biezaca”, ktéra na podbiegu spadta do 9 ! /“
km/h, a na zbiegu wzrosta do 15 km/h. Co wlasciwie znaczy, ze w 0 16

danej chwili biegta 15 km/h, skoro w zadnej chwili nie biegla przez o

Calq gOdZinQ? v = lim As/At, nie s/t

Zegarek liczy predkos¢ biezaca z potozen GPS: bierze droge przebyta w ostatnich kilku sekundach
i dzieli jg przez ten czas. To nadal jest predkos$¢ srednia, tylko na bardzo krétkim odcinku czasu.
Gdyby zegarek bratl dziesie¢ sekund, potem jedna, potem jeszcze mniej, wynik zblizatby sie do
pewnej wartosci. Te warto$¢ nazwiemy predkoscia chwilowa. Zegarek ja tylko przybliza, a sama
predkosé istnieje niezaleznie od przyrzadu.

Rozwiazanie wyglada tak. Sprawdzamy, ile biegaczka przebiegta w bardzo krétkim czasie, i
dzielimy droge przez ten czas. Czas bierzemy coraz krétszy i patrzymy, do jakiej wartos$ci zbliza
sie iloraz. Ta warto$¢ graniczna to pochodna. Feynman podkresla, ze rachunek rézniczkowy
wymyslono wilasnie po to, zeby opisac ruch, i od takiego pytania (u niego zadaje je policjant
kierowczyni) zaczyna rozdziat o ruchu. FLP I-8-2

Rachunek rozniczkowy wymyslono po to, zeby opisac ruch.

R. Feynman, FLP I-8-2 (ttum. wtasne)

Ta lekcja to matematyczna strona tego pomystu. Fizyczna strone (predkos¢ chwilowa,
przyspieszenie, ruch po okregu) znasz z fizyki (zob. Dziat 1: Ruch i jego przyczyny, §1-3). Tu
zobaczysz, jak liczy¢ pochodne sprawnie i dlaczego reguly dzialaja.

1 Pochodna z definicji

1.1 Iloraz réznicowy

Wezmy funkcje f i punkt z,. Zmieniamy argument o maty przyrost h (piszemy tez Ax). Wartos$¢
funkcji zmienia sie wtedy o przyrost Af = f(xzo + h) — f(xo). Stosunek tych przyrostéw to iloraz
r(')Znicowy; Leitner 8§47 - GS 4.1

Af  flwo+h) — (@)

— h #£ 0.
Az h ’ 7

Gdy f to polozenie, a argument to czas, iloraz réznicowy jest predkoscia $rednia w przedziale od
to do tp + h. Na wykresie to nachylenie siecznej, czyli prostej przechodzacej przez dwa punkty
wykresu.
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Feynman ostrzega przed jednym nawykiem. Symbol A nie jest liczba, przez ktora sie mnozy. As

S

As
to ,maty kawalek s”, tak samo jak sin f nie oznacza s - i - n - §. Nie wolno wiec skracaé At do 7

FLP I-8-3

1.2 Granica: od siecznej do stycznej

Teraz zmniejszamy h. Drugi punkt siecznej zbliza sie do pierwszego, a sieczna obraca sie i dazy do
polozenia granicznego. Te graniczna prostg nazywamy styczna. Granice funkcji i jej definicje
poznali$my w lekcji 1.2 Ciagi, granice i ciagtos¢.

~ )
58 DEFINICJA - POCHODNA W PUNKCIE

Flag) — tim T W) = F(a0)

h—0 h ’

oile ta granica istnieje i jest skoficzona. Wtedy moéwimy, ze f jest rézniczkowalna w .
Geometrycznie f'(z¢) = tan o, gdzie a to kat nachylenia stycznej do dodatniej pétosi =
(przy jednakowych jednostkach na osiach). Rdwnanie stycznej w punkcie (zg, f(zo)):

y = f(xo) + f'(z0) (x — x0).
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SYMULACJA 1 Sieczna dazy do stycznej. Wybierz funkcje, przesun punkt zy i zmniejszaj
krok h. Iloraz ré6znicowy zbliza sie do pochodnej. Przetacz znak kroku: dla funkcji z
,ostrzem” sieczne z lewej i z prawej daza do réznych prostych.

6
4
2
0]
I"
-2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
— wykresf —= sieczna: nachylenie Af/h = = styczna: nachylenie f'(xo)

h 1,00 Af/h 3,0000 f'(x0) 2,0000 Af/h - f'(xo) 1,0000

Stan na rysunku: f(x) = x?, xe = 1,00, h = 1,0000, Af/h = 3,0000, f'(xe) = 2,0000.

Pochodna zalezy od punktu, wiec sama jest funkcja: z — f'(z). Nazywamy ja pochodna funkcji f.
Szukanie jej to rézniczkowanie.

1.3 Trzy zapisy jednej rzeczy

* Lagrange: f'(z), y'. Wygodny w matematyce, gdy wiadomo, po czym rézniczkujemy.
* Leibniz: j—f, j—y Przypomina, ze to granica ilorazu przyrostéow, i mowi, po jakiej zmiennej
z dz
rézniczkujemy. Wyglada jak utamek, ale traktujemy go jako jeden symbol. Leitner §47

* Newton: ¢, Z. Kropka oznacza pochodna po czasie i tylko po czasie.

Fizycy lubig zapis Leibniza, bo pozwala méwic o przyrostach. Feynman pisze ds = v dt. Dla
skonczonego At wzér As = v At jest tylko przyblizeniem, bo predko$¢ moze sie w tym czasie
zmieni¢. Przyblizenie jest tym lepsze, im krétszy przedzial. Symbole ds i dt nazywamy

rozniczkami. Dokladniej zajmiemy sie nimi w lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce.
FLP I-8-3
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1.4 Chwyt Feynmana: wyrzué wyzsze potegi

Policzmy pochodna s(t) = At3 + Bt + C tak jak Feynman. Zmieniamy ¢ na ¢t + At:
As = 3At* At + B At + 34t (At)? + A (At)®.

Dzielimy przez At i zostaje 3At> + B + 3At At + A (At)?. Przy At — 0 dwa ostatnie wyrazy
znikaja, wiec § = 3At? + B. Feynman zauwaza, ze po kroétkiej praktyce kazdy wyraz z (At)? lub
wyzsza potega mozna wyrzucic¢ od razu, bo i tak zniknie w granicy. FLP I-8-3

Ten chwyt ma tadny obraz. Gdy powiekszasz wykres funkcji
rézniczkowalnej wokot jednego punktu, krzywa wyglada coraz
bardziej jak prosta. Ta ,,prawie prosta” to styczna, a jej nachylenie to
pochodna. Wyrazy z (Az)? opisuja wlasnie to, o ile krzywa odchyla
sie od stycznej, a przy duzym powiekszeniu tego odchylenia nie

. ,
WldaC. z bliska krzywa = styczna
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SYMULACJA 2 Lupa. Powiekszaj wykres wokét wybranego punktu. Gltadka krzywa
prostuje sie i zlewa ze styczng. Funkcja |z| w zerze pozostaje ostrzem przy kazdym
powiekszeniu, a v/z prostuje sie do prostej pionowej. W obu przypadkach pochodna
(skonczona) nie istnieje.
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— wykresf = = styczna

powiekszenie x1,0 szerokos¢ okna 5,170

odchylenie krzywej od stycznej: 83,3% wysokosci okna

Stan na rysunku: sin x w xeo = 1, powiekszenie x1; odchylenie krzywej od stycznej:
83,3% wysokosci okna.

1.5 Kiedy pochodnej nie ma

Granica w definicji pochodnej musi by¢ taka sama, gdy h — 0z y=x
prawej i z lewej strony. Te dwie granice nazywamy pochodnymi

jednostronnymi f' (zo) i f'(zo). Pochodna istnieje wtedy i tylko =1 =1
wtedy, gdy obie istnieja i sa réwne. GS 4.2 N
Klasyczny przyklad to f(z) = |z| w zerze. Iloraz réznicowy |_h| ostrze: dwie rézne styczne

wynosi +1dlah > 0i —1dlah < 0. Wykres ma tam ostrze, a styczne z lewej i z prawej maja rézne
nachylenia. Inny przypadek to /z w zerze. Iloraz h'/? /h = h=2/3 roénie bez ograniczen, styczna
jest pionowa, a pochodna (skoniczona) nie istnieje.
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fs TWIERDZENIE - ROZNICZKOWALNOSC A CIAGLOSC

Jesli f ma pochodna w punkcie, to jest w nim ciggta. Twierdzenie odwrotne jest
falszywe: |z| jest ciagla w zerze, a pochodnej tam nie ma. | Leitner 50.1 - GS 4.1.15

Af

Dowdd zajmuje jedna linijke: Af = - h — f'(zy) - 0 = 0. W XIX wieku znaleziono nawet

A GDZIE TO JEST W FIZYCE

Ostrza na wykresach to zwykle znak idealizacji. Pitka odbijajaca sie od $ciany w
modelu ,sprezystego odbicia w zerowym czasie” ma wykres z(t) z ostrzem w
chwili zderzenia. Predkos¢ skacze z +v do —v, a pochodnej w tej chwili nie ma.
Prawdziwa pitka odksztalca sie przez kilka milisekund i jej wykres jest gladki.
Ostrze znika, gdy spojrzysz z wystarczajaco bliska.

Przyktad 1.1
Predkos¢ spadajacej kulki, krok po kroku

Kulka spada swobodnie: s(t) = 4,9t (metry, sekundy). Oblicz predkos¢ sredniq w przedziatach
[2; 2,1] i [2; 2,001] s, a potem predkos¢ chwilowq dla ty = 2 s. (Ten sam rachunek Feynman
przeprowadza w stopach: s = 16t%,tg = 55.)

1 . As 2,009

s(2) = 19,6 m.Dla h = 0,1: s(2,1) = 21,609 m, wiec A 01 20,09 m/s.
5 . As

Dla h = 0,001: s(2,001) = 19,6196049 m, wiec i 19,6049 m/s.

As _

5 9,8ty + 4,9 h. Przy h — 0 zostaje 9,8 t,.

3 Ogodlnie: As = 4,9 (2toh + h?), wiec

[ Wynik: v(t) = 9,8t m/s, w chwili 2 s predkos¢ wynosi 19,6 m/s.

Sprawdzenie: btad ilorazu réznicowego to doktadnie 4,9 h: 0,49 dla h = 0,11 0,0049
dla h = 0,001 v. Predkosci $rednie sa wieksze od chwilowej, bo kulka przyspiesza.

1.3 - Pochodne

funkcje ciagle na calej prostej, ktéore w zadnym punkcie nie majg pochodnej. Jedna z pierwszych
podatl Bolzano, ale jej nie opublikowat. Najbardziej znana jest funkcja Weierstrassa.
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Przyktad 1.2
Styczna i normalna do wykresu pierwiastka

Wyznacz z definicji pochodng f(x) = /x w punkcie zy = 4. Napisz réwnanie stycznej i
normalnej w punkcie (4, 2). Uzyj stycznej, zeby oszacowac 1/4,1.

v —2
1 Mnozymy licznik i mianownik przez sume pierwiastkow: % =
(44 h)—4 1 1

= — —.
h(VA+h+2) Vi+h+2 4
2 Stycznary =2+ j(z —4),czyliy = jz + 1.

3 Normalna to prosta prostopadla do stycznej w tym samym punkcie. Ma nachylenie
_1/f,($0) =—4dy=2-— 4(m — 4), Leitner 48.5

4 Szacunek: 4,1~ 2+ 1.0,1=2,025.

[ Wynik: f'(4) = 1; stycznay = 3z + 1; normalna y = —4z + 18; /4,1 ~ 2,025. ]

Sprawdzenie: kalkulator daje /4,1 = 2,02485. Blad 0,00015 jest rzedu h?, zgodnie z
chwytem z cze$ci 1.4 v

/. ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 40 min

1 Oblicz z definicji pochodng f(z) = 22° — 3z w punkcie 2o = 1. Napisz réwnanie stycznej
= wtym punkcie.

2 Leitner podaje pomiary stygnacego ciala: w chwilach 0, 10, 20, 30 min temperatura

= wynosila 100, 75, 59, 47 °C. Oszacuj tempo stygniecia w chwili ¢ = 10 min na trzy
sposoby: ilorazem ,,do przodu” (10-20 min), ,,do tylu” (0-10 min) i ,,symetrycznym” (0-20
min). Ktéry szacunek jest najlepszy?

3 Napisz rownanie stycznej do hiperboli y = 1/z w punkcie o odcietej a > 0. Wykaz, ze
= tréjkat odciety przez te styczna od pierwszej ¢wiartki ma zawsze pole 2, niezaleznie od a

4  Zbadaj pochodne jednostronne w zerze funkcji (a) f(z) = z |z|, (b) g(z) = | sinz|. Ktéra z
e« nich ma pochodna w zerze? Sprawdz odpowiedz w symulacji 2.
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fa+h)—-f1)
h
. Wyznacz ich bledy wzgledem f'(1) = 3 jako funkcje

z ilorazem

5  Dla f(z) = 23 w punkcie z, = 1 poréwnaj iloraz ,,do przodu”
- fA+h)—f(1—h)

2h
hiobliczje dla h = 0,1. Dlaczego iloraz symetryczny jest dokladniejszy?

symetrycznym

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

Wiecej zadan: Leitner §47-50 - GS ¢w. 4.1.4, 4.2.2.

2 Pochodne funkcji elementarnych

Z definicji wystarczy policzy¢ kilka pochodnych. Reszte daja reguly z czesci 31 4. Oto

najwazniejsze rachunki.

2.1 Potegi

Dla f(x) = «" i naturalnego n rozwijamy dwumian Newtona:

n

(x+h)"=z"+nz" "h+ <2

)wn—2h2+“.+hn.

Po odjeciu z" i podzieleniu przez h wszystkie wyrazy oprécz nz" ! zawieraja h i w granicy
znikaja. Zatem (z") = n 2™ !. Wzér dziala dla dowolnego wykladnika rzeczywistego r, (z") =
rz"~!dlaz > 0. Dowdd dla r ujemnych i niecatkowitych podamy w cze$ci 4. Leitner 47.6, 47.10

1
Dlatego pierwiastki i utamki warto zapisywac jako potegi: v/ = 2/%, — = z 3. Na przyklad
x
1
(\/E)' = %:c‘l/Q = m, co zgadza sie z przykladem 1.2.
2.2 Sinus i cosinus: dlaczego radiany
Ze WZOru na Sinus Sumy: maty kat: sin h = h (radiany)

sin(z + h) —sinz cosh—1 sinh J
=sinez-———— +cosz- . tuk h
h h h sinh
h L

Potrzebne sa dwie granice z lekcji 1.2 Ciagi, granice i ciagtos¢:
sin h .cosh—1 1—cosh 1

- —1i . — 0 (ta druga wynika z % — 5). Pierwsza -
mowi, ze dla matego kata tuk h i potowa cieciwy sin h sa prawie rowne. Dla h = 0,1 rad: 512 _
cosh—1
0,99833, a = —0,04996. Stad
(sinz) = cosz, (cosz)' = —sinz.
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Te wzory sa prawdziwe tylko wtedy, gdy kat mierzymy w radianach. Tylko wtedy tuk
sinh

jednostkowego okregu ma diugos¢ réwna katowi i — 1. Dla kata w stopniach (sinz°) =

% cosz° =~ 0,01745 cos z°. Dlatego w fizyce i w rachunku rézniczkowym katy sa zawsze w

radianach. Leitner 47.12-47.13

2.3 Funkcja wyktadniczai liczba e

Dla f(z) = a” iloraz réznicowy rozklada sie na dwa czynniki:

az+h —a® ah -1

h " h

h J—
Pochodna jest wiec proporcjonalna do samej funkcji. Wspétczynnik C(a) = limj_o 2

zalezy

tylko od podstawy. Numerycznie C(2) ~ 0,693, a C(3) ~ 1,099. Istnieje doktadnie jedna podstawa,
dla ktérej C' = 1. To liczba e ~ 2,718. Dla niej

(") =e€".

Funkcja e” jest swoja wlasna pochodna i wiasnie dlatego pojawia sie wszedzie tam, gdzie tempo
zmian jest proporcjonalne do aktualnej wartos$ci: rozpad promieniotwdrczy, roztadowanie
kondensatora, stygniecie herbaty (tu chodzi o réznice temperatur herbaty i otoczenia). Dla
innych podstaw (a®)’ = a®Ina, czyli C(a) = lna (cze$¢ 4). Leitner wzory (51.9)-(51.10)
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SYMULACJA 3  Wykres pochodnej rysuje sie sam. Przesuwaj punkt po wykresie f (u
goéry). Nachylenie stycznej odkladamy jako wysoko$¢ na dolnym wykresie, ktéry zostawia
$lad. Zanim wigczysz podglad f’, zgadnij, jak wyglada pochodna.

t fx)

10

— f(x) = styczna — $lad nachylen = f'(x)

x -0,92 f(x) 1,981 nachylenie stycznej = f'(x) -0,461

Stan na rysunku: f(x) = x® - 3x, x = -0,92, £'(x) = -0,461.
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2.4 Tabela

Funkcja Pochodna Uwagi
c (stata) 0 stata sie nie zmienia
x" P! dla z >0; dla catkowitego r wszedzie, gdzie z’
ma sens
sin z, cosx, —sinx kat w radianach
cos T
tan 1 2 +k
— 1 + X BY i
cos? x
tan® z
e*, a® e’, a*Ilna a>0
Inz, 1’ 1 x>0
log, = x zlna
a
arcsin 1 lz| <1
1— 22
arctanzx 1 wszystkie z
1+ 22

Pochodne funkcji odwrotnych (logarytm, arcus) wyprowadzimy w czesci 4. Pelniejsza tabela, z
funkcjami hiperbolicznymi, jest w GS 4.1 (ciag dalszy w 4.3). GS 4.1 - Leitner §51
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Przyktad 2.1
Rozpad promieniotwadrczy: aktywnos¢ to pochodna

Liczba jgder izotopu maleje jak N (t) = Ny e . Aktywnos¢ A to liczba rozpaddéw na sekunde,
czyli A = —N. Wykaz, ze A = AN, i oblicz aktywno$¢ prébki zawierajgcej 10'2 jgder wegla C-14
(czas potowicznego rozpadu T} ;, = 5730 lat).

1 Pochodna e *: na razie zgadujemy przez analogie do %, a w czeéci 4 uzasadnimy

regula tancuchowa;: N = —ANye M = —AN. Zatem A = AN.
In2
2 Zwarunku N(Ty ) = 1Ny mamy e M2 = 1, wiec X = 2 1,21 - 10 * rok '
1/2

3 Rokto3,156-107s, wiec A = 3,83-10"2s1iA4d =3,83-10712-10'2 =~ 3,8 rozpadu na
sekunde.

[ Wynik: A = AN ~ 3,8 Bq.

Sprawdzenie: jednostka \ to s™!, wiec AN ma jednostke ,na sekunde” v. Tempo
rozpadu jest proporcjonalne do liczby jader, czyli do warto$ci funkcji. To wiasnie
wlasnosé e* z czesci 2.3.

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 35

1 Oblicz pochodne: (a) z°, (b) V/z, (c) %, (d) 32, (e) logy .

2  Wyprowadz wzdr (cosz) = — sin z z definicji, tak jak w czesci 2.2 zrobili$my to dla
- sinusa.

3 Kalkulator ustawiony na stopnie liczy g(z) = sin z°. Ile wynosi ¢'(30)? Ile wynosi
«=  pochodna sinusa w tym samym punkcie, gdy kat mierzymy w radianach? Dlaczego
wyniki sg rézne, cho¢ ,to ten sam kat”?

4 Kondensator roztadowuje sie przez opornik: ¢(t) = qoe’t/ (RC), Natezenie praduto I =

= Wykaz, ze I = q/(RC), ioblicz prad w chwili¢ = RC dlagy = 1 mCi RC = 2 ms.

1.3 - Pochodne
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5 Funkcje hiperboliczne toshz = 3

3(e" —e®)ichz = 3(e® 4+ e ®). Wykaz, ze (shz) = chz
i(chz)" = shz. Lancuch zwisajacy miedzy dwoma stupami ma ksztatt y = ach(z/a)

(krzywa tanncuchowa). Oblicz nachylenie taicucha w punkcie = a, korzystajac z tego,

Ze (ez/a)l — %em/a.

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

Wiecej zadan: Leitner §47, §52 - GS 4.1.

3 Reguty rozniczkowania

3.1 Stata, suma, roznica

Przyrost sumy to suma przyrostéw, wiec (f + g)' = f' + ¢'. Staly czynnik wychodzi przed
pochodna: (c f)' = c f'. Razem oznacza to, ze rézniczkowanie jest liniowe. Wielomian

rézniczkujemy wyraz po wyrazie: (3z* — 2z + 7)' = 122® — 2. Leitner tw. 51.1

3.2 Iloczyn: pole prostokata

Niech u i v to boki prostokata, a uv jego pole. Gdy oba boki urosna o

Awu i Av, pole rosnie o dwa paski i maty naroznik: u-dv

AulAv

A(uv) = uAv + v Au + Au Av.

v-Au

u
naroznik znika szybciej niz paski

Ay
Ax
Naroznik jest ,,drugiego rzedu matosci” i znika, tak jak wyrazy z (At)?

Dzielimy przez Az. Naroznik daje Av,atodazydou -0=0.

u Feynmana. Zostaja paski:

Au

S~
68 REGULY - ILOCZYN I ILORAZ

u

/

v —

(uv) =v'v+ur,

&)

v

2

uv

!/

(v #0).

Dla trzech czynnikéw: (uvvw)’ = v'vw + wv'w + uwvw'. Kazdy czynnik rézniczkujemy

Leitner wzory (51.3)-(51.4),

(51.18)

po kolei, a pozostate zostawiamy bez zmian.

-
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SYMULACJA 4  Regutailoczynu jako pole. Zmieniaj boki u, v i ich przyrosty. Paski u Av i
v Au maleja razem z przyrostem, ale naroznik Au Av maleje znacznie szybciej. Jego
udzial w przyros$cie pola dazy do zera.

wktad do A(uv)/Ax

u-Av/Ax = u-v' 1,500
v-Au/AX = v-u' 2,000
Au-Av/Ax 0,500

— U-AV = v-Au = naroznik Au-Av

Ax 1,00 A(uv)/Ax 4,0000 uv'+u'v 3,5000 udziat naroznika 12,50%

Stan na rysunku: u = 3,0, v = 2,0, Ax = 1,00; A(uv)/Ax = 4,0000, u v' + u' v = 3,5000.

Regute ilorazu najlatwiej zapamietaé, wyprowadzajac ja z reguly iloczynu (zadanie 5 w tej czesci).

W liczniku jest minus, wiec kolejno$é ma znaczenie: zaczynamy od pochodnej licznika.

4 N
/A PULAPKA
Pochodna iloczynu nie jest iloczynem pochodnych. Sprawdzenie na z - x:
poprawnie (z?)' = 2z, a ,pochodna razy pochodna” daje 1 - 1 = 1. Na rysunku
prostokata ,,u'v'” to sam naroznik, czyli doktadnie ta czes¢, ktéra w granicy znika.

N\ J

3.3 Wzo6r Feynmana dla iloczynu poteg

W tabeli pochodnych Feynman podaje regule, ktéra podreczniki matematyki zwykle chowaja pod

nazwa pochodnej logarytmicznej, a ktéra w fizyce jest bardzo wygodna: FLP I-8-3, tab. 8-3

. § w0 W
w = -=a—+b-—+c—.
s u v w

s=uv
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Stowami: wzgledne tempo zmian iloczynu poteg to suma wzglednych temp zmian czynnikow,
pomnozonych przez wykladniki. Dla matych zmian dziala to tez na procenty. Gdy predkos¢
rosnie o 1%, energia kinetyczna %mv2 rosnie o ok. 2%. Wzér wynika z pochodnej logarytmu
(czes¢ 4.4),bolns =alnu+ blnv + clnw (dla u,v,w > 0).

Przyktad 3.1
Dopasowanie obcigzenia do zrodta

Bateria o sile elektromotorycznej € = 12 Vi oporze wewnetrznym r = 2 (Q zasila opornik R. Moc
2

wydzielana w oporniku to P(R) = 5. Przy jakim R moc jest najwigksza?

(R+r)

1 Regulailorazu:u = E2R, v/ = £%;v = (R + )%, v = 2(R + r) (rozwin kwadrat albo
zajrzyj do czesci 4).

_E(R+r)*—-&’R-2(R+7r) & r—R)

2 '
P = = .
B T ) R+ 1)
3 P >0dlaR<riP' <0dlaR > r.Mocroénie, a potem maleje, wiec najwieksza jest
dlaR=r.
2
4 £ 144
Prax = — = — = 18 W.
4r 8 s W

Wynik: najwieksza moc dostajemy, gdy opor obcigzenia jest rowny oporowi
wewnetrznemu: R=2Q, P, = 18 W.

Sprawdzenie: P(1 Q) = 16 Wi P(3 2) = 17,28 W, obie mniejsze od 18 W v. Ekstrema
zbadamy doktadniej w lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce.
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Przyktad 3.2
Zegar wahadtowy w upale

Okres wahadta to T = 2mw+/1/g. Mosiezny pret wahadta wydtuza sie o a = 19 - 1075 swojej
dtugosci na kazdy kelwin. Ile sekund na dobe spozni sie zegar, gdy temperatura wzrosnie o 10 K?

Al

Al ,Ag
l

1 T =2r1"/2¢ /2, Wzér Feynmana: T~ 1— — 1—2, agsie nie zmienia.
Al . AT
2 - =19 106.10=1,9-107*, wiec 5 ~ 0,95 1074

3 Okres wydtuza sie, wiec zegar wykonuje mniej wahnieé¢ w ciagu doby i sie sp6znia:
86400s-0,95-107% ~ 8,2 s.

[ Wynik: ok. 8 s na dobe. ]

Sprawdzenie: nie potrzebowaliSmy ani dtugo$ci wahadta, ani g, tylko wyktadnik %
v. 8 s na dobe to ponad 4 minuty na miesiac. Dlatego zegary precyzyjne miaty
wahadla kompensowane, na przyktad z pretow z dwéch réznych metali.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 35 min

1 Oblicz pochodna (z? — 1)(z* + 2) na dwa sposoby: regutg iloczynu i po wymnozeniu
= nawiasow. Poréwnaj wyniki.

2 Oblicz pochodne: (a) z* In, (b) 1+
- 241

3 Oblicz pochodna iloczynu trzech funkcji z e* sin z. Ile wynosi w z = 0?

4 Moc promieniowania ciata doskonale czarnego to P = 0 AT* (prawo Stefana-
== Boltzmanna). O ile procent w przyblizeniu wzro$nie moc, gdy temperatura wzrosnie o
1%? A gdy jednocze$nie pole powierzchni zmaleje o 2%?

5 Wyprowadz regule ilorazu z reguly iloczynu. Przyjmij, ze ¢ = u/v jest rézniczkowalna, i

e zrozniczkuj réwnosé u = quv.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

Wiecej zadan: Leitner §51 - GS 4.3.
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4 Funkcja ztozona i odwrotna

4.1 Reguta tancuchowa: tempa sie mnoza

Rower ma przekladnie. Gdy pedaly obréca sie raz, koto zebate z tytu dyfdx=3-2m=6m
obraca sie 3 razy, a tylne kolo obraca sie razem z nim. Jesli kazdy dy/du=2m

du/dx =3
obrot kota to 2 m drogi, to jeden obroét pedatéw daje 3 -2 = 6 m.

Tempa zmian sie mnoza. To cala reguta tanncuchowa.

Funkcja zlozona y = f(g(z)) powstaje w dwdch krokach: z — u =
9(z) — y = f(u). Przyrost Az wywoluje przyrost Au, a ten przyrost

Ay. Dla Au # 0
Ay Ay Au
Az Au Az’
~ I
qlREGUtA-FUNKCJAZ£020NA(£ANCUCHOWA)
I d dy _dy du
flg@)] = £ (9(2))-g'(2), =37

Pochodna funkcji zewnetrznej, obliczona w punkcie u = g(z), razy pochodna
funkcji wewnetrznej. Dla trzech ogniw: dy _dy du dv
: : ’ MW T A dz

Leitner tw. 51.3, wzory (51.16)-(51.20)

- J

Rachunek z ilorazami przyrostow nie jest jeszcze dowodem, bo Au moze by¢ zerem dla
niektérych Az. Leitner obchodzi to, zapisujac przyrost przez rézniczke, Ay = f'(u) Au +

a(Au) Au, gdzie a(Au) — 01 a(0) = 0. Dzieki temu wzor dziata takze wtedy, gdy Au = 0, a wynik
jest ten sam.

Najczestsze przypadki w fizyce:

d . d _ T 1 _ T kx kx n\/ n—1
asmwt:wcoswt, T t/ =-_e b (") =ke™, ((az +b)") =na(az +b)" .

W kazdym z nich funkcja wewnetrzna jest liniowa, wiec jej pochodna to po prostu wspoétczynnik.
Czestos¢ kotowa (pulsacja) w, w rad/s, mowi, jak szybko ro$nie faza wt, a stata czasowa 7 (w
sekundach) méwi, jak szybko zanika wykladnicza.
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/A PULAPKA

Najczestszy blad to zapomnienie o pochodnej funkcji wewnetrznej: (sin 3z) =
3 cos 3z, a nie cos 3x. Drugi blad to obliczenie pochodnej zewnetrznej w ztym

punkcie: (In(z2 + 1)) = — 2% anie —-2z.

x? + x

4.2 Pochodna funkcji odwrotnej

Wykres funkcji odwrotnej to odbicie wykresu w prostej y = x. odipetesmachyienie K> Ty ¢

Odbicie zamienia miejscami przyrosty Az i Ay, wiec nachylenie ) '

przechodzi w swoja odwrotno$¢:  Leitner tw. 51.2 f g
dz 1

dy
— = ile — # 0.
dy dy/dz’ °r e 7

Zakladamy, ze f jest ciagta i $cisle monotoniczna na przedziale.

Wtedy funkcja odwrotna istnieje i jest ciagla, a wzo6r dziata w punktach, w ktérych f' # 0. Gdy
styczna do f jest pozioma, styczna do funkcji odwrotnej jest pionowa i pochodna odwrotnej nie
istnieje. Tak jest z /= w zerze: to odwrotno$é z*, a (z*)’ = 0 w zerze.

Przyktad 4.1

Logarytm i arcus tangens z funkcji odwrotnej

1
Wyprowad? (Inz) = = i (arctanz) = ze wzoru na pochodnq funkcji odwrotnej.
T

+ x2

d . d 1
1 y=lhz = x:ey.Stqd—w :ey:m,W1Qc—y: —.

dy dz =z

d

2 y = arctanx <= z =tanydlay c (—g, ’2—r) Stad d—; =1+tan’y =1+ 2.
3 Odwracamy: (arctanz) = 1

1+ 22

Wynik: (Inz) = 1 dlaz > 0; (arctanz)’ = 1 dla wszystkich x.
x ’ 1+ 22

Sprawdzenie: arctan jest rosnaca, wiec pochodna powinna by¢ dodatnia v. Dla
duzych |z| wykres sie sptaszcza (dazy do %), wiec pochodna powinna dazy¢ do zera
V.
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Teraz mozemy tez domkna¢ wzoér na potege. Dla z > 0 zapisujemy z" = e”*? i stosujemy regute

rinz zlna

. r _ . . .
tanicuchowa: (z") = e — = rz"!. Dziala to dla kazdego rzeczywistego r. Tak samo a” = e
T

daje (a®) = a®Ina. Leitner §51

4.3 Rozniczkowanie rownania (funkcja uwiktana)

Okrag =2 + y? = 25 nie jest wykresem jednej funkcji, ale w poblizu wiekszosci swoich punktéw
jest. Nie musimy wyliczac y. Wystarczy zrézniczkowac cate rOwnanie po z, pamietajac, ze y

zalezy od z, wiec (y?)' = 2y y' z reguly taricuchowe;j:

2z +2yy' =0 — y’:_f.
)

W punkcie (3, 4) nachylenie stycznej wynosi —2. Sprawdzenie wprost: y = v25 — 2%,y =
= -3 =—1.Ten

_ﬁ = —% v. Styczna jest prostopadta do promienia o nachyleniu %, bo (— %)

sam chwyt, zastosowany do réwnan, w ktérych zmienne zalezg od czasu, to tempa powiazane z

czesci 7.

4.4 Pochodna logarytmiczna
Gdy funkcja jest iloczynem poteg albo ma zmienna w wyktadniku, tatwiej najpierw ja
/
zlogarytmowac. Pochodna (ln y)l _ Y to pochodna logarytmiczna, czyli wzgledne tempo zmian.
y

Na przyklad dlay = z® (zz > 0): Leitner przyki. 51.5

!
Ihy=zlhz — %:lnw—}-l — (2%) =2(lnz +1).

Wz6r Feynmana z czeéci 3.3 to ten sam rachunek: In(u®v’w¢) = alnu + blnv + clnw, a potem

rézniczkujemy obie strony.
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Przyktad 4.2

Barometr w balonie

Cisnienie atmosferyczne maleje z wysokosciq w przyblizeniu jak p(h) = po e ", gdzie py =

101 325 Pa, a H ~ 8 km. Balon wznosi si¢ ze stalq predkosciq 5 m/s. Jak szybko spada cisnienie
odczytywane na poktadzie tuz po starcie i na wysokosci 8 km?

1 Cisnienie zalezy od wysokosci, a wysoko$¢ od czasu: p(h(t)). Reguta tanicuchowa:

dp dp dh
dt dn dt’
dp p dh
2 _—_—= = — —_—
- T mia s
101 325

3 Przyziemi: — -5 ~ —63 Pa/s. Na wysoko$ci H ci$nienie jest e razy mniejsze,

8000
wiec tempo tez: ok. —23 Pa/s.

[ Wynik: ok. 63 Pa/s przy starcie i ok. 23 Pa/s na wysoko$ci 8 km. ]

P
Sprawdzenie: jednostki Sl Pa/s v. Gradient ci$nienia przy ziemi to ok. 12,7
m s

Pa na metr, czyli mniej wiecej 1 hPa na 8 m. Taka jest znana regula z meteorologii v'.

/. ZADANIA - CZES$C 4 6 zadan - ok. 45 min

1 Oblicz pochodne: (a) sin(3z2), (b) et (po t), (¢) v/I F 4z, (d) In(cos z).

1
2 Wyprowadz (arcsinz) = ——
. P ( V===

pierwiastku bierzemy znak plus?

ze wzoru na pochodna funkcji odwrotnej. Dlaczego w

3 Natezenie $wiatta w wodzie maleje z glebokoscia jak I(z) = I,e #*, gdzie u = 0,5 m~1.

dr
Oblicz T na gltebokosci z = 2 m, jako utamek Iy. Nurek schodzi w doét z predkoscia 0,3
i

m/s. Jak szybko maleje natezenie, ktore widzi?

2 2
4 Wyznacz nachylenie stycznej do elipsy f—ﬁ + % = 1 w punkcie (2, %ﬁ), rézniczkujac

rOwnanie stronami.

5 Za pomoca pochodnej logarytmicznej oblicz (). Dla jakiego = > 0 funkcja z” ma
«=  pozioma styczna? Ile wynosi wtedy jej wartos$¢?
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6 Funkcja f jest rosnaca i rézniczkowalna, f(2) = 5, f/(2) = 4. Ile wynosi (f~1)'(5)? Napisz
== rdwnanie stycznej do wykresu f~! w punkcie (5, 2) i wyjasnij geometrycznie, dlaczego
jest to odbicie stycznej do f w punkcie (2, 5).

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Wiecej zadan: Leitner §51 - GS 4.3.

5 Pochodne po czasie

5.1 Potozenie, predkosé, przyspieszenie

Cialo porusza sie po prostej, a z(t) to jego potozenie. Predkos¢ to tempo zmian polozenia, a
przyspieszenie to tempo zmian predkosci. Pochodng pochodnej nazywamy pochodna drugiego
rzedu; FLP I-8-5 - Leitner 8§49, §60

dx o= i d’z
p— = — 5 a pr— p— = e— .
de d¢?
_d’z , . . .
Zapis Tl czytamy ,,d dwa x po d t kwadrat”. Pochodna trzeciego rzedu polozenia, czyli tempo

zmian przyspieszenia, inzynierowie nazywaja zrywem (ang. jerk). Projektanci wind i toréw
kolejowych dbaja, zeby byt maty, bo nagta zmiana przyspieszenia jest dla pasazerow

nieprzyjemna.
Z wykresu z(t) odczytasz wszystko jakosciowo:

* Znak v to kierunek ruchu. Ciato stoi (chwilowo), gdy v = 0: styczna do z(t) jest pozioma.

* Znak a mowi, w ktéra strone wykres z(t) sie wygina: do géry, gdy a > 0, w d6t, gdy a < 0.

® (Cialo przyspiesza, gdy v i a majg ten sam znak, a hamuje, gdy przeciwne. Ujemne
przyspieszenie nie zawsze oznacza hamowanie.
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SYMULACIA 5 Trzy wykresy jednego ruchu. Wybierz ruch i przesuwaj chwile ¢ (albo
wlacz animacje). Na torze u gory strzatka predkosci jest zielona, gdy ciato przyspiesza, i
czerwona, gdy hamuje. Poréwnaj: gdzie z(¢) ma pozioma styczna, a gdzie v(t)?

/
e

T~ —

tor (05 x)

3
o

6 x(t)

v(t)

10

a(t)

10

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
t[s]

— X(t) =—v(t) — a(t) — przyspiesza — hamuje

t1,68s X 2,93m v=X -2,69m/s a=Vv -1,92m/s? przyspiesza

Stan na rysunku: ruch ,t® - 6t%2 + 9t”, t =1,68 s, x =2,93 m, v =-2,69 m/s, a =
-1,92 m/s? (przyspiesza). Krotkie odcinki to styczne do x(t) (nachylenie v) i do v(t)
(nachylenie a).
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5.2 Droga to nie to samo co przemieszczenie

Przemieszczenie w przedziale czasu to z(t3) — x(t1). Droga to suma dtugosci wszystkich
odcinkow, ktoére ciato przebyto. Jesli cialo w miedzyczasie zawraca (czyli v zmienia znak), droga
jest wieksza od warto$ci przemieszczenia. Zeby ja policzy¢, trzeba znalezé chwile, w ktérych v =

0, i doda¢ wartosci bezwzgledne przemieszczen w kazdym kawatku.

Przyktad 5.1
Ruch, ktéry dwa razy zawraca
Potozenie ciata to x(t) = t> — 6t + 9t (SI). Wyznacz v(t) i a(t). Kiedy ciato stoi? Kiedy
przyspiesza, a kiedy hamuje? Oblicz przemieszczenie i droge w przedziale [0; 4] s.

1 v=3t2—-12t+9=3(t—1)(t —3), a =6t — 12.

2 wv=0dlat=1sit=3s.Ruchwprzéddlat < 1lit > 3, wsteczdlal <t < 3.Zmiana

znakuawt = 2s.

3 Znaki: (0; 1): v > 0, a < 0, hamuje; (1; 2): v < 0, a < 0, przyspiesza (wstecz); (2; 3):
v < 0,a > 0, hamuje; t > 3:v > 0, a > 0, przyspiesza.

4 z(0)=0,z(1) =4,2(3) =0, z(4) = 4 m. Przemieszczenie z(4) — z(0) = 4 m. Droga
44+44+4=12m.

[ Wynik: cialo stoi w chwilach 1 si 3 s; przemieszczenie 4 m, droga 12 m. j

Sprawdzenie: najwieksza predkos¢ wstecz jest wtedy, gdy a = 0, czyliw ¢ = 2 s:
v(2) = —3 m/s. Ten ruch jest pierwszym wariantem w symulacji 5 v/
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Przyktad 5.2
Membrana gtosnika

Membrana gtosnika drga jak x(t) = A coswt z amplitudq A = 0,1 mm przy czestotliwosci f = 1
kHz. Wyznacz v(t), a(t) i ich najwigksze wartosci. Poréwnaj przyspieszenie z g.

1 Regutataiicuchowa: v = —Awsinwt, a = —Aw? cos wt = —w?

xX.
2 w=27f~ 62835 . vpa = Aw ~ 0,63 m/s.

3 Gmax = Aw? = 107" 6283% &~ 3950 m/s® ~ 400 g.

[ Wynik: vpmax ~ 0,63 m/S, amax ~ 3,9 - 10% m/s?, czyli ok. 400 g. j

Sprawdzenie: kazde rézniczkowanie doktada czynnik w. Przy duzej czestotliwosci
nawet bardzo mata amplituda daje ogromne przyspieszenie. Dlatego membrany
glos$nikéw, zwlaszcza wysokotonowych, musza by¢ bardzo lekkie v

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 40 min

1 z(t) = 2t — 92 + 12t (SI). Wyznacz chwile, w ktérych cialo stoi, i chwile, w ktérej
®  przyspieszenie jest zerowe.

2 Pitke rzucono pionowo w gére: h(t) = 15t — 5t (SI, przyjmujemy g = 10 m/s®). Kiedy
= osiagnie najwieksza wysokos$¢ i jaka? Z jaka predkoscig spadnie na ziemie? Ile wynosi
przyspieszenie w najwyzszym punkcie?

3 Kulka spada w powietrzu. Przyjmij prosty model oporu proporcjonalnego do predkosci:

= 9(t) = vy (1 — e /7). Oblicz a(t). Na poczatku kulka spada swobodnie, wigc a(0) = g.
Wyznacz stad 7 dla v, = 50 m/si g = 9,81 m/s. Po jakim czasie przyspieszenie spadnie
do g/21jaka jest wtedy predkosc¢?

4 Czasem znamy predkosé jako funkcje potozenia, a nie czasu. Wykaz reguta tanicuchowa,

ze wtedy a = v j—v Sprawdz wzor na spadku swobodnym z zerowsq predkoscia
x

poczatkowa, gdzie v = 1/2gz (z mierzymy w doé?).

5  Wykaz, ze w ruchu ze staltym przyspieszeniem, z(t) = xy + vt + %at2, predkos¢ srednia
== w dowolnym przedziale [t; 2] jest rowna predkosci chwilowej w §rodku przedziatu. Czy
to prawda dla z(t) = °?
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

Wiecej zadan: Leitner §49, §60.

6 Pochodna wektora

6.1 Rézniczkujemy po sktadowych

— —

. .. . . . AT
Wektor potozenia 7(¢) zmienia sie w czasie. Predkos$¢ to granica ik

wektory odejmujemy i dzielimy przez liczbe po sktadowych. Dlatego
pochodna wektora liczymy po sktadowych: FLP 1-9-2.9-3

=F=[¢, 9, 2, a=v=[% § 3.

<l

r=lz,y, 2] =

ci€ciwa Ar - kierunek stycznej

Wersory 0si 7, 7, k sa state, wiec ich pochodne sg zerowe. Wektor A7 to cieciwa toru, a przy At — 0
jej kierunek dazy do kierunku stycznej. Predko$¢ jest zawsze styczna do toru. Szybkos¢ to

diugosé (wartosc) wektora predkosci, [v] = /22 + g2 + 22.

Reguly iloczynu dzialajg tak samo dla iloczynéw wektoréw. Dowdd to reguta iloczynu
zastosowana do kazdej sktadowe;j:

Say=firrs, S@hH=ibead  Saxh-ixbrax

W iloczynie wektorowym trzeba zachowac kolejnos¢ czynnikéw, bo zamiana zmienia znak.

6.2 Wektor o statej dtugosci jest prostopadty do swojej pochodnej

To fakt zapowiedziany na koncu lekcji o wektorach (1.1 Wektory). v
Jesli [d(t)] jest stata, to 4 - 4 = const. Rézniczkujemy:

d , Lo Lo
O:a(u-u):2u-u = 4l

Wektor statej dlugosci moze sie tylko obracad, a jego zmiana jest Ir state 5 v Lr; vl state > a Lv
prostopadta do niego samego. Dwa zastosowania wynikaja od razu:

* Ruch po okregu: |7| = R, wiec predkos¢ jest prostopadia do promienia.
* Ruch ze stala szybkoscia po dowolnym torze: || = const, wiec przyspieszenie jest
prostopadte do predkosci. Ciato skreca, ale nie rozpedza sie ani nie zwalnia.

W ruchu jednostajnym po okregu 7 = R [coswt, sinwt] dostajemy ¥ = Rw [— sinwt, coswt]id =
—w?7. Przyspieszenie jest skierowane do $rodka i ma warto$¢ w?R = v%/R. Tak wyglada
przyspieszenie dosrodkowe (zob. Dziat 1: Ruch i jego przyczyny, §3), wyprowadzone w trzech
linijkach.
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6.3 Przyspieszenie styczne i normalne

W ogélnym ruchu przyspieszenie rozkladamy na dwie czesci. Sktadowa wzdtuz predkosci, czyli

przyspieszenie styczne, zmienia szybkos¢. Sktadowa prostopadtla, czyli przyspieszenie

normalne, zmienia kierunek ruchu:

|(‘i|2 _

2
a; —

2

Tu p to promien krzywizny, czyli promien okregu $cisle stycznego do toru (okregu krzywizny) w

danym punkcie. Wzér a; = d|9|/dt wynika z %(TJ “U) =27-a.

SYMULACJA 6

Wektory w ruchu po krzywej. Wybierz tor i przesuwaj chwile ¢. Predkos¢

(niebieska) jest zawsze styczna. Przyspieszenie (czerwone) rozklada sie na czesé styczna i

normalna. Na okregu cze$¢ styczna znika, a w rzucie uko$nym w najwyzszym punkcie
przyspieszenie jest prostopadie do predkosci.

Yy
______ 2.--—-'---"-.
/, 1+
Jf
' X
| -
-4 -8 -2 -1
1
\
‘\
\
\\\ _1--
_________ N T L
— tor = predko$¢v — przyspieszeniea = = sktadowe a;ia,
t0,75 [v] 2,52 la] 2,58 a,=d|v|/dt 0,99 a,=Vv3/p 2,38
Stan na rysunku: tor ,elipsa”, t = 0,75, |v| = 2,52, |al] = 2,58, 2,38.
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Przyktad 6.1
Punkt na obreczy toczacego sie kota

Koto o promieniu R = 0,3 m toczy si¢ bez poslizgu, a jego os porusza sie z predkosciqg 10 m/s.
Punkt na obreczy zakresla cykloide 7(t) = R [wt — sinwt, 1 — coswt|, gdzie w = v/R. Wyznacz
predkosc i przyspieszenie tego punktu. Ile wynosi szybkos¢ w najnizszym i w najwyzszym punkcie?

1

€
I

10
03 ~ 33,3 rad/s. Rézniczkujemy po sktadowych:
U = Rw [1 — coswt, sinwt].

cykloida

2 |9 = R?w? (2 — 2 coswt) = 4R%*wW? sin” %t, wiec [9] =

2Rw ‘sin %t‘
3 Nadole (wt = 0): [§| = 0. Na gérze (wt = 7): [v| = Punkt obreczy: w dole stoi, u gory
2Rw = 20 m/s. jedzie dwa razy szybciej niz 0$

2

d = Rw? [sinwt, coswt], |a| = Rw? = % ~ 333 m/s%. O$ kota jest w punkcie [Rwt, R],

wiec 7 — Tos = —R [sinwt, coswt|, a przyspieszenie wskazuje zawsze na os.

Wynik: na dole punkt chwilowo stoi, u géry ma predkos¢ 20 m/s. Przyspieszenie ma
stata warto$¢ ok. 333 m/s? (ok. 34 g) i jest skierowane do osi kota.

Sprawdzenie: w ukladzie zwiazanym z osia kota punkt krazy ruchem jednostajnym,
a 0§ jedzie ze stala predko$cia. Przyspieszenie musi wiec by¢ do$rodkowe, v?/R v.
Na dole d wskazuje w gore, cho¢ predkosc¢ jest zerowa. Zero predkosci nie oznacza

zera przyspieszenia.

/. ZADANIA - CZESC 6 6 zadan - ok. 50 min

1 7(t) = [2t, t?, 1 — t] (SI). Wyznacz 5(t), d(t) i szybko$é w chwilit = 1.

2  Wiréwka o promieniu 0,5 m wykonuje 120 obrotéw na minute. Oblicz w, szybkos$¢
= prébkina brzegu i jej przyspieszenie dosrodkowe.

3 Ciato porusza sie po elipsie 7 = [3cost, 2sint]. W ktdrych punktach szybkos¢ jest
= najwieksza, a w ktorych najmniejsza? Gdzie przyspieszenie ma najwieksza wartos$¢?
Sprawdz w symulacji 6.
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4 Kamien rzucono z predkoscia vo = 20 m/s pod katem 60° do poziomu (g = 10 m/s?).
«=  Zapisz 7(t), 9(t) i znajdz chwile, w ktdrej szybkos¢ jest najmniejsza. Ile wtedy wynosi?

5 Dla kamienia z poprzedniego zadania oblicz przyspieszenie styczne i normalne tuz po

== wyrzuceniu oraz promien krzywizny toru w punkcie wyrzutu i w najwyzszym punkcie.

—

d
6 Wykaz, ze o (F x ¥) = 7 x d. Wywnioskuj, ze jedli sita dzialajaca na cialo jest zawsze

skierowana do jednego punktu (sita centralna, np. grawitacja Stonca), to moment pedu

—

L = m7 x ¥ jest staty.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

7 Tempa powiazane

Tak nazywamy zadania o powigzanych szybkosciach zmian. Czesto dwie wielkosci sa zwigzane
réwnaniem i obie zmieniaja sie w czasie. Znamy tempo zmian jednej, a szukamy tempa drugie;j.
Przepis jest zawsze taki sam:

1. Zapisz ro6wnanie wiazace wielkosci, ktore sie zmieniaja. Najczesciej daje je geometria:
twierdzenie Pitagorasa, trojkaty podobne, wzdr na objetos¢.

2. Zr6zniczkuj cate rownanie po czasie, regulg tanncuchows, jak w czesci 4.3. Na przyktad
d
a(xz) =2z k.

3. Dopiero teraz wstaw liczby i wylicz szukane tempo.

Kolejno$¢ krokow 2 i 3 jest wazna. Gdy wstawisz liczby przed rézniczkowaniem, ,,zamrozisz”
zmienne i pochodna wyjdzie zero.
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SYMULACJA 7 Zsuwajaca sie drabina o dtugosci 5 m. Dolny koniec odsuwasz od $ciany
ze stala predkos$cia z. Gérny koniec opada z predkoscig y = — T4 Ta predkosc¢ rosnie bez
)

ograniczen, gdy y — 0, wiec model przestaje wtedy dziatac.

[yl [m/s]

y=4,00m

x=3,00m x [m]

= drabina = predko$¢dotux = predkosc géryy

X 3,00m y=v(25-x% 4,00m y =-(x/y)-x -0,375m/s lyl/x 0,75

Stan na rysunku: x = 3,00 m, y = 4,00 m, x = 0,50 m/s, y = -0,375 m/s.
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Przyktad 7.1
Napetnianie zbiornika w ksztatcie stozka

Zbiornik ma ksztatt stozka ustawionego wierzchotkiem w doét: promien podstawy 1 m, wysokosc 2
m. Woda wplywa z wydatkiem 0,05 m? /min. Jak szybko podnosi si¢ lustro wody, gdy gtebokos¢
wynosi 1 m?

1  Ztréjkatéw podobnych promien lustrator = %h. 0,05 m/min L
wh?
Objetos$¢ wody V = smr’h = T
2 fe . . . - wh®.  — 2m
Rézniczkujemy po czasie: V = e h. \
. h '
3 . . 4V 4.0,05 .
Wstawiamy: h = — = ~ 0,064 m/min. 1
y 7Th2 . 1 ) /
Woda w stozku: promien lustra jest
proporcjonalny do gtebokosci
[ Wynik: lustro podnosi sie o ok. 6,4 cm na minute. ]

Sprawdzenie: V = (pole lustra) - h, a pole lustra przy h = 1 mto « - 0,5% ~ 0,785 m?.
0,05/0,785 ~ 0,064 v. Im wyzej woda, tym szersze lustro i tym wolniej ros$nie

poziom.
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Przyktad 7.2
Samolot na radarze

Samolot leci poziomo na wysokosci 3 km z predkosciq 600 km/h. Jego trasa przechodzi dokiadnie
nad radarem. Jak szybko rosnie odlegtos¢ samolotu od radaru, gdy wynosi ona 5 km, a samolot juz
mingl radar?

600 km/h

1« to odleglos$¢ pozioma od radaru, s to odlegtosé¢ w
linii prostej: s* = 2® + 3%

7 . . . . . . . m .
2 Rozniczkujemy: 2s § = 2z &, wiec § = — .
)

3 Dlas=5km:z=4km,s= 600 = 480 km/h. o

radar X
Odlegtos¢ s rosnie wolniej niz
odlegtos¢ pozioma x

[ Wynik: odleglos$¢ rosnie w tempie 480 km/h. ]

Sprawdzenie: z /s = cos 6, gdzie 0 to kat miedzy trasa a linig widzenia. Radar mierzy
tylko sktadowa predkosci wzdtuz linii widzenia: v - § v. Tuz nad radarem (x = 0)
odlegto$¢ chwilowo sie nie zmienia, a daleko § — 600 km/h v

/. ZADANIA - CZESC 7 6 zadan - ok. 45 min

1 Kula $niezna topnieje, tracac 10 cm? objeto$ci na minute i pozostajac kula. Jak szybko
= maleje jej promien, gdy wynosi 5 cm?

2 Nawodzie rozchodzi sie kolista fala, ktérej promien ro$nie w tempie 0,3 m/s. Jak szybko
= ro$nie pole kota, gdy promien wynosi 2 m?

3 Samochdd jedzie od skrzyzowania na péinoc z predkoscia 20 m/s, a pociag oddala sie od
=  tego samego skrzyzowania na wschod z predkoscig 30 m/s. Jak szybko ro$nie odlegtos¢
miedzy nimi, gdy samochdd jest 60 m, a pociag 80 m od skrzyzowania?

4  Przedmiot zbliza sie do soczewki skupiajacej o ogniskowej f = 10 cm z predkoscia 2

1 1 1
cm/s. Odleglosci przedmiotu x i obrazu y od soczewki spelniaja rownanie — + — = }
Ty
Jak szybko i w ktéra strone przesuwa sie obraz, gdy z = 30 cm?
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5 Gaz sprezamy adiabatycznie, czyli tak, ze pV? = const, gdzie v = 1,4. Przy p = 100 kPa i
« V = 2L objetos¢ maleje w tempie 0,1 L/s. Jak szybko rosnie ci$nienie? Poréwnaj z
przemiang izotermiczng (pV = const).

6 Drabina o dlugosci 5 m zsuwa sie tak, Ze dolny koniec oddala sie od $ciany z predkoscia
== (,5 m/s. Jak szybko maleje kat § miedzy drabina a podloga, gdy dolny koniec jest 3 m od
$ciany? Odpowiedz w rad/s i w stopniach na sekunde.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

g Btedne intuicje

Wiekszos¢ btedow przy pochodnych nie bierze sie z nieznajomosci tabeli, tylko z falszywego
obrazu. Oto najczestsze.

X

»Pochodna iloczynu to iloczyn pochodnych.”

(uv) = v'v + wv'. Iloczyn pochodnych u'v' odpowiada naroznikowi Au Av na rysunku
prostokata, czyli dokladnie tej czesci, ktéra w granicy znika (czes¢ 3.2).

x  Skoro predkos¢ jest zerowa, przyspieszenie tez jest zerowe.”

W najwyzszym punkcie rzutu w gére v = 0, a a = —g. Punkt obreczy toczacego sie kota
na dole stoi, a jego przyspieszenie wynosi v?/R (przyktad 6.1). Zero wartosci nie oznacza
zera tempa zmian.

x  ,Ujemne przyspieszenie to hamowanie.”

Hamowanie oznacza, ze v i a maja przeciwne znaki. Cialo jadace wstecz (v < 0)za < 0
przyspiesza (przyktad 5.1).

x ,(sinz)’ = cosz niezaleznie od jednostek kata.”

Tylko w radianach. Dla kata w stopniach pojawia sie czynnik /180 (cze$¢ 2.2).

x  ,Funkcja ciggta ma pochodna.”

Na odwrét: funkcja z pochodna jest ciagta. Funkcja |z| jest ciagla w zerze, a pochodnej
tam nie ma. Istnieja nawet funkcje ciagte, ktére nie maja pochodnej w zadnym punkcie.
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x ,Styczna ma z wykresem tylko jeden punkt wspdlny i go nie przecina.”

Styczna do y = x* w zerze to 0§ z, a wykres ja przecina. Styczna do sinusoidy w punkcie
(g, 1) dotyka wykresu nieskonczenie wiele razy. Z kolei prosta pionowa przecina
parabole y = 2? w jednym punkcie, ale nie jest do niej styczna. Styczna to graniczne
poltozenie siecznych (GS 4.1.8).

d
”d_y to zwykty utamek, wiec wolno go dowolnie skracac.”
i

To jeden symbol oznaczajacy granice. W regule laficuchowej i we wzorze na funkcje
odwrotna zachowuje sie jak utamek i wlasnie dlatego zapis Leibniza jest tak wygodny.

As s
Ale Az nie skraca sie do 7’ bo A nie jest czynnikiem (FLP I-8-3).

x W ruchu po krzywej przyspieszenie jest zawsze prostopadte do predkosci.”

Tylko gdy szybkos$¢ jest stata. W ogdlnosci przyspieszenie ma tez cze$¢ styczna, ktéra
zmienia szybko$¢ (czes$¢ 6.3, symulacja 6).

9 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz. Zadne z tych pytai nie wymaga dlugiego
liczenia.

1 Biegaczka przebiegla 10 km w 50 minut. Czy w ktoérejs chwili biegta
doktadnie 12 km/h?

Musiata. Srednio biegla doktadnie 12 km/h, a predko$¢ zmienia sie w sposéb ciagly,
wiec w ktérej$ chwili byla doktadnie réwna $redniej. To twierdzenie Lagrange'a o
wartosci $redniej (Leitner §57, GS rozdz. 5).

2 Ile wynosi pochodna funkcji, ktérej wykres jest pozioma prosta? A ukosna
prostay = 3x — 7?

Zero i 3. Pochodna to nachylenie stycznej, a styczna do prostej to ta sama prosta.

3 f'(zo) = 0. Czy f maw zy maksimum albo minimum?

Niekoniecznie. 3 ma w zerze pozioma styczna, ale jest rosngca. Pochodna zerowa to
warunek konieczny ekstremum funkcji ré6zniczkowalnej, ale nie wystarczajacy (1.4

Rachunek rézniczkowy w praktyce).
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4  Jaka funkcja jest rowna swojej pochodnej?

e”, a ogblniej C e” dla dowolnej statej C. Na przedziale tylko takie: jesli f' = f, to
(fe®) = (f' = fle™® = 0, wigc fe ” jest stala.

5 Dlaczego (e**) = 37, anie €3"?

Reguta taiicuchowa: funkcja wewnetrzna 3x ro$nie trzy razy szybciej niz x, wiec calos$¢
tez zmienia sie trzy razy szybcie;j.

6 Cialo porusza sie po okregu, a jego szybkos¢ rosnie. Czy przyspieszenie jest
skierowane do $rodka?

Nie. Ma czeéé dosrodkowa v?/ R i cze$é styczna d|v|/dt skierowang do przodu.
Wypadkowa jest odchylona od promienia w strone ruchu.

7  Wektor jednostkowy (t) obraca sie. Jaki kat tworzy z nim 4.2

Kat prosty, bo |@| = 1 jest stata, wiec i - 4 = 0 (cze$¢ 6.2).

J
- A
8 W zadaniu o drabinie kto$ najpierw wstawil z = 3, y = 4 do réwnania z? +
y® = 25, a potem zrézniczkowal po czasie. Co dostat?
0 = 0, czyli nic. Po wstawieniu liczb rownanie przestaje zaleze¢ od czasu. Najpierw
rézniczkujemy, potem wstawiamy.
G J
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10 Karta wzorow i co dalej

4 N
DEFINICJA I REGUtLY TABELA I RUCH
f'(zo) = lim f(@o + h) — f(@0) (z7) =rz"!, (e*) =e?, (Inz) = -
h—0 h T
styczna: y = f(zg) + f'(zo)(z — o) (sinz) = cosz, (cosz) = —sinz
(cf) =cf', (f£g) =f+d (radiany)
1
. x\/ — zl t ! —
() = w'o + ', ) _uv uv’ (a*) =a"lna, (tanz) p—p
/ dy dydu (arcsinz)’ = ! (arctanz)’ =
— 2’
Fla(e))]) = Fla@) g (), L= L R
odwrotna: — = 1/— 1+ 2
dy ) dv
y v=i, a=0=4% a=v -
logarytmiczna: = = (lny)’; s = u%® = z
: . .Y v=1[&, 9y, 2], |[U|]=const=1u L u
8 _ gl Y ,
A N FIE
s v atzi, a, = v—;oqug:&':—w27"'
dt 1)
NG J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: rozdz. 8 (catos¢, szczegdlnie 8-2 i 8-3: problem policjanta i predkos¢ jako
pochodna).

¢ Dla chetnych: 8-5 (przyspieszenie, pochodne drugiego rzedu), 9-2...9-3 (predkos¢ jako
wektor, sktadowe), 9-6...9-7 (rozwigzywanie rownan ruchu krok po kroku).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* R.Leitner, Zarys matematyki wyzszej dla studiow technicznych, cz. I: §47 (definicja, pochodne
z definicji), §48 (styczna, normalna, rézniczkowanie graficzne), §49 (fizyczny sens
pochodnej), §50 (ciaglos¢ a rozniczkowalnosé), §51 (regutly, funkcja odwrotna i ztozona,
pochodna logarytmiczna).

* M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna 1. Definicje, twierdzenia, wzory, rozdz. 4:
precyzyjne definicje, pochodne jednostronne, tabela pochodnych i duzo ¢wiczen.

Po przyblizeniach i ekstremach (1.4 Rachunek rézZniczkowy w praktyce) przyjdq catki (1.5 Catki).
Feynman stawia tam odwrotne pytanie: znamy predkos¢ w kazdej chwili, ile wynosi droga?
Odpowiedz to suma wielu iloczynow v At, a zwiqzek z pochodnq okaze sie najwazniejszym
twierdzeniem catego rachunku.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

) f(L+h)—f(1) h+2h?
‘ h  h

59 — 75 75 — 100 59 — 100
2. Do przodu: T —1,6 °C/min. Do tytu: 0 - —2,5 °C/min. Symetrycznie: 0

—2,05 °C/min. Najlepszy jest symetryczny, bo ¢ = 10 lezy w Srodku przedziatu (zadanie 5 w tej czesci

=1+2h =1 f(1) = —1,stycznay = -1+ (z — 1) =z — 2.

pokazuje dlaczego). Stygniecie zwalnia, wiec szacunek ,,do tylu” zawyza tempo, a ,,do przodu” je
zaniza.
zT—a 2

x . . . 2 1 2
= — — —.Przecinaosiewz = 2aiy = —, wiec pole 5 - 2a - — = 2
a? a a? a a

1 1
3. f'(a) = — stycznay = P

J A Isint
h h

nie istnieje. Wykres | sin z| ma w zerze ostrze, a z|z| jest tam gladki.

= |h| — 0z obu stron, wiec f'(0) = 0. (b)) —— — +1dlah — 0"i—1dlah — 0, wiec g'(0)

+ 2R3 ) \
S =3+ 1, bladh’ =

0,01 (wynik 3,01). W ilorazie symetrycznym wyraz h? z rozwiniecia wchodzi raz z plusem i raz z

5. Do przodu: 3 + 3h + h?, btad 3h + h% = 0,31 (wynik 3,31). Symetrycznie:

minusem, wiec btad jest rzedu h?, a nie h. Ten sam pomyst stoi za metoda potowy kroku w fizyce
(zob. Dzial 1: Ruch i jego przyczyny, §6.2).

Zadania - czesc 2

. 1 .- 1 . - 2 . z . 1
1. (a) 5a’; (b) 3272 = YL (c) 2273 = — (d) 3% In 3; (e) 1o
cos(z + h) — cosz cosh —1 . sin h . .
2. =coset: ————— —sinx - —cosx-0—sinz-1= —sinx.
h h h
3.g(z) = sin — 180 , wiec ¢'(30) = ﬁ cos 30° ~ 0,0151 na stopiefi. W radianach (sin)' (§) = cos § ~ 0,866

na radian. Pochodna to tempo zmian na jednostke argumentu. Jeden radian to ok. 57,3°, wiec tempa
r6znig sie o ten czynnik: 0,866/57,3 ~ 0,0151.

. 1 q 0,368 - 102
4.q——ﬁqge t/(RC) — “RC’ , wiec I = }% Wchwilit = RC:q = qp/e =~ 0,368 mC, I ~ 5 105 R~
0,184 A.
5.(e7*) = * wiec (shz) = (e +e*)=chzi(chz) = %(e“” — e *) =shz.Dlataiicuchay =

sh(:c/a), w punkc1e z=a:sh 1 ~ 1,175, czyli kat ok. 49,6° z poziomem.
Zadania - czes¢ 3

1. Reguta: 2z(z® 4 2) + (2 — 1) - 32 = 5z* — 32° + 4z. Po wymnozeniu: (z° — z* + 222 — 2)' = ba* —
3z +4x v.

(2+1)—(z+1)-2z 1-2z—2a°
(2 +1)2 (224 1)2

1
2.(a) 3z’ Inz + 2% - - = 3z2Inz + z%; (b)

3.e”sinx + ze”sinz 4 z e” cos x. W zerze kazdy wyraz zawiera sin 0 = 0 albo czynnik z = 0, wiec
pochodna wynosi 0.
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4. Wzorem Feynmana: ?P R~ % + 4%. Przy samej temperaturze: o 4%. Z polem: —2% + 4% = 2%.

(Doktadnie 1,01 ~ 1,0406, a 0,98 - 1,01* ~ 1,0198, wiec przyblizenie jest dobre dla matych zmian.)

u ! !/
. u —qu u — -v uv—uv . . . . e e .
5.4 = q'v+ qv’, wiecq = v _ r = o Zalozenie, ze q jest r6zniczkowalna, tez da

sie udowodni¢ (Leitner §51 robi to wprost z definicji).

Zadania - czes$¢ 4

4 2 —sinx
1. (a) 6z cos(3z2); (b —2te’t2; (¢ = ;(d = —tanz.
(&) (32%); (b) ()2\/1+4w V14 4z cos T

2.z =sinydlay € [—%, %], 3—$ =cosy =+v1— sin’ y = v/1 — z2. Znak plus, bo na tym przedziale
Y

cosy > 0. Wzor dziata dla |z| < 1. Na konicach przedziatu styczna do arcsin jest pionowa.

3. .SI = —plpe " = —0,5e 11y ~ —0,184 I na metr. Dla nurka: = (CilI &~ —0,184-0,3 ~ —0,055 I, na
z T
sekunde.
2 2yy . 9z 18 V3
. — =\, C - ——_——e— = — ’4 .

5.(2°) =2°(lnz+1)=0 <= lnz = -1 <= z = 1/e ~ 0,368. Warto$¢ e '/* =~ 0,692. To najmniejsza
warto$é z* dlaz > 0.

1

1
6. (f 1(5) = ) =7 Styczna: y = 2+ 1 (x — 5). Styczna do f toy = 5 + 4(z — 2). Zamiana z <> y daje

£ =>5+4(y—2),czyliy = 2+ 1(z — 5). Odbicie w prostej y = z zamienia role osi, wiec styczne tez sie
odbijaja, a nachylenie przechodzi w odwrotnos¢.

Zadania - czesc 5
l.o=06t>— 18t + 12 =6(t — 1)(t — 2): cialostoiwt = 1sit =2s.a =12t — 18 = 0dlat = 1,5 s.

2.v=15—-10t =0dlat = 1,55, hyaxy = 11,25 m. Upadek wt = 3 s, v = —15 m/s. Przyspieszenie wynosi
—10 m/s? przez caly czas, takze w najwyzszym punkcie.

3.a= v%oe*‘/T, a(0) = U%o =g, wiecT = 1%0 ~5ls.a=g/2dlaet/” = %, czylit = 7In2 = 3,5 s. Wtedy

V= 0s/2 = 25 m/s.

4 _dv  dv dz dle _ 3 dv 2 . 2z g __ .
TR A T e dx_2\/2gw’WIQca_ 9 g U
ty) —x(t
5. M = vy + 3a(t +t2) = v (142). Dla t’ nie: w przedziale [0; 2] predkos¢ éredniato § =4, a
2 —t

v(1) = 3. Przy stalym przyspieszeniu wykres v(t) jest prosta, wiec Srednia réwna sie wartosci w
$rodku. To uzasadnia metode potowy kroku (zob. Dziat 1: Ruch i jego przyczyny, §6.2).

Zadania - czesc 6
1.5=1[2,2t, ~1,3=100,2 0. Wt=1:[3| =vA+ 4+ 1=3m/s.
2.w=2m-2=4n ~ 12,57 rad/s,v = wR ~ 6,28 m/s, a = w?R ~ 79 m/s? ~ 8 g.

3.7 = [—3sint, 2cost|, |7|? = 9sin’t + 4 cos® t. Najwieksza szybkoé¢ 3 w punktach (0, +2), najmniejsza 2
w punktach (+3, 0). @ = —7%, wiec |d| jest najwieksze (réwne 3) w punktach (£3, 0), czyli tam, gdzie

1.3 - Pochodne 38/39


http://127.0.0.1:35557/pl/physics/1/

cialo jest najwolniejsze, a tor najbardziej zakrzywiony.

4.7 = [10t, 104/3t — 5t%], ¥ = [10, 104/3 — 10¢]. |#|> = 100 + (10+/3 — 10t)? jest najmniejsze dlat = /3 ~
1,73 s (najwyzszy punkt). Szybkos$¢ wynosi wtedy 10 m/s.

5. Na starcie & = [cos 60°, sin60°]: a; = @ - 9 = —10sin 60° ~ —8,66 m/s? (kamien zwalnia), a,, =
4 1
10 cos60° = 5m/s?, p = % = 80 m. W najwyzszym punkcie a; = 0, a, = 10 m/s?, p = %) =10 m.

Tor jest tam zakrzywiony najsilnie;j.

d - Lon
6. E(FX ) =UXxU+7xd=7xdad,bod x ¥ =0.Dlasily centralnejd || 7, wiec# x @ = 0i L = 0. Stad
ruch planety odbywa sie w jednej ptaszczyznie i obowiazuje drugie prawo Keplera.

Zadania - czes$¢ 7

-10
47 - 25

1.V = 4nr’i, wiec 7 = ~ —0,032 cm/min.

2.P =2mri=2r-2-0,3~ 3,77 m? /s. To obwéd razy predko$é brzegu.

. . . 9
3.8 —a? 4y s=100m, 5= 22y _80-30160:-20 g0 o
s 100
. . 2
(e . T Y . ye . 225
4.y = 15 cm. Rézniczkujemy: =y =0, wiecy = — 2T = 500" (—2) = 40,5 cm/s. Obraz oddala

sie od soczewki z predkoscia 0,5 cm/s.

. . 1
5.pV7 +pyV1 IV =0, wiec p = —’y%V =14- % - 0,1 = 7 kPa/s. W przemianie izotermicznej 5 kPa/s,

czyli v razy mniej.

. . . 0,5
6.cosf = z/5, wiec —sinff = /5. Dlaz = 3:sinf = 0,8, 0 = 508 —0,125 rad/s ~ —7,2°/s.
* Yy
Matematyka - Pochodne. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-Wesley 1963; New Millennium
Edition 2011), rozdz. 8; R. Leitner, Zarys matematyki wyzszej dla studiow technicznych, cz. 1, §47-51, §60; M. Gewert, Z. Skoczylas, Analiza matematyczna
1. Definicje, twierdzenia, wzory, rozdz. 4. Cytaty w ttumaczeniu wtasnym, odnos$niki do Feynmana w formacie tom-rozdziat-podrozdziat.
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