MATEMATYKA @ 1.2

Clqgl granlce
i ciggtosc

Zenon twierdzil, Ze Achilles nigdy nie dogoni zétwia, bo zanim
dobiegnie tam, gdzie z6tw byl, ten zdazy sie przesunac.
OdpowiedZ na ten paradoks to pojecie granicy: nieskoniczenie
wiele krokéw moze da¢ skonczony wynik. Na granicy stoi cala
analiza: pochodna, calka, szeregi. Ta lekcja buduje ja od ciggéow
liczb, przez granice funkcji, do ciagtosci i metody bisekcji, ktéra
z samej ciggtosci robi algorytm rozwigzywania rownan.
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o Prolog: Achilles i zotw

Feynman przytacza paradoks Zenona. Achilles biegnie dziesie¢ razy szybciej niz z6tw, ktory
startuje 100 m przed nim. Gdy Achilles przebiegnie te 100 m, zétw jest 10 m dalej. Gdy Achilles
przebiegnie 10 m, z6lw jest metr dalej, potem 10 cm dalej i tak bez korica. Wniosek Zenona: zétw
zawsze jest z przodu. Feynman odpowiada, ze skonczony odcinek czasu da sie podzieli¢ na
nieskonczenie wiele kawatkow, tak jak odcinek dzieli sie wcigz na po6t. Nieskonczenie wiele
krokéw w rozumowaniu nie oznacza nieskonczenie dtugiego czasu. FLP I-8-2

Policzmy to. Achilles przebiega kolejno 100, 10, 1, 0,1, ... metréw. Po kolejnych krokach ma za soba
100, 110, 111, 111,1, 111,11,

Te liczby rosna z kazdym krokiem, ale nigdy nie przekraczaja 111,1 = 1000/9 m (to suma ciggu
geometrycznego, lekcja 0.2 Rownania, nieréwnosci, wielomiany i utamki proste) i zblizaja sie do
tej warto$ci dowolnie blisko. Wladnie tam Achilles dogania zétwia. To samo daje prosty rachunek:
przy predkosciach 10 m/s i 1 m/s z rdwnania 10t = 100 + ¢t wychodzi ¢t = 100/9 s, czyli 1000/9 m.

Pytanie na start. Co doktadnie znaczy ,,zblizajq sie dowolnie blisko”? Jak to sprawdzic, nie wypisujqc
nieskoriczenie wielu liczb? Odpowiedz w czesci 2.

1 Ciagi

Ciag to ponumerowana lista liczb a, a,, as, . . ., czyli funkcja, ktéra numerowi n przypisuje liczbe
an, (lekcja 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne). Ciag mozna podaé na dwa
sposoby:

. 1 .
e Wzorem ogolnym, np. a, = —: od razu policzysz dowolny wyraz.
n
* Rekurencyjnie: pierwszy wyraz i przepis na nastepny z poprzedniego, np. a1 = 1, ap+1 =

1 2
3 (an + —) . Tak dziala wiekszo$¢ algorytméw numerycznych.
a.

n

Dwa ciagi spotkasz wszedzie. Arytmetyczny ma stala réznice r: a,, = a; + (n — 1)r. Geometryczny
ma staty iloraz ¢: a,, = a1¢"'. Odlegtosci Achillesa to ciag geometryczny z g = 0,1, a wysokosci
odbi¢ pitki, ktora za kazdym razem traci te sama cze$¢ energii, tez.

Ciag jest rosnacy, gdy a,+1 > a, dla kazdego n, i malejacy, gdy a,+1 < a,.Jest ograniczony, gdy
wszystkie wyrazy mieszcza sie w jakims przedziale [m; M]|.
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Przyktad 1.1

Jak policzy¢

V2

samym dzieleniem?

Znany od starozytnosci przepis (metoda Herona, zwana babiloriskq; jej odmiany dziatajq dzis w

1 2
bibliotekach numerycznych) to an+1 = 2 (an + —) z a; = 1. Policz kilka wyrazow i poréwnaj z
an

V2 =1,414213562...

1 Pomyst: jesli a, jest za duzZe, to 2/a, jest za mate, wiec $rednia jest blizej /2.

2 ax=13(1+42)=15; a3 =3(1,5+1,333...) = 1,416 67; as = 1,4142157; a5 =
1,414 213562 37.

Wynik: po czterech krokach 12 poprawnych cyfr. Bledy: 9-107%,2-1073,2-107¢,2-
107'2, Liczba poprawnych cyfr mniej wiecej podwaja sie w kazdym kroku.

Sprawdzenie: 1,414 213 562 372 = 2,000 000 000 0 v. To przypadek metody Newtona,
ktéra poznasz w lekcji 6.2 Metody numeryczne: Python i C++.

/. ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 20 min

1 Wypisz pie¢ pierwszych wyrazow ciagow a,, = ib, = (—1)". Ktory jest

n
+1
monotoniczny, a ktéry ograniczony?

2 Pitka spada z2 m, a kazde odbicie wynosi ja na 60% poprzedniej wysoko$ci. Zapisz wzor
=« nawysoko$¢ po n-tym odbiciu. Po ktérym odbiciu wysoko$¢é spadnie ponizej 1 cm?

3 Policz trzy kroki przepisu z przyktadu 1.1 dla v10: a,,,; = 3 (an + (11—2), a; = 3.

4 Ciag Fibonacciego: Fy = F» = 1, F,, ;5 = F,,;1 + F,,. Policz Fyyiilorazy F,1/F, dlan =
== 5,...,10. Do czego sie zblizaja?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie
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2 Granica ciggu

Liczba g jest granica ciagu, gdy wyrazy zblizaja sie do niej dowolnie blisko i juz tak zostaja.
,Dowolnie blisko” zapisujemy tak: dla kazdej, nawet bardzo matej odlegtosci ¢ > 0 od pewnego
miejsca wszystkie wyrazy leza w odlegtosci mniejszej niz € od g:

58 DEFINICJA GRANICY CIAGU

lim a, =g <= dlakazdego e > 0 istnieje N takie, ze |a, — g| < € dla wszystkichn > N.

n—o0

Warto$¢ bezwzgledna mierzy tu odlegtos$¢ (lekcja 0.2 Réwnania, nieréwnosci, wielomiany i
utamki proste). Definicje czyta sie jak gre: przeciwnik podaje ¢, ty musisz wskaza¢ N. Jesli dla
kazdego ¢ potrafisz, granica wynosi g. Gdy przy ciagu piszemy samo lim, chodzi o n — 0. Ciag,
ktéry ma skonczona granice, nazywamy zbieznym, a pozostate rozbieznymi.

Dlaa, =1/nig=0:|1/n| <&, gdyn > 1/e. Dlae = 0,01 wystarczy N = 100, dlae = 10°
wystarczy N = 10°. Zawsze sie da, wiec 1/n — 0. W paradoksie Zenona odlegto$é Achillesa od
1000/9 m po n krokach to 190 - 10", wiec tez dazy do zera.
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SYMULACJA1 GraweiN. Wybierz ciag i szerokos¢ pasa g £ €. Program szuka miejsca
N, od ktérego wszystkie narysowane wyrazy sq w pasie. Zmniejszaj e: dla ciagu zbieznego
N rosnie, ale zawsze istnieje. Dla (—1)" zadne N nie wystarcza.
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10 20 30 40 50 60
— wyrazya, =—pasgte =-=N
ciag (2n + 1)/(n + 3) granicag 2,0000 € 0,1000

od ktorego miejsca wszystkie wyrazy w pasie N = 47

Stan na rysunku: cigg (2n + 1)/(n + 3), € = 0,1000; N = 47.

2.1 Granice, ktore warto zna¢

L odiak>o.
n

* ¢" —0dlalg| <1; ¢" — codlag > 1; dla g = 1 ciag jest staty; dla ¢ = —1 skacze miedzy —1 a
1,adla g < —1 skacze z rosnaca amplituda; w obu przypadkach nie ma granicy.
¢ Ja—1ldlaa >0, {/n— 1(bezdowodu).
k
° Z_" — 0dlab > 1: funkcja wyktadnicza w konicu pokonuje kazda potege (lekcja 0.1 Liczby,
potegi, logarytmy i funkcje elementarne; bez dowodu).

Ciag moze tez dazy¢ do nieskonczonosci: a, — oo, gdy wyrazy przekraczajq kazda liczbe i juz nad
nia zostaja, np. n? albo 2". To nie jest skoriczona granica: taki ciag jest rozbiezny.
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2.2 Dziatania na granicach

Je$lia, — aib, — b(skonczone), to a, £ b, — a+b, ayb, — abi a,/b, — a/bdlab # 0. Dzieki
temu granice utamkéw liczy sie, dzielac licznik i mianownik przez najwyzsza potege n:

3n?—n 3—%
M2 +5 245 2+0

0
02
od tego, jak szybko poszczegdlne czesci rosna lub maleja. Trzeba je najpierw przeksztalcic¢, jak

Reguly nie obejmuja wyrazen nieoznaczonych: £, co — oo, 5, 0 - 00, 1°°, 0°, 00?. Ich wynik zalezy

wyzej.

2.3 Twierdzenie o trzech ciggach

Jesli a, < b, < ¢, od pewnego miejsca, a skrajne ciggi maja te sama granice g, to Srodkowy tez
dazy do g. Ciag ,$ci$niety” miedzy dwoma zbieznymi do tej samej liczby nie ma wyboru.
Przyklad: —1 < $22 < 1 wjec $0% _ (), choé sinn skacze nieregularnie.

Drugie wazne twierdzenie: ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny. Sumy Achillesa rosna i
nie przekraczajg 1000/9, wiec muszg mie¢ granice, nawet zanim jg policzymy.

Przyktad 2.1
Roznica dwdch duzych liczb
Oblicz granice a,, = v/n? + n — n. To przypadek oo — oco.

1 Mnozymy i dzielimy przez sume v/n? + n + n (tzw. wyrazenie sprzezone): vn? + n —
(n? +n) —n? n

n = = .
val+n+n  vVnl4+n+n

2 Dzielimy licznik i mianownik przez n:

1 1 1

— = -,
Vitl/n+1 141 2

[ Wynik: 5. ]

Sprawdzenie: dla n = 1000: 1/1 001 000 — 1000 ~ 0,49988 v'. Ten sam chwyt ratuje tez
obliczenia numeryczne przed utrata cyfr (lekcja 0.2 Réwnania, nieréwnosci,

wielomiany i utamki proste, pierwiastki rownania kwadratowego).

/. ZADANIA - CZESC 2 6 zadan - ok. 40 min
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5n—|—2_ n2—|—1_ 2n3

3 ’n2+

Oblicz granice:

5 ; 0,997,
- 3n—1 n 4

2 1
2 Dlaa, = n_:_?)
n

ig =2znajdz N dlae = 0,01.

3 Od ktérego n zachodzi 0,9" < 0,001? Uzyj logarytmu (lekcja 0.1 Liczby, potegi, logarytmy
= jfunkcje elementarne).

4 Obliczlim (vVn? + 4n — n) ilim (vn + 1 — v/n).

R . . . cosn+2
5  Pokaztwierdzeniem o trzech ciagach, ze ———— — 0.
n

6 Wytlumacz, dlaczego 1™ jest wyrazeniem nieoznaczonym. Wskaz dwa ciagi postaci (1 +
= z,)"zz, — 0, ktdére maja rézne granice.

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

3 Liczba e iprocent sktadany

W lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne zapisaliémy e = lim (1 + 2)". Teraz
wida¢, dlaczego ta granica jest ciekawa: to przypadek nieoznaczony 1°°. Najprosciej zrozumie¢ ja
przez procent skltadany. Bank daje 100% rocznie. Jesli dopisze odsetki raz na rok, 1 zt zmienia sie
w 2 zt. Je$li dwa razy po 50%, to 1,5 = 2,25 z}. Dopisujac n razy po %0%, dostajesz (1 + %)n

kapitalizacja raz co pot roku co miesiac co tydzien codziennie co godzine

(1+1)" 2 2,25 2,613 2,693 2,7146 2,71813

Mozna pokaza¢ (ze wzoru dwumianowego Newtona), ze ciag ros$nie i nigdy nie przekracza 3. Jest
monotoniczny i ograniczony, wiec ma granice: e = 2,718 28 ... Czestsze dopisywanie odsetek nie
daje nieograniczonego zysku, tylko dazy do kapitalizacji ciagltej. Ogolniej

lim (1 + E)n = e”.
n

n—00

Feynman dochodzi do e inng droga, przez 10° ~ 1 + 2,3026 ¢ dla matych ¢ (lekcja 0.1 Liczby,
potegi, logarytmy i funkcje elementarne). Obie drogi prowadza do tej samej liczby (pokazemy to
w czesci 4): e to podstawa, dla ktérej e ~ 1 + h przy matym h. FLP I-22-4
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/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 20 min

1 Lokata 10 000 zt na 6% rocznie przez 10 lat. Przy kapitalizacji ciagtej daje 10 000 ¢ ~
- 18221 zl. Ile razy w roku trzeba dopisywac odsetki, zeby wynik réznit sie od tego o mniej
niz 1 z1?

5 ) . 1 n o 3 2n
Obliczlim |1 — =) ilim(1+ — .
an n n

3 Losowanie z prawdopodobienstwem % wygranej powtarzamy n razy. Jakie jest
== prawdopodobienstwo, ze nie wygramy ani razu, dla duzego n?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

4 @Granica funkcji

Granica funkcji w punkcie a méwi, do czego zbliza sie f(x), gdy x zbliza sie do a. Warto$¢ f(a) nie
gra roli; funkcja moze nawet nie by¢ w a okres$lona. Najprosciej zdefiniowad to przez ciagi:

lim, ,, f(z) = g, gdy dla kazdego ciagu x,, — a o wyrazach z dziedziny f i z,, # a mamy f(z,) — g.
Roéwnowazna definicja w stylu e: dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze |f(z) — g| < &, gdy 0 <
|z —a| < 4.

Gdy z zbliza sie do a tylko z prawej lub tylko z lewej, méwimy o granicach jednostronnych
limg_,,+ ilim,_,,-. Granica istnieje, gdy obie jednostronne istnieja i sa rowne. Dla f(z) = % W zerze
sa nieskonczone i rézne: +o0o z prawej, —oo z lewej. To pionowa asymptota, biegun z lekcji 0.2

Réwnania, nieréwnosci, wielomiany i utamki proste.

4.1 Przypadek : skroé, zanim podstawisz

z? —
Funkcja f(z) =
:E —

1
. nie jest okres§lonaw z = 1. Aledla z # 1 mamy f(z) = = + 1, wiec

lim,_,; f(x) = 2. Wykres to prosta z ,dziurka” w punkcie (1; 2). To najczestsza sytuacja przy
liczeniu pochodnych: iloraz réznicowy funkcji ciagltej w granicy h — 0 daje % (lekcja 1.3
Pochodne).
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4.2 Trzy granice, na ktorych stoi rachunek rézniczkowy

e I
3 WAZNE GRANICE
. v _ 1
im 2% =1, lme—— =1, lim(1+2)/" =e.

z—0 X z—0 x z—0

Kat x w radianach (lekcja 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne).
N J

Pierwsza pokazuje rysunek. Na okregu jednostkowym dla kata 0 <

r < 3 porownujemy trzy pola: trojkat o wierzchotkach w srodku
okregu, w punkcie (1; 0) i w punkcie na okregu (% sin z), wycinek
kota (%x, lekcja 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne) i trojkat z
bokiem na stycznej (% tan z). Kazde zawiera poprzednie, wiec sinz <

tan x

x < tan z. Dzielac przez sin i odwracajac: cosx < % <1.Gdyz —
0, cosz — 1 (ciaglos¢ cosinusa, czes$é 5), wiec z twierdzenia o trzech
ciagach (zastosowanego do dowolnego ciagu z,, — 0, zgodnie z definicja przez ciagi) S‘% — 1. Dla

sin
T

ujemnych x wynik jest ten sam, bo jest funkcja parzysta.

Druga wyprowadzamy z trzeciej. Podstawiamy ¢ = e® — 1, czyliz = In(1 + ¢),at — 0, gdy = — 0.
e’ —1 t 1

1
Wi+ m(Iie e
To jest dokladnie przyblizenie e ~ 1 + z z lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje

Wtedy = 1 (korzystamy z cigglosci logarytmu, czesc¢ 5).

elementarne. Dla x = % trzecia granica to doktadnie ciag z czeéci 3. Ze ten sam wynik wychodzi
dla dowolnego x — 0, takze ujemnego, przyjmujemy tu bez dowodu.
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SYMULACJA 2 Przyblizanie do punktu. Wybierz funkcje i powiekszaj okolice punktu a.
Funkcja w samym punkcie moze nie istnie¢ (pusta kropka), a mimo to jej wartos$ci obok
zblizaja sie do jednej liczby. Tabela pokazuje f(a + h) dla coraz mniejszych h.

-2 -1 0 1 2
— y=f(x) == granica
funkcja sin x / x punkta 0 granica 1,00

fla+h) h = 0,100: 0,998334; h = 0,010: 0,999983; h = 0,001: 1,000000

Stan na rysunku: sin x / x, powiekszenie x1; granica w O rowna 1,00.
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Przyktad 4.1

Dwie granice z sinusem i cosinusem

- sin3z ... 1—cosz
Oblicz lim,_,g 1lim, R
sin 3z sin 3z .
1 —3. — 3.1 = 3 (podstawiamy u = 3z — 0).
x 3z
2 l—cosz (1—cosz)(l+cosz) sin’z 1 1 1
2 z2(1 4 cosz) 22 l4cosz 2 2

[ Wynik: 31 % j

Sprawdzenie: dla z = 0,01: sin 0,03/0,01 = 2,99955 v i (1 — cos0,01)/10~* = 0,499996

v.Druga granica uzasadnia przyblizenie cosz ~ 1 — %Z z lekcji 0.3 Trygonometria i

funkcje hiperboliczne.

/. ZADANIA - CZESC 4 7 zadan - ok. 45 min
1 o oxr—4 . 22241 .. sinbzx
Oblicz: lim ; lim ; lim .
- z—=2 © — 2 T—00 :]'32 — T z—0 2x

Podaj granice jednostronne f(z) = % w zerze. Czy istnieje lim,_ f(x)?

3 Wahadto o dtugosci l wychylone o kat 6 podnosi ciezarek o h = (1 — cos #). Korzystajac z
=« przyktadu 4.1, pokaz, ze dla matych katéw h ~ %102. Policz h dokladnie i w przyblizeniu
dlal=1mié = 10°.

2z
. . e —1., . tanzx
4 Oblicz lim ilim
z—0 x z—0 xr

2z +31? Policz odpowiednie granice.

5 Jakie asymptoty ma f(z) =

6  Kalkulator w trybie stopni liczy T Qlag = 0,001. Co pokaze i dlaczego to nie jest 1?
T

. 1 . .1 .. . . .
7 Czyistnieje limsin —? A lim 2 sin —? Uzasadnij przez ciagi lub twierdzenie o trzech
z—0 T z—0 T

ciggach.
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

5 Ciagtosc i bisekcja

Funkcja jest ciagla w punkcie a, gdy lim,_,, f(z) = f(a): granica istnieje, wartos¢ istnieje i sg
réwne. Intuicyjnie: wykres w tym miejscu mozna narysowac bez odrywania otéwka. Wszystkie
funkcje elementarne z lekcji 0.1-0.3 (wielomiany, wykladnicza, logarytm, sinus, cosinus) sg ciagle
w swoich dziedzinach. Ciggle sa tez ich sumy, iloczyny, ilorazy (poza zerami mianownika) i

zlozenia.
Najczes$ciej spotkasz trzy rodzaje nieciagltosci (bywaja tez inne, np.
oscylacja sin % w zerze z zadania 4.7). Formalnie o ciagto$ci méwimy 1
sin & 1 T

w punktach dziedziny; % i sq ciagle w swoich dziedzinach, a zero

Tz
do nich nie nalezy. Moéwimy wtedy potocznie, ze wykres ,,rwie sie” w
tym punkcie:

¢ Skok: granice jednostronne istnieja, ale sa rézne, np. napiecie po wlaczeniu przelacznika
albo ‘im‘ W zZerze.

¢ Dziurka (nieciaglo$¢ usuwalna): granica istnieje, ale wartosci nie ma albo jest inna, np. Sl%
w zerze. Wystarczy dopisaé f(0) = 1, zeby funkcja stala sie ciagla.

* Nieskoniczono$é: funkcja ucieka do oo, np. < w zerze.

Ciaglo$¢ to co$ stabszego niz rézniczkowalno$é: |z| jest ciaglta w zerze, ale ma tam ostrze i nie ma
pochodnej (lekcja 1.3 Pochodne).

5.1 Wtasnosc¢ Darboux i bisekcja

Funkcja ciagla na przedziale [a; b] przyjmuje kazdg wartos¢ posrednia miedzy f(a) a f(b). W
szczegolnosci: jesli f(a) i f(b) maja przeciwne znaki, to gdzies miedzy a a b jest miejsce zerowe. To
wlasnos¢ Darboux. Z niej wynika prosty i niezawodny algorytm, bisekcja:

1. Wez przedzial, na ktérego koncach f ma rézne znaki.
2. Policz f w $rodku przedziatu. Jesli wyjdzie zero, koniec.
3. Zostaw te potowe, na ktorej konicach znaki sg nadal r6zne. Wré¢ do kroku 2.

Po n krokach przedziat ma szerokos¢ (b — a) /2", wiec ciag srodkéw dazy do miejsca zerowego.
Kazdy krok daje jeden bit doktadnosci: z przedziatu o szerokosci 1 na 6 cyfr po przecinku trzeba
ok. 20 krokéw, bo 2% ~ 10°.
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SYMULACJA 3  Bisekcja dla rownania cos x = z, czyli miejsca zerowego f(x) = cosz — x
na [0; 1. Kazdy krok potowi przedzial, ktéry na pewno zawiera rozwigzanie. Poréwnaj
szerokos$¢ przedziatu z 27".

1,0 SN

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
— f(x) =cos x-x — przedziat
przedziat [0,625000; 0,750000] szerokos¢ =27" 0,1250000 srodek 0,687500

f(srodek) 0,085335

Stan na rysunku: n = 3; przedziat [0,625000; 0,750000], szerokosé 0,1250000.
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Przyktad 5.1
Rozwiazanie rownania, ktérego nie da sie rozwigzaé¢ wzorem

Rownanie cos ¢ = x nie ma rozwiqzania w postaci wzoru. Pokaz, Ze ma rozwiqzaniew [0; 1], i
znajdz je bisekcjq z doktadnosciq do 0,001.

1 f(z) = cosz — z jestciagla; f(0) =1 >0, f(1) =cosl —1~ —0,46 < 0. Z wlasnosci
Darboux jest miejsce zerowe.

2 £(0,5) ~ 0,38 > 0, wiec [0,5; 1]. £(0,75) ~ —0,018 < 0, wiec [0,5; 0,75]. £(0,625) > 0,
wiec [0,625; 0,75], i tak dale;j.

3 Szeroko$¢ 27" < 0,001 dla n = 10. Po 10 krokach przedziat to [0,738 28; 0,739 26].

[ Wynik:  ~ 0,739 (doktadniej 0,739 085). }

Sprawdzenie: cos 0,739 085 = 0,739 085 v. Wpisz dowolna liczbe do kalkulatora w
trybie radianéw i naciskaj ,,cos”: po ok. 35 naci$nieciach wynik ustali sie na 6
cyfrach. To ciag rekurencyjny z,,,; = cos z,,. Jego granica spelnia x = cos z, czyli jest
punktem stalym cosinusa, a taka metoda to iteracja punktu statego.

/. ZADANIA - CZESC 5 7 zadan - ok. 45 min

2

-9
1 Dlajakiej wartosci c funkcja f(z) = a; —3 dlaz # 31 f(3) = cjest ciagta?

2 Jakiego rodzaju nieciagtos$ci maja: wz = 2; |z] (najwieksza liczba catkowita nie

_1
(z—2)?
W zerze?

sin x

- wiekszanizz) wz = 1; =

3 Pokaz, ze rownanie 3 — z — 1 = 0 ma pierwiastek w [1; 2]. Wykonaj trzy kroki bisekcji.

4 TIle krokéw bisekcji trzeba, zeby z przedziatu o szerokos$ci 10 dojéé do doktadnoéci 1072

5 0 6:00 turysta wychodzi z dotu na szczyt i dochodzi tam o 18:00. Nastepnego dnia o 6:00
== schodzi ta samg $ciezka i jest na dole przed 18:00. Pokaz, ze jest takie miejsce na $ciezce,
w ktorym byt o tej samej godzinie w oba dni.

6 Pokaz, ze wielomian stopnia nieparzystego zawsze ma przynajmniej jeden pierwiastek
“=  rzeczywisty.
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7  Bisekcja daje jeden bit na krok, a przepis z przyktadu 1.1 podwaja liczbe cyfr. Czemu w
== ogoble uzywa sie bisekcji?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

6 Btedne intuicje

x ,,Ciag rosnacy dazy do nieskonczonosci.”

Nie musi: ;%5 ro$nie i dazy do 1. Sumy Achillesa rosng i dazg do 1000/9.

x ,Granica to wartos¢, ktora cigg w koncu osiaga.”

Nie musi jej osiggac: % nigdy nie jest zerem. Granica méwi, do czego ciag zbliza sie
dowolnie blisko.

x ,1%=1 00-00=0, § =1"

. . . . o ’71 2 n .
To wyrazenia nieoznaczone: wynik zalezy od szczegotéw. (1+ 1)" — e, anie 1.

x  Granica funkcji w punkcie to po prostu jej wartosc¢.”
Tylko dla funkcji ciagle;. % w z = 1 nie ma warto$ci, a granica wynosi 2.
x  ,Funkcja ciggta ma pochodna.”

|z| jest ciagla, a w zerze pochodnej nie ma. Istnieja nawet funkcje ciaglte wszedzie i
nigdzie nierézniczkowalne.

x ,Nieskonczenie wiele krokow to nieskonczenie dtugo.”

Paradoks Zenona: kroki coraz krétsze moga sie sumowac do skonczonej wartosci. Kiedy
dokladnie tak jest, powie lekcja o szeregach (1.6 Szeregi liczbowe i potegowe).

7 Sprawdz sie

dn—1+

1 Ile wynosilim 5

2.
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2 Czyciag (—1)" ma granice?

Nie: wyrazy skacza miedzy —1a 1.

3 Doczegodazy (1+1)"2

Doe =~ 2,718.

sinz
T

4 Ilewynosilim, .o i dlaczego tylko w radianach?

i inra~ i i o
1. W stopniach sin z ~ g5, wigc granica to 5.

5 Kiedy funkcja jest ciagla w punkcie a?

Gdy lim,,, f(z) = f(a).

6 Oile zweza sie przedzial w jednym kroku bisekcji?

Dwa razy.

7  Gdzie Achilles dogania z6lwia w przykladzie Zenona?

Po1000/9 ~ 111,1 m.

1.2 - Ciagi, granice i ciaggtos¢ 16/19



s Karta wzorow i co dalej

e
CIAGI
a, — g: dlakazdego e > 0 jest N, ze |a, —
gl <edlan> N
arytmetyczny a; + (n — 1)r;
geometryczny a;q" !
L —=0; ¢"—0dlalg| <1; yn—1;
200> 1)

utamki: dziel przez najwyzsza potege;
0o — oo: mnoz i dziel przez sume
pierwiastkéw

trzy ciagi; monotoniczny i ograniczony =
zbiezny
(1+ £)n — e’

n

nieoznaczone: 2, 22,00 —00,0-00,1%, 0°,
o0

FUNKCJE

lim, ,, f = g: f(z,) — g dla kazdego z, —
a, T, # a, x, z dziedziny

granica istnieje < obie jednostronne
istnieja i sa réwne

sine _, ] €=l 471 (1+:r)1/”” — e,
x

T

— 1 (przy z — 0)

l—cosz
22

ciagtosé: lim, ,, f(z) = f(a)
nieciagtosci: skok, usuwalna,
nieskonczona

Darboux: f ciagla na [a; b] i zmiana znaku

= miejsce zerowe; bisekcja: szerokos¢
(b—a)/2"

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 8-2 (paradoks Zenona i problem z definicja predkosci; prowadzi wprost do

pochodnej).

¢ Dla chetnych: 22-4 (skad sie bierze e, przez kolejne pierwiastki z 10).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: rozdzialy o ciagach, szeregach i granicach.

¢ Dowolny podrecznik analizy matematycznej dla pierwszego roku studiéw: definicja granicy

w jezyku -4 z dowodami.

Granica ilorazu réznicowego to pochodna (1.3 Pochodne): tam wazne granice z czesci 4 dadzq
pochodne sinusa i funkcji wykladniczej. Granica sum to calka (1.5 Calki), a granica sum
czesciowych to szereg (1.6 Szeregi liczbowe i potegowe), ktory dokoriczy rachunek Zenona.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. %, %, %, ‘51, % rosnacy i ograniczony (miedzy 0 a1). —1,1,—1,1, —1: ograniczony, nie jest monotoniczny.

2. hy, =2-0,6" m. 0,6" < 0,005dlan > 2% ~ 10,4: po 11. odbiciu.
3.a3 = 3,166 67, ag = 3,162 28, ay = 3,1622777; /10 = 3,162 277 66.

4.1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89; Fyy = 55. Ilorazy: 1,6; 1,625; 1,615; 1,619; 1,618; 1,618 — zlota liczba
1v5 ~ 1,618
2 »010-

Zadania - czes$¢ 2
1. g; 0; oo (rozbiezny); 0.
2. lan — 2| = —2— < 0,01 dlan > 497, wiec N — 497.
n+3

In 0,001

3.n> 0.9

~ 65,6, czyli od n = 66. Uwaga: dzielac przez In0,9 < 0, odwracamy nier6wnos¢.

4. 2 (tym samym chwytem: ﬁn%); 0 (\/n—+++ﬁ).

5.1 <cosn+2 < 3,wiec L <a, < 2,aobaskrajne daza do 0.

6. Podstawa dazy do 1, ale wykladnik rosnie, i wynik zalezy od tego, ktére dzieje sie ,,szybciej”.

(1+5)" =1,bol<(1+%)" = [(1 + #)nz}l/n <3V 5 1A (1+1)" — e(czesé 3).
Zadania - czes¢ 3

1. n = 12: brakuje 27 zt; n = 52: 6,30 zt; n = 365: 0,90 z}. Granica 1 zt wypada przy ok. n = 330, czyli
prawie przy kapitalizacji dziennej. Zbiezno$¢ jest powolna: réznica maleje mniej wiecej jak %

2.e71~0,368; [(1+ %)"]2 S (e3)2 = .

3. (1 — }—l)n — e~ ! ~ 0,37. Na przykiad przy szansie 1 na milion i milionie préb zostaje 37% szans na

brak wygrane;j.
Zadania - czes$¢ 4

. 9. 5
1.4; 2; 3.

2.Z prawej 1, z lewej —1. Sa rézne, wiec granica nie istnieje.

3.1 —cosf =~ %. 0 = 0,1745 rad: doktadnie 1 — cos 10° = 0,015 19 m, przyblizenie 0,015 23 m. Réznica
ok. 0,25%.

e —1 sinz 1
— 2 .
xXr xXr COS T

4,2. — 1.

5. Pionowa z = 3 (lim, .3+ = +00), pozioma y = 2 (lim,_,1+,, = 2).
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6.

7.

sin 0,001°/0,001 ~ 0,017 453 = {%5. Granica réwna 1 zachodzi tylko dla kata w radianach; w stopniach

.

s ~ 180

Pierwsza nie: dla x,, = # wartosci to 0, dla z,, = wartosci to 1, a oba ciagi daza do 0. Druga

1
2nm4/2
tak: —|z| < zsin 1 < |z|, wiec granica to 0.

Zadania - cze$¢ 5

1.

2.

¢=6,bo L2 =z 43— 6.

Nieskoniczona; skok; usuwalna.

Cf(1)=—1, f(2) = 5. £(1,5) = 0,875 > 0: [1; 1,5]. £(1,25) ~ —0,30: [1,25; 1,5]. f(1,375) ~ 0,22:

[1,25; 1,375]. Pierwiastek: 1,3247.

.10/2" < 107, czyli 2" > 10, n > 101log, 10 ~ 33,2: 34 kroki.

.d(6:00) =0—L < 0id(18:00) = L — 0 > 0, gdzie L to dlugo$¢ sciezki (drugiego dnia turysta jest o

18:00 juz na dole). Funkcja d jest ciagla, wiec ma miejsce zerowe: o tej godzinie turysta byt w obu
dniach w tym samym miejscu Sciezki. Sama réwna wysoko$¢ by nie wystarczyta, bo sciezka moze i$¢
w gére i w dot.

. Dla duzych |z| decyduje wyraz a,z" (lekcja 0.2 Rdwnania, nieréwnosci, wielomiany i utamki proste),

a przy nieparzystym n ma on rézne znaki dla z — +ooix — —oo. Wielomian jest ciagly, wiec z
wtasno$ci Darboux przechodzi przez zero.

. Bisekcja zawsze dziala dla funkcji ciaglej ze zmiana znaku i daje gwarantowany przedzial. Szybkie

metody (Newton) potrzebuja pochodnej (lekcja 1.3 Pochodne) i dobrego punktu startu; moga sie
rozbiec. W praktyce taczy sie obie: bisekcja zaweza przedziat, Newton konczy (lekcja 6.2 Metody
numeryczne: Python i C++).

Matematyka - Ciagi, granice i ciagtos¢. Zrodta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1 (Addison-Wesley 1963; New
Millennium Edition 2011), 8-2 i 22-4; K. A. Stroud, Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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