MATEMATYKA 1.1

Rachunek wektorowy

Wektory poznajesz tak, jak wprowadza je Feynman. Nie
zaczynamy od ,strzalek ze zwrotem”, tylko od pytania, co zostaje
takie samo, gdy obrdécisz uklad wspédtrzednych. Z tej jednej mysli
wynikaja dodawanie wektorow, iloczyn skalarny, iloczyn
wektorowy i to, dlaczego prawa fizyki zapisujemy wtasnie w ten

sposob.
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o Prolog: co sie nie zmienia

Przeprowadz doswiadczenie z wahadlem w laboratorium, a potem obro¢ caty stét o 30° wokét osi
pionowej i powtorz je. Wynik sie nie zmieni. Przenies$ aparature do sasiedniej sali: znowu to
samo. Ta zwyczajna obserwacja jest jednym z najglebszych faktow fizyki. W przestrzeni nie ma
wyroznionego miejsca ani wyrédznionego kierunku, o ile obracamy wszystko, co ma znaczenie.
Dla wahadtla oznacza to takze Ziemie: zegar wahadlowy przechylony na bok przestaje chodzié
poprawnie, bo kierunek pionu wyznacza Ziemia, a nie przestrzen. Feynman otwiera tg
obserwacja rozdzial 11 i podkresla, Ze to w istocie rozdziat o symetrii praw fizyki, a rachunek
wektorowy to tylko technika, ktéra te symetrie wykorzystuje. FLP I-11-1.4

Problem jest praktyczny. Wspéirzedne punktu zaleza od tego, gdzie postawisz poczatek uktadu i

jak skierujesz osie. Gdyby prawa fizyki zapisywac zwyktymi liczbami z, y, z, kazde prawo trzeba
by sprawdza¢ osobno w kazdym obréconym ukladzie. Wektory rozwiazuja to raz na zawsze. Jesli
prawo jest rownoscia dwéch wektorow i jest prawdziwe w jednym ukladzie, to jest prawdziwe w
kazdym.

Cala ta lekcja to rozwiniecie jednego pytania: ktore wielkoSci zmieniajq sie przy obrocie osi, a
ktore nie? Sktadowe sie zmieniaja. Dlugos$¢ wektora, kat miedzy dwoma wektorami i objetos¢
bryly rozpietej na trzech wektorach sie nie zmieniaja. Te niezmienniki daja: iloczyn skalarny
(dtugosé i kat), dtugos¢ iloczynu wektorowego (pole) i iloczyn mieszany (objetosc).

1 Wektor to trzy liczby

1.1 Skalary i wektory

Niektére wielko$ci sa po prostu liczbami: temperatura, masa,
energia, liczba ziemniakéw w worku. Nazywamy je skalarami. Inne
maja kierunek: przesuniecie, predko$¢, sita, ped. Zeby opisaé krok z
poczatku uktadu do punktu P, potrzeba trzech liczb (z, y, z).
Feynman oznacza je jednym symbolem 7 i méwi wprost, Ze to trzy

liczby naraz. FLP I-11-4

wektor = trzy liczby (x, y, 2)

Wektor to trzy liczby.

R. Feynman, FLP I-11-4 (ttum. wtasne)

Te trzy liczby to skladowe wektora w danym ukladzie osi. Zapisujemy je w nawiasie albo przez
wersory osi, czyli wektory jednostkowe 7, 7, k skierowane wzdtuz z, y, 2:

d=laz, ay, a;] = a7+ ayj+a. k.
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Wektor przesuniecia od punktu A do punktu B to réznica wspéirzednych ,koniec minus
poczatek”: AB = B — A.

1.2 Ale nie kazde trzy liczby

Tu jest sedno. Jas mierzy wspolrzedne wzgledem swoich osi, a y
Matgosia od osi obréconych o kat 6. Ten sam krok w przestrzeni ma u R L =
nich rézne sktadowe. Dla obrotu wokot osi z zwigzek jest taki: x’
FLP I-11-3 ayx” b T
N\ S
\ T ay
. . N ,/’ﬁ 30°
@y = ay cosf + a,sind, ay = —agsinf + a, cos b, ay = a,. Sl
a, x

ten sam wektor, inne sktadowe

Wektorem nazywamy kazdq tréjke liczb, ktéra przy obrocie osi

zmienia sie dokladnie wedlug tej regutly, czyli tak jak sktadowe kroku w przestrzeni. Predkos¢ jest
wektorem, bo jest ilorazem przesuniecia przez czas. Sita jest wektorem, co sprawdzamy
doswiadczalnie. Za to trdjka ,temperatura w Warszawie, w Krakowie i w Gdansku” wektorem nie
jest, bo obrot osi nie ma na nia zadnego wptywu.

4 )
6 DEFINICJA - WEKTOR

Wektor to wielko$¢ opisana w kazdym uktadzie osi trzema liczbami, ktére przy obrocie osi
przeksztalcajg sie tak jak wspétrzedne przesuniecia. Dtugos$¢ wektora

| = /a2 + a2 + a?

jest w kazdym uktadzie taka sama. Wersor kierunku a to a = a@/|é|, wektor o dtugosci
1.
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SYMULACJA 1 Skladowe zaleza od osi, dtugos$¢ nie. Przeciagnij koniec wektora @ i
obracaj osie Malgosi. Jej sktadowe sie zmieniaja, a suma ich kwadratéw zostaje taka sama
jak u Jasia.

— wektora — osieJasiax,y = = osie Matgosix/,y'
uJasia [3,00; 2,00] u Matgosi [3,60; 0,23] lal 3,61 a,*+a? 13,00
a,®+a,? 13,00

Stan na rysunku: a = [3,00; 2,00] w osiach Jasia, osie Malgosi obrdcone o 6 = 30°, w
nich a = [3,60; 0,23]; |al] = 3,61 w obu uktadach.

Zysk z tej definicji jest ogromny. Jesli prawo fizyki zapiszesz jako réwnos¢ wektoréw, na przyktad
F' = md, to w kazdym ukladzie oznacza ono trzy réwnania na sktadowe. Obie strony
przeksztalcaja sie przy obrocie tak samo, wiec rownos¢, prawdziwa u Jasia, jest automatycznie

prawdziwa u Malgosi. Zapis wektorowy wbhudowuje symetrie przestrzeni w samo réwnanie.
FLP I-11-6

1.3 To samo po szkolnemu: odcinek skierowany

Na wyktadzie i na kolokwium spotkasz definicje geometryczna. Obie definicje sie uzupeiniaja:
odcinek skierowany ma punkt zaczepienia, a tréjka sktadowych go nie ma. Zobaczysz nizej, kiedy
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ta rOznica ma znaczenie. Leitner §21

4 )
58 DEFINICJA - JAK NA KOLOKWIUM

Wektor AB to uporzadkowana para punktéw: poczatek (punkt zaczepienia) A i koniec B.
Wektor niezerowy ma trzy cechy:

¢ modul (dlugosé): dtugosé odcinka AB,
* kierunek: kierunek prostej, na ktorej lezy, czyli jego linii dziatania,
e zwrot: od A do B.

Wektor zerowy 0 (poczatek pokrywa sie z koncem) nie ma kierunku ani zwrotu.
Umawiamy sie jednak, ze wektor zerowy jest réwnolegly i prostopadtly do kazdego
wektora. Dwa wektory niezerowe sg rOwne, gdy majg ten sam kierunek, zwrot i
modut. Punkty zaczepienia moga by¢ rézne. Wszystkie wektory zerowe sa sobie
réwne.

- J

Czy dwa rowne wektory zaczepione w réznych punktach sg w danym zagadnieniu ,,tym samym”?
To zalezy od fizyki. Leitner rozréznia trzy przypadki (przyklad z przesunieciem jest nasz):

* Wektory umiejscowione: liczy sie punkt zaczepienia. Przyklady: wektor potozenia ¥ = oM
oraz sila dzialajgca na cialo sprezyste, bo przylozona gdzie indziej odksztalci je inacze;j.

e Wektory $lizgajace sie: mozna je przesuwaé wzdluz linii dzialania, ale nie poza nia.
Przyklad: sita w statyce ciata sztywnego. Przesunieta wzdtuz linii dzialania nie zmienia
réwnowagi, a przesunieta w bok zmienia, bo zmienia sie jej moment. Drugi przyktad:
predkos¢ katowa bryty obracajacej sie wokot ustalonej osi, czyli wektor lezacy na osi,
zaczepiony w dowolnym jej punkcie.

¢ Wektory swobodne: punkt zaczepienia nie ma znaczenia. Przyklady: przesuniecie oraz
moment pary sil w statyce ciala sztywnego.

Rachunek na sktadowych z czeéci 1.1-1.2 opisuje wektor swobodny. Wszystkie réwne odcinki
skierowane maja te same sktadowe B — A, a przy obrocie osi sktadowe zmieniaja sie wedlug
reguly z czesci 1.2. Gdy punkt zaczepienia ma znaczenie, zapamietujemy go osobno. Tak robimy
na przyktad przy momencie silty w czesci 4.
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Przyktad 1.1
Kiedy trzy liczby nie sa wektorem

Wektor @ ma u Jasia sktadowe [2, 1|. Osie Malgosi sq obrécone o 90°. (a) Oblicz sktadowe d u
Matgosi. (b) Ktos twierdzi, ze para ¢ = [a2, a,| tez jest wektorem. Sprawd? to.

1 Dla# =90 cost) =0,sinf = 1, wieca, =a, =1,a, = —a, = —2. U Malgosia =
[1, —2]. Dlugo$¢ u obojga wynosi V5.

2 UJasiaq = [2%, 1] = [4, 1]. Gdyby ¢ byto wektorem, u Matgosi miatoby sktadowe z tej
samej reguty obrotu: [g,, —¢5] = [1, —4].

3 Malgosia liczy jednak ¢ ze swoich sktadowych a: [a?/, ay] = [1, —2]. To nie jest [1, —4].

Wynik: (a) [1, —2]; (b) ¢ nie jest wektorem. Jego ,,sktadowe” zaleza od tego, kto liczy, w
sposo6b niezgodny z regula obrotu.

Sprawdzenie: dla prawdziwego wektora oba sposoby muszg dac to samo. Dla 2a
wychodzi [2, —4] jednym i drugim sposobem v/

Przyktad 1.2
Sita o zadanej wartosci i kierunku

Lina ciggnie hak w punkcie A(1, 2, 0) w strone punktu zaczepienia B(4, 6, 12) (metry) silq o
wartosci 26 N. Zapisz site jako wektor.

1 Kierunekliny: AB=B — A = (3, 4, 12] m, dtugos$¢ v9 + 16 + 144 = 13 m.
2 Wersor kierunku: @ = (3, 4, 12].

3 Sitato warto$é razy wersor: F = 26 N- 4 = [6, 8, 24] N.

[ Wynik: F' = [6, 8, 24] N. ]

Sprawdzenie: /36 + 64 + 576 = V676 = 26 N v. Wektor F‘jest réwnolegly do AB,
bo F =2N/m- AB v

/. ZADANIA - CZESC 1 6 zadan - ok. 35 min

1 Oblicz dlugo$¢ wektora d = [3, —4, 12]ijego wersor.
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2 Dane sg punkty P(—1, 4, 2)iQ(5, —4, 2). Wyznacz PQ, jego dlugos¢ i srodek odcinka
= PQ.

3 UJasiad = [2, 2]. Oblicz sktadowe u Malgosi, ktérej osie sa obrécone o 30°. O jaki kat
== Malgosia musialaby obrécié osie, zeby wektor mial u niej tylko sktadowa z'?

4 W plaszczyznie zy z wektora predkosci v = [v;, v,] tworzymy pare @ = [vy, —v;]. Czy W
== jest wektorem? Sprawdz regule obrotu dla dowolnego 6 i powiedz, co geometrycznie
robi to przeksztalcenie.

5 Do jakiego rodzaju (umiejscowione, $lizgajace sie, swobodne) naleza w opisanych

= sytuacjach nastepujace wektory: (a) wektor polozenia samolotu wzgledem wiezy
kontrolnej, (b) sita, ktora ciagniesz za line przywigzana do ciezkiej, sztywnej skrzyni
stojacej na podtodze, gdy pytasz tylko o to, czy skrzynia sie przewrdci, (c) moment pary
sil, ktéra krecisz kierownica, (d) predkos$¢ katowa kota obracajacego sie wokot osi?

6 Oszacuj, w ukladzie zwiazanym ze Sloncem, dlugo$¢ wektora przemieszczenia Ziemi w
== ciggu pot roku i droge, jaka Ziemia w tym czasie przebywa. Przyjmij orbite kotowa o
promieniu 1,5 - 10'! m. Ile wynosi przemieszczenie po pelnym roku?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

Wiecej zadan: Leitner §21-23.

2 Dodawanie, odejmowanie, rozktad

2.1 Dodawanie: po sktadowych i ,,gtowa do ogona”

Sume dwéch wektoréw definiujemy po sktadowych: @ + b = laz + bz, ay + by, a. + b;]. Feynman
zadaje od razu wazne pytanie: czy ta nowa trojka jest wektorem? Jest, bo reguta obrotu jest
liniowa. Obrécone sktadowe sumy sa suma obréconych sktadowych. FLP I-11-5

Geometrycznie oznacza to, ze poczatek b przyktadamy do konca a, a suma prowadzi od poczatku
@ do kotica b. Kolejno$¢ nie ma znaczenia, bo oba sposoby daja przekatna tego samego
réwnolegtoboku: a + b = b+ d. Mnozenie przez liczbe k zmienia dtugos¢ |k| razy. Gdy k < 0,
zmienia tez zwrot.
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A SKAD TO WIEMY?

To, ze sity dodaja sie jak przesuniecia, nie wynika z

’
O

matematyki, tylko z doswiadczenia. Najprostszy test to

stolik sil. Pier§cien trzymany przez trzy nici z odwaznikami
zostaje w spoczynku dokladnie wtedy, gdy strzalki sit trzech e e
nici (o wartosciach réwnych ciezarom odwaznikow),

ulozone glowa do ogona, zamykaja sie w tréjkat. Juz w 1586 roku Simon Stevin
doszedl do réwnowagi sit na réwni bez zadnych wzoréw, rysujac zamkniety
taiicuch kul przewieszony przez pryzmat (czes¢ 2.3). Prawo réwnolegtoboku sit

Newton zapisal jako wniosek I do zasad dynamiki.

2.2 Odejmowanie: od kofica b do kohca @

Réznica @ — b to taki wektor d, ze b+ d = . Na rysunku to strzatka od
kotica b do kotica @, gdy oba wektory wychodza z tego samego
punktu. Feynman zauwaza, ze réznice rysuje sie nawet tatwiej niz
sume. FLP I-11-5 -b

8y

a - b:od konica b do koficaa
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SYMULACIJA 2
mnozenie przez liczbe. Poréwnaj |d + b| z |a@| + |3).

A
51V

Dziatania na wektorach. Przeciagaj konce d i b, przetaczaj sume, réznice i

Y

B "6 i 2 3 B ) 6
1l
21
3l
—at
5l
— a —b — wynik == przesuniete kopie
a [3,00; 1,00], |al = 3,16 b [1,00; 2,50], |b|] = 2,69 a+b [4,00; 3,50]
la+b| 5,32 [a] +|b| 5,85

Suma: przytoz poczatek b do konca a (albo poczatek a do konica b). Obie drogi koncza sie w tym
samym punkcie, to reguta rownolegtoboku.

Stan na rysunku: a = [3,00; 1,00], b = [1,00; 2,50]; suma a + b (regula
rownolegtoboku) = [4,00; 3,50], |a + b| = 5,32, a |a|] + |b|] =5,85.

/ gV C Av
!
1
! r,
1

Av rysujemy ze wspolnego poczatku
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4 N
/A PULAPKA

Réznice mozna odczytac z rysunku tylko wtedy, gdy oba wektory wychodza z

jednego punktu. Predkos$¢ ciata na krzywym torze w dwoch chwilach to dwie

strzatki w dwoch réznych punktach toru. Strzatka taczaca ich konice w tym miejscu
nic nie znaczy. Feynman ostrzega przed tym wprost: trzeba narysowa¢ nowy

rysunek, przenies¢ oba wektory do wspdlnego poczatku i dopiero wtedy odczytac

Av. FLP I-11-6

2.3 Rozktad na sktadowe

Wektor o dlugosci F nachylony pod katem « do osi z ma sktadowe
F, = FcosaiF, = Fsino. Wdruga strone: F = /F2 + F?,atana = 8 .

F,/F,, przy czym trzeba sprawdzi¢, w ktérej ¢wiartce lezy wektor.

Rozklad zamienia jedno zadanie dwuwymiarowe na dwa niezalezne

zadania jednowymiarowe. To najczesciej uzywany chwyt w catej

mechanice. Stevin 1586: taricuch nie rusza sig sam
Osie wybieramy tak, jak nam wygodnie, bo prawa fizyki od tego nie zaleza (prolog). Na rowni
pochytej kierujemy o$ « wzdluz zbocza. Ciezar ma wtedy sktadowsg mg sin a wzdtuz rowni i

mg cos a prostopadle do niej. Stevin uzyskat to prawo bez zadnych wzoréw. Gdyby tancuch na
pryzmacie sam sie przesuwal, poruszalby sie wiecznie, bo po przesunieciu wyglada tak samo.
Dolna, zwisajaca cze$¢ lanicucha jest symetryczna, wiec mozna ja odciaé bez zaburzania
réwnowagi. Zostaje osiem kul na dtugim zboczu, ktére rOwnowaza cztery kule na krétkim. Sita
zsuwajaca jest wiec proporcjonalna do h/L = sin a.

2.4 Predkosci wzgledne

Predkos¢ todzi wzgledem brzegu jest suma wektoréw: predkosci todzi wzgledem wody i
predkosci wody wzgledem brzegu,

vbrzeg = Uwzgl. wody + Uyody+

Ten sam wzdr opisuje samolot w wietrze i deszcz widziany z jadacego pociagu.
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SYMULACJA 3  Przeprawa przez rzeke o szerokosci 120 m, 16dz ptynie 4 m/s wzgledem
wody. Zmieniaj prad u i kurs dzioba . Czas przeprawy zalezy tylko od sktadowe;j
predkosci w poprzek rzeki, a znoszenie to sktadowa wzdtuz rzeki pomnozona przez ten
czas.

drugi brzeg, d = 120 m

X =90,0m .
l .,i ladowanie
— : /
pradit = 3,0m/s - ' )
: ’
: il
: /
c 7
1 4
: ’
I ’
: ’
, /-
u
R ——— — = — R — —
v - =
v+u
At
start
— predkosé todzi wzgledem wodyv = pragdu — predkos$c¢ wzgledem brzegu
v wzgledem brzegu [3,00; 4,00]m/s, |-| = 5,00m/s czast 30,0s znoszenie x 90,0 m

naprzeciw przy B = arcsin(u/v) = 48,6°

Stan na rysunku: d = 120 m, v = 4 m/s, u = 3,0 m/s, B = 0°; t = 30,0 s, znoszenie x =
90,0 m. Naprzeciw startu t6dz przypiynie przy B = 48,6°.
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Przyktad 2.1
Lampa na dwach linach

Lampa o masie 10 kg wisi na dwdch linach przymocowanych do sufitu. Lewa lina tworzy z
poziomem kqt 30°, prawa 60°. Oblicz sily naciqgu lin.

1 Lampa spoczywa, wiec suma sit jest zerowa: T’l +

Ty + mg = 0. Rozkladamy ja na dwa réwnania.
2 Poziomo: T} cos 30° = T, cos 60°, stad Tr = /3 T1.

3 Pionowo: T} sin 30° + T» sin 60° = myg, czyli ;T3 +
%Tl = 2T1 = mg.

4 Ti=img=4905N, T, = Y¥mg~ 84,96 N.

Sity dziatajace na lampe

[ Wynik: 71 ~ 49,1 N, T> ~ 85,0 N. J

Sprawdzenie: bardziej stroma lina niesie wiecej ciezaru v. Liny sa prostopadie (
30° + 60° = 90°), wiec T? + T% = (mg)?: 49,05% + 84,96% = 98,12 v

Przyktad 2.2
Przyspieszenie przy statej szybkosci

Samochdd jedzie na wschdd z predkosciq 20 m/s, a po 4 s jedzie na potnoc, tez z predkosciq 20 my/s.
Oblicz zmiane predkosci i Srednie przyspieszenie.

1 O$ z nawschdd, y na péinoc: ¥, = [20, 0], d, = [0, 20] m/s. Oba wektory rysujemy ze
wspoélnego poczatku.
2 A =7y — 7 = [-20, 20] m/s, |AT| = 20v/2 ~ 28,3 m/s, kierunek na pétnocny zachéd.

3 dg = AU/At = [-5, 5] m/s?, warto$¢ ~ 7,07 m/s2.

Wynik: |Ad| ~ 28,3 m/s, |ds| ~ 7,07 m/s? na pdinocny zachdd, choé szybkosé caty
czas wynosi 20 m/s.

Sprawdzenie: szybkos$¢ sie nie zmienila, a przyspieszenie jest duze. Skret to tez
przyspieszenie, bo zmienia sie wektor, a nie tylko jego dtugos¢ v (zob. Dzial 1: Ruch
ijego przyczyny, §3).
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/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 35 min

1 Dlad=[2, —1, 3]ib=[-1, 4, 0] obliczd + b, @ — b oraz 3a — 2b.

2  Walizke ciagniesz sila 80 N skierowang pod katem 25° do poziomu. Oblicz sktadowgq
- pozioma i pionowg sily.

3 Lampe o masie 5 kg zawieszono na $rodku linki rozpietej miedzy dwoma stupami. Obie
== polowy linki tworza z poziomem kat a. Wyznacz naciag linki dla o« = 10°. Dlaczego linki
z ciezarem nie da sie napia¢ idealnie poziomo?

4  Samolot leci wzgledem powietrza z predkoscia 200 km/h, a wiatr wieje z zachodu na
e« wschod z predkoscia 50 km/h. Jak pilot musi ustawi¢ dziéb, zeby lecie¢ doktadnie na
poinoc? Jaka bedzie predkos¢ wzgledem ziemi?

5 Samochdd jedzie po rondzie o promieniu 20 m ze stala szybkoscia 10 m/s. Oblicz |AY]| i
«= $rednie przyspieszenie po przejechaniu éwierci okregu. Poréwnaj wynik z v* /R i
wyjasnij réznice.

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

Wiecej zadan: Leitner §21-23.

3 Iloczyn skalarny

3.1 Pierwszy niezmiennik: dtugos¢

Skladowe wektora zmieniaja sie przy obrocie, ale dlugosé kroku w przestrzeni jest dla wszystkich
taka sama. Feynman robi z tego narzedzie. Wielko$¢

= o2 2 2
a~a—ax+ay+az

jest liczba, ktdéra nie zalezy od uktadu, czyli skalarem. Dla dwéch wektoréw definiujemy iloczyn
skalarny

i b= azb, +ay,b, +a.b,.
Dlaczego to tez jest niezmiennik? Suma ¢ = a@ + b jest wektorem, wiec ¢ - ¢ jest niezmienniczy. Po

rozpisaniu (@ +b)- (@ +b) = a-a+2a- b+ b - b. Wszystkie wyrazy poza $rodkowym sa
niezmiennicze, wiec $srodkowy tez musi by¢. FLP I-11-7
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3.2 Znaczenie geometryczne

Skoro @ - b nie zalezy od osi, mozemy go policzyé w
najwygodniejszym ukltadzie. Feynman wybiera o$ x wzdtuz d. Wtedy
@ = [a, 0, 0]izostaje tylko ab,, a b, = bcos ¢ to sktadowa b wzdtuz a.
Wynik prawdziwy w jednym ukladzie jest prawdziwy w kazdym:

cien E
/ a-b=b[ xcienanab \
68 WYNIK - ILOCZYN SKALARNY

@-b=ayb, + ayby + a.b, = |d| 1| cos .

To dlugos¢ jednego wektora razy rzut drugiego na jego kierunek. Wynik jest dodatni
dla kata ostrego, zerowy dla prostego i ujemny dla rozwartego. W szczegoélnoscia L
b« d-b=0.

—
—

. . . . a-b
Dwa zastosowania wynikaja od razu. Kqt miedzy wektorami: cos ¢ = al |5| . Sktadowa wektora w
a
dowolnym kierunku: a| = @ - f, gdzie 7 to wersor tego kierunku. W szczegélnoscia, = a - 7.

Wersory osi speiniaja7-7 = 1oraz7-j = 0.

Cosinusy kierunkowe. Katy «, 3, v, ktére niezerowy wektor tworzy z dodatnimi pétosiami z, y, z
(katy od 0° do 180°), wynikaja z iloczynéw skalarnych z wersorami osi, np. cosa = @ - 7/|d|:
Leitner §25

az ay a,
cosa = —, cos B = —, cosy = —

] B , cos’ a + cos® B+ cos? y = 1.

al

To po prostu sktadowe wersora a, a wersor ma diugos¢ 1, stad suma kwadratéw. Dwa katy
kierunkowe wyznaczaja wiec trzeci, z doktadnoscig do znaku cosinusa, o ile cos? o + cos? 8 < 1.
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SYMULACJA 4  TIloczyn skalarny jako cien. Pogrubiony odcinek to rzut d na kierunek b:

zielony, gdy iloczyn jest dodatni, czerwony, gdy jest ujemny. Przy kacie rozwartym rzut

wypada ,,do tyltu”. W trybie fizycznym ten sam rachunek daje prace sity.

1Yy

x
7 6 -5 -4 -3 -2 - R 6 7
- b ---------------
24
-34
-4 4
51
o . cos¢p = 0,757
a-b = 11,00 . o——) .
-1 0 1
— pierwszy wektor — drugi wektor — rzut: dodatni — rzut: ujemny
= = prosta wzdtuz drugiego wektora
a-b 11,00 a,b,+a b, 11,00 lallbl cos ¢ 11,00 ¢ 40,8°

rzut a na kierunek b = a-b/|b| 2,73

Stan na rysunku: a = [3,00; 2,00], b = [4,00; -0,50], ¢ = 40,8°, a-b = 11,00, rzut =

2,73.

3.3 Gdzie to jest w fizyce

Praca stalej sily na prostym odcinku to W = F - A7. Liczy sie tylko skladowa sity wzdluz

przesuniecia. Moc to P = F'. 9. Energia kinetyczna w trzech wymiarach to %m v-U=3

1

m(v2 +

U; + v?). Energia nie ma kierunku, wiec w zapisie wektorowym musi by¢ skalarem, a skalar z

jednego wektora daje wlasnie iloczyn skalarny.

1.1 - Wektory
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A SKAD TO WIEMY?

Ze sita prostopadta do ruchu nie zmienia szybko$ci, wida¢
na kazdej orbicie kolowej. Grawitacja Ziemi przez caly czas
ciggnie satelite do Srodka, prostopadle do jego predkosci.

Satelita na orbicie kotowej krazy wiec latami z niezmienna F L e sita nie wykonuje pracy
szybkoscia. Jego tor zakrzywia sie, ale energia kinetyczna
sie nie zmienia, bo F' - ¥ = 0 i moc sily jest zerowa.

Przyktad 3.1
Kat miedzy przekatnymi szescianu

Dwa szesciany jednostkowe stojq jeden na drugim. Z jednego z ich wspdlnych wierzchotkéw, O,
wychodzq przekatne dy = [1, 1, 1] (gérnego szescianu) i dy = [1, 1, —1] (dolnego). Jaki kqt
tworzq? Jaki kqt tworzy przekqtna z krawedziq?

1 ddy=1+1-1=1,ad|=|dy| = V3.

1 1 i
2 cosp = = =, stad ¢ ~ 70,5°. 4, fass
0= 75— 3 stade .
- -7 1 AN
Krawedz7 = [1, 0, 0]: cosy = 7 = stad ¢ ~ !
54,7, Lo| N
’ — @,1,-1)

Dwie przekatne wychodzace z
punktu O

[ Wynik: ¢ = arccos % ~ 70,5°, a przekatna z krawedzia tworzy kat arccos % ~2 b4,7°. ]

Sprawdzenie: bez wspolrzednych ten kat trudno odgadnaé. Iloczyn skalarny
zamienia geometrie przestrzenna w trzy mnozenia v. Kat przylegty, 180° — 70,5° ~
109,5°, to kat miedzy wigzaniami C-H w metanie (miedzy [1, 1, 1] a [-1, —1, 1]).
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Przyktad 3.2
Praca i moc przy ciggnieciu sanek

Na drodze 50 m po ptaskim terenie ciggniemy sanki sitq 60 N skierowangq pod kqtem 30° do
poziomu. Oblicz prace sity. Jakq moc rozwijamy, idqc z predkosciq 2 m/s?

1 F =[60cos30°, 60sin30°] ~ [51,96, 30] N, A7 = [50, 0] m.

> W =F-AF=51,96-50+ 300 ~ 2598 J. Sktadowa pionowa pracy nie wykonuje.

3 P=F-5=51,96-2~ 104 W.

[ Wynik: W ~ 2.6 k], P ~ 104 W. j

Sprawdzenie: W = F'scosa = 60 - 50 - 0,866 v. Sktadowa pionowa sity nie wykonuje
pracy, ale ma znaczenie: zmniejsza nacisk sanek, a wiec i tarcie.

/. ZADANIA - CZESC 3 6 zadan - ok. 45 min

1 Obliczd-bikat miedzyd = [2, —1, 3]ib=[—1, 4, 0].
2 Dlajakiego t wektory [t, 2, 1]i[3, —t, 4] sa prostopadie?

3 Gladka rynna opada wzdtuz kierunku d= [4, 0, —3] (08 z w gore). Oblicz sktadowa
== przyspieszenia ziemskiego g = [0, 0, —9,81] m/s? wzdluz rynny. Jakie jest
przyspieszenie kulki zsuwajacej sie bez tarcia?

5  Orbita Ziemi jest prawie kotowa. Jaka prace wykonuje grawitacja Stonica nad Ziemia w
=== ciggu calego roku? Orbita nie jest jednak doktadnie kolowa: w peryhelium Ziemia ma
predkos¢ ok. 30,29 km/s, a w aphelium ok. 29,29 km/s. Oszacuj prace grawitacji Stonca w
ciagu pét roku od peryhelium do aphelium (M = 5,97 - 102! kg). Gdzie na orbicie F -
U <0?

6 Dwa katy kierunkowe pewnego niezerowego wektora wynoszg a = 45° i § = 120°. Jaki
== moze by¢ trzeci kat y? Podaj wersor tego wektora dla kazdego rozwiazania. (Wedlug
Leitnera, przyklad 25.6.)
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

Wiecej zadan: Leitner §25.

4 Iloczyn wektorowy

4.1 Skret w ptaszczyznie

Feynman wprowadza iloczyn wektorowy od strony fizyki, a nie definicji. Zna juz moment sity w

ptaszczyznie zy: 7,y = xF, — yF;. To liczba, ktéra moéwi, jak mocno sita F przytozona w punkcie

(z, y) skreca cialo wokot osi z. W trzech wymiarach sg trzy takie ptaszczyzny i trzy takie liczby:
FLP I-20-1

Ty = TFy — yFy, Ty. = YF, — 2Fy, Tow = 2F, — xF,.

A co z plaszczyzng ustawiong ukosnie? Czy kazda nowa ptaszczyzna AT,

wymaga nowego wzoru? Feynman sprawdza, co dzieje sie z tymi

trzema liczbami przy obrocie osi, i dostaje zaskakujacy wynik. C
Przeksztalcajg sie doktadnie jak sktadowe wektora, jesli skret w U R
plaszczyznie yz nazwiemy sktadowaq z, skret w zz sktadowa y, a skret v 5
w zy sktadowa z. Kazdemu skretowi w plaszczyznie odpowiada o$ do e

niej prostopadta. skret w ptaszczyznie ¢ os prostopada

To szczesliwy cud, ze z ptaszczyzng mozemy powiqzac jedng os, a wiec
2z momentem sily wektor. Jest to szczegolna wltasnosc przestrzeni
trojwymiaroweyj.

R. Feynman, FLP I-20-1 (ttum. wtasne)

W dwoch wymiarach jest jedna plaszczyzna, wiec moment sity to zwykta liczba. W czterech
bytoby sze$¢ ptaszczyzn i szes¢ liczb, ktérych nie da sie zapisac jako jednego czterowymiarowego
wektora. Tylko w trzech wymiarach liczba ptaszczyzn réwna sie liczbie osi.

4.2 Definicja i wtasnosci

Ten sam przepis zastosowany do dowolnych dwéch wektoréw daje nowy wektor & = a@ x b:
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/ ™
AIA DEFINICJA - ILOCZYN WEKTOROWY
. 77 k
axb=[ayb. —aby, a:b; —azb., a:by —ayb.]=|a, a, a,
b. b, b

Welitor G x bjest prostopadly do @i do b. Jego diugosé e
|d@| |b| sin ¢ to pole rownolegtoboku rozpietego na obu
wektorach. Zwrot wyznacza regula §ruby prawoskretnej: obracamy a w strone bo
kat mniejszy niz 180°, a Sruba przesuwa sie w kierunku c.

- J

Z wzoru na sktadowe wynikajg od razu najwazniejsze wiasnosci. Zamiana kolejnosci zmienia
znak: b x @ = —a x b, awiecd x @ = 0. Wektory réwnolegle daja zero, bo nie rozpinaja zadnego
pola. Dla wersoréw osii x j=k,jx k =1,k X7 =7. Kolejnos¢ cykliczna daje plus, odwrécona
daje minus. Iloczyn wektorowy nie jest taczny, wiec nawiasy maja znaczenie: (7 x 7) x j = 0, ale
ix (Tx7) =-7

<~ I
sf8 WARUNEK - ROWNOLEGLOSC (KOLINEARNOSC)

@||b « @xb=0 <= a@= kb dlapewnego k (gdy b # 0).
W sktadowych (dla b # 0): % = Z—y = %, o ile mianowniki sa niezerowe. Gdy ktéras
. T Y z
sktadowa b jest zerem, odpowiadajaca jej sktadowa a tez musi by¢ zerem.
Prostopadto$¢ sprawdzamy iloczynem skalarnym, rownolegtos$¢ iloczynem
wektorowym.

o J

Podwojny iloczyn wektorowy. Wektor @ x (5 x €) jest prostopadty do b x & wiec (gdy b ) ©) jest
réwnolegly do ptaszczyzny rozpietej na bie Dasie go zapisac jako ich kombinacje liniowa:
FLP I-20-1 - Leitner §24

Gx(bxc) =0b(@-& —¢e@-b).
Mnemotechnika: ,BAC minus CAB”. Wzdr przydaje sie w fizyce wszedzie tam, gdzie iloczyn

wektorowy wystepuje dwa razy, na przyktad w przyspieszeniu dosrodkowym punktu bryty
wirujacej ze stala predkoscig katowa (zadanie 7 w czesci 4).
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SYMULACJA 5 Iloczyn wektorowy w przestrzeni. Zielona strzatka ma dtugos¢ rowna
polu réwnolegloboku i jest do niego prostopadia. Zmien kat ¢ powyzej 180° albo zamien
kolejnos¢ czynnikéw, a strzatka obréci sie w dél. Przeciagnij wykres, zeby obejrzeé go z
innej strony.

Qy
X
S

St

L "‘,
a -

— a —b —iloczyn wektorowy
|a x bl =|al|b] |sin@|= 4,33 = pole réwnolegtoboku sktadoweaxb [0,00; 0,00; 4,33]

zwrot: w gore (+z)

Stan na rysunku: |al = 2,5, |b|] =2,0, ¢ = 60°, a x b = [0,00; 0,00; 4,33]; pole
rownolegtoboku 4,33, zwrot w gore (+z).

4.3 Gdzie to jest w fizyce

Moment sity wzgledem punktu O: M =7xF, gdzie ¥ prowadzi od O do punktu przytozenia sity.
Jego wartos$¢ r F' sin § mozna czyta¢ na dwa sposoby: sita razy ramie d = r sin 6 albo odlegtos¢ r
razy skladowa sily prostopadta do 7. Moment pedu: L=7x p. Sita Lorentza na tadunek w polu
magnetycznym: F= qu % B. Predkos¢ punktu bryly obracajacej sie z predkoscia katowa w: v =

W X 7.
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SYMULACJA 6  Klucz i moment sily. Sktadowa sity wzdtuz klucza (szara) niczego nie
odkreca, liczy sie tylko sktadowa prostopadta (niebieska). Przesun punkt przytozenia i
zmieniaj kat, a zobaczysz, dlaczego klamka jest przy krawedzi drzwi, a nie przy

zawiasach.
F
-
F,
ramied = 0,250m : :
® bo )
T =0,25m
—_—
M skierowany do nas
— [ = sitaF == Fl (obraca) = = F||(nieobraca) === momentM

M=rFsin® 25,0N-m FL=Fsin6 100,0N ramied=rsin® 0,250m

sita potrzebnanaM =30N-m przytymri 6 120N

Stan na rysunku: r = 0,25 m, F = 100 N, 6 = 90°; ramie d = 0,250 m, M = r F sin 0 =
25,0 N-m. Na M = 30 N-m potrzeba 120 N.

katoda

® ®

2 Q' ..8 @188 Qe

A SKAD TO WIEMY? P :@/\3‘ . ®®
° ’ . . “\ V

Ze sila magnetyczna jest prostopadia i do predkosci, i do ®f Z ®® z z

pola, wida¢ w kazdej lampie z wigzka elektronow, takiej jak ®8®8' &0

lampa Thomsona z 1897 roku. Wigzka biegnaca w polu FogixB @e-
magnetycznym skreca w bok, prostopadle do obu wektordw. sk prosopadedovidon
Gdy odwrécimy pole, skreca w przeciwna strone. Gdy wiazka biegnie wzdluz pola,
nie skreca wcale, bo ¥ x B=0.W polu skierowanym za ekran (@) elektrony

lecace w prawo skrecaja w dét. Dodatni tadunek skrecitby w gore.
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lustro \
/A PULAPKA i A
Regula prawej dloni to umowa, a nie prawo przyrody. ><
Feynman nazywa ja ,wiecznym przypomnieniem”, ze a X b =D
jest troche innym obiektem niz g i b. Zwykle wektory, takie ~
jak 7, ¥, F' i E, nazywamy biegunowymi. Wektory t

wektor osiowy w lustrze sie odwraca

zdefiniowane przez jeden iloczyn wektorowy, takie jak Mi
L,atakze &iB,to wektory osiowe (pseudowektory). W lustrze odbijajq sie ,na
odwrét”. Wzor F = q @ x B dziataw lustrzanym $wiecie tylko dlatego, ze B tez jest
osiowy i odwrécenie sie znosi. FLP I-20-1, I-52-5

11

Przyktad 4.1
Gdzie przytozy¢ site do drzwi

Drzwi pchamy sitq 40 N przytozong 0,8 m od zawiasow, pod kqtem 60° do plaszczyzny drzwi
(widok z gory). Oblicz moment sity wzgledem osi zawiaséw. Jaka sita prostopadta do drzwi databy
ten sam moment, gdyby przytozycjq 0,8 m od zawiasow, a jaka w odlegtosci 0,2 m?

1 0O$ z wzdtuz drzwi, y w plaszczyznie podlogi (na
rysunku do géry), z pionowo w gére, czyli w strone

patrzacego z goéry: ¥ = [0,8, 0, O] m, F' = e
[40 cos 60°, 40sin60°, 0] ~ [20, 34,64, 0] N. j— - ééoo

2 M =7 X F = [07 07 rsz - ryFm] = [Oa 07 078 ' \4‘\ //3
34,64 N - m. T
0,8m “
3 M, ~277N-m, czyli rFsin 60°. Sktadowa F, = 20 N Widok z gory: drzwi, ri F

ciagnie wzdluz drzwi i nic nie obraca.

4  Prostopadle w odlegtosci 0,8 m: F' = 27,7/0,8 ~ 34,6 N. W odlegtosci 0,2 m: 27,7/0,2 ~
139 N.

Wynik: M ~ [0, 0, 27,7] N - m (0$ pionowa, w gére). Ten sam moment wymaga 34,6 N
przy klamce i 139 N przy zawiasach.

Sprawdzenie: ramie sity d = 0,8 sin 60° ~ 0,69 m, a 40 - 0,69 ~ 27,7 v. Moment ro$nie
liniowo z odlegtoscia od osi, wiec klamke montuje sie przy krawedzi.

- Wektory 22135



Przyktad 4.2
Elektron w polu magnetycznym

Elektron (¢ = —1,60 - 1071 C, m = 9,11 - 10~3! kg) leci z predkosciq v = [3 - 105, 0, 0] m/s w polu
B = [0, 0, 0,01] T. Oblicz site Lorentza i promieri okregu, po ktérym zacznie krqzyc.

1 UxB=uv,B,(Tx E) = —v,B,7=[0, —3-10%, 0] (w jednostkach SI).

> F=qixB= (—1,60-107%) - (=3 -10*)7 ~ [0, 4,8 - 107'°, 0] N. Ladunek ujemny
odwraca kierunek.

3 Silajest prostopadla do v, wiec nie zmienia szybko$ci i dziata jak sita dosrodkowa:
mu
glvB = mv?/r,stadr = — ~ 1,7-10 3 m.
. / lq|B

[ Wynik: Fr [0, 4,8-107% O] N, r ~ 1,7 mm. ]

Sprawdzenie: F -3 = 0i F - B = 0 v. Sila jest ~ 10! razy wieksza od ciezaru
elektronu, mg ~ 9 - 1073° N, dlatego w lampach grawitacje pomija sie bez wahania.

/. ZADANIA - CZESC 4 7 zadan - ok. 55 min

1 Obliczd x bdlad = [2, —1, 3]ib = [—1, 4, 0]. Sprawdz iloczynem skalarnym, ze wynik
= jest prostopadly do obu wektoréw. Ile wynosi pole réwnolegloboku rozpietego na a i b?

2 Oblicz7 x (7 x j) oraz (7 x 7) x j. Co ten wynik méwi o nawiasach?
3 Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach A(0, 0, 0), B(2, 0, 0), C(0, 3, 4).

4  Cialo o masie 2 kg jest w punkcie ¥ = [3, 0, 0] m. Oblicz moment pedu L=7xmi
== wzgledem poczatku uktadu dla ¥ = [0, 4, 0] m/s oraz dla ¥ = [2, 4, 0] m/s. Dlaczego
wyniki sa rowne?

5 W n-wymiarowej przestrzeni plaszczyzn wspétrzednych (takich jak zy, yz, ...) jest tyle,
=== jle par osi. Ile ich jest dlan = 2, 3, 4? Dla jakich n moment sily mozna opisa¢ wektorem o
n sktadowych? Co to méwi o iloczynie wektorowym?
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moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

6 Odbij w lustrze ptaszczyzny yz, czyli zmien znak wspolrzednej x kazdego wektora

7' x F' po odbiciu. Poréwnaj M’ z tym, co datoby zwykte odbicie wektora M.

biegunowego. Dla7 = [1, 2, 3]i F = [4, —1, 2] oblicz M = 7 x F przed odbiciem i M’ =

7  Bryla obraca sie ze stala predkoscia katowa & = [0, 0, 2] rad/s wokoét osi z. Punkt bryty

ma potozenie 7 = [3, 0, 4] m. Oblicz jego predkos$¢ v = & x 7 i przyspieszenie ¢ = & x

(& x 7), najpierw wprost, potem ze wzoru ,,BAC minus CAB”. Poréwnaj wynik z v?/p,

gdzie p to odlegtos¢ punktu od osi.

Wiecej zadan: Leitner §24.

5

Iloczyn mieszany i objetosc

Laczac oba iloczyny, dostajemy kolejny niezmiennik. d x bto »pole

podstawy ze strzatka” prostopadla do podstawy. Mnozac go skalarnie
przez ¢, bierzemy tylko te czes¢ ¢, ktora sterczy nad podstawa, czyli
wysokos$¢. Pole razy wysokos¢ to objetos¢ réwnolegloscianu

rozpietego na trzech wektorach.

-

68 WYNIK - ILOCZYN MIESZANY

=potepodsta YSOROSE

a,
b,| =+£V.
C

Wartos¢ bezwzgledna to objeto$¢ rownolegloscianu. Czworo$cian na tych samych

krawedziach ma % tej objetosci. Iloczyn jest zerowy wtedy i tylko wtedy, gdy trzy

wektory leza w jednej ptaszczyznie (s komplanarne). Cykliczna zamiana d — b—

¢ — anie zmienia wyniku, zamiana dwdoch wektorow zmienia znak.
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SYMULACIA 7  Objeto$¢ jako iloczyn mieszany. Podstawa (g, b) jest stala. Zmieniaj
azymut ¢: wysoko$¢ h i objetos¢ sie nie zmieniaja. Pochylaj ¢: objeto$¢ maleje razem z h,
az przy odchyleniu 90° spada do zera.

— a =—b =——c — kierunekaxb = = wysokos¢h

pole podstawy |[a x b| 7,50 wysokos¢ h=c:h 2,72 V = |(a x b)-c|] 20,39

Stan na rysunku: a = [3; 0; 0], b = [1; 2,5; 0], ¢ = [0,97; 0,81; 2,72] (|c| = 3,0,
odchylenie 25°, azymut 40°). Pole podstawy 7,50, h 2,72, V = 20,39.

Ten sam iloczyn ma znaczenie fizyczne. Woda ptynie z predkoscia v
przez ramke rozpieta na d i b. W czasie At przez ramke przeptywa
woda wypelniajaca ukoény réwnolegloécian o krawedziach @, bi @ At.
Objetosé na sekunde, czyli strumien, wynosi Q = |(@ x b) - 3. Przez

ramke ustawiona réwnolegle do pradu nic nie przeptywa. Takie
strumienie spotkasz znowu w elektryczno$ci, w prawie Gaussa.

strumien: (a x b)-v
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Przyktad 5.1
Woda przez uko$na ramke

Ramka jest rozpieta na wektorach a = [0,5; 0; 0] m i b= [0; 0,4; 0,3] m. Woda plynie z
predkosciqg ¥ = [0; 1,2; 0] m/s. Ile wody przeplywa przez ramke w ciqgu sekundy? Ile
przeplywatoby, gdyby ramke ustawic prostopadle do prqdu?

1 @xb=[0-03-0-04,0-0—0,5-0,3, 0,5-0,4—0-
0] = [0, —0,15, 0,2] m?. Pole ramki |@ x b| = 0,25 m?.

> Q=|(@xb) 5 =|-0,15-1,2| = 0,18 m3 /s, czyli 180
litrow na sekunde.

3 Ramka prostopadia do pradu: Q| =0,25-1,2 =

o

L,

0,30 m?/s. Stosunek 0,18/0,30 = 0,6 to cosinus kata a
miedzy normalna do ramki a pradem. Ramka i strumien wody
[ Wynik: 0,18 m®/s (180 L/s), wobec 0,30 m®/s przy ustawieniu prostopadtym. ]

Sprawdzenie: ramka jest odchylona od pionu (5 ma skladowa y, wzdtuz pradu), wiec
woda ,widzi” mniejsze pole. Znak minus w (@ X 5) - ¥ mowi tylko, ze woda przepltywa
przez ramke w kierunku przeciwnym do zwrotu a X bv

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 30 min

1 Oblicz objeto$é réwnolegloécianu rozpietegonad = [1, 2, 0,5 = [0, 1, 3], &= [2, 0, 1].
2 Dlajakiego z wektory [1, 1, 0], [0, 1, 1], [1, O, 2] leza w jednej ptaszczyZnie?

3 Oblicz objetos¢ czworoscianu o wierzchotkach A(0, 0, 0), B(1, 0, 0), C(0, 2, 0),
= D(0, 0, 3). Sprawdz wynik wzorem ,,3 pola podstawy razy wysoko$¢”.

4 Wrykaz, ze (¢ x b) - @ = 0 dla dowolnych wektoréw. Skorzystaj z wyznacznika albo z
== geometrii.

5 Oszacuj przepltyw Wisty pod mostem w Warszawie. Przyjmij szeroko$¢ koryta ok. 300 m,

== J$rednia gleboko$¢ ok. 2 m i predkosé wody ok. 1 m/s. O ile zmieni sie wynik, gdy
przekroj, przez ktéry liczysz przeptyw, ustawisz uko$nie, pod katem 30° do kierunku
prostopadtego do nurtu? Dlaczego rzeka ,nie wie”, jak ustawisz przekroj?
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Wiecej zadan: Leitner §24-25.

6 Wektory w ruchu

Polozenie ciata w ruchu to wektor zalezny od czasu, 7(t). Dla ruchu ze statg predkoscia r(t) =
7o + U't. Pochodne wektoréw i ich sens fizyczny omawia lekcja 1.3 Pochodne, a od strony fizyki
Dzial 1: Ruch i jego przyczyny. Tu wystarczy jedno narzedzie: odlegtosé dwodch ciat to dtugosé
wektora R = 7y — 71, ajej kwadrat R? = R-R jest funkcjgq kwadratowgq czasu, jesli oba ciata
poruszaja sie jednostajnie.

Gdy ciata sa najblizej siebie, R ma minimum, wiec jego pochodna jest zerowa: % (fz . ﬁ) —2R-

V=0, gdzie V =1, —7to predkos¢ wzgledna. W chwili najwiekszego zblizenia potozenie

wzgledne jest prostopadte do predkosci wzglednej. Gdy R -V <0, ciala sie zblizaja, a gdy R
Ry-V

V >0, oddalaja. Z warunku (ﬁfo + Vt) .V = 0 dostajemy od razu ¢* = _W.

SYMULACJA 8  Najblizsze zblizenie. Przesuwaj czas albo uruchom ruch. Na wykresie
odlegtosc¢ d(t). W minimum strzatka R jest prostopadta do predkosci wzglednej, a R-V

zmienia znak.

d[m]
y[m] 5
4 -
da(t) = IR
3
4
2
3
1
najblizej
2
1
diin = 0,83m przy tx = 1,15s
@ L L
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
t [s]
— czastkal — czastka2 —=— R=r,-r; — najwieksze zblizenie

t0,60s d(t) 2,163 m RV -7,20m2/s: zblizaja sie dpin=3/V13 = 0,832m

Stan na rysunku: t = 0,60 s, r1 = [-1,80; 0,00] m, r2 = [0,00; -1,20] m, R = [1,80;
-1,20] m, d = 2,163 m, R-V = -7,20 m2/s (zblizaja sie). Minimum d_min = 3/vV13 = 0,832
m przy tx = 15/13 = 1,15 s.
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A SKAD TO WIEMY?

Marynarze i piloci korzystaja z tego od dawna, cho¢ bez
wzordw. Jesli namiar na inny statek, czyli kierunek, w
ktérym go widzisz, sie nie zmienia, a odlegto$é maleje,
jestescie na kursie kolizyjnym. Staty kierunek oznacza, ze R
zmienia tylko dlugos¢, a nie kierunek. Predkos¢ wzgledna
jest wtedy skierowana przeciwnie do R, wiec odlegltos¢ spadnie do zera. Zasade
stalego namiaru zapisano wprost w Miedzynarodowych prawidlach o zapobieganiu

staty namiar = kurs kolizyjny

zderzeniom na morzu (prawidto 7).

Przyktad 6.1

Dwa statki

Statek A wyplywa z punktu (0, 0) km na pétnoc z predkosciq 20 km/h. W tej samej chwili statek B
jest w punkcie (30, 10) km i plynie z predkosciq vp = [—15, 5] km/h. Kiedy statki bedq najblizej
siebie i w jakiej odlegtosci?

1 Potozenie B wzgledem A: Ry = [30, 10] km, predko$¢ ol
wzgledna V = ¥ — 94 = [—15, 5] — [0, 20] = o
30 e b b
[_15, _15] km/h. t*qu)mzlz”l km
— — 20 f~2 :
2 Ry-V  —450-150 4 _ N
=0 = -h,czyli1lh20 TN,
G 450 3 O»‘\'B 3
min. o A : f x [km]
0 10 20 30 40

3 R(t*) = [30 — 20, 10 — 20] = [10, —10] km, dypin =
10v/2 ~ 14,1 km.

Tory statkow i najwieksze zblizenie

[ Wynik: po 1 h 20 min, w odleglosci ok. 14,1 km. Kolizji nie bedzie. J

Sprawdzenie: R(t*) - V =10 - (—15) + (—10)(—15) = 0 v. Polozenia: A (0; 26,7) km,
B (10; 16,7) km, réznica [10, —10] v

/. ZADANIA - CZESC 6 4 zadania - ok. 30 min

1 Dwie czastki poruszaja sie ze stalymi predkos$ciami v; = 27 m/s i vo = 37 m/s. W chwili
=t =0sawpunktach# = —-37'mi7, = —3jm. Kiedy sa najblizej siebie i w jakiej

odlegtosci? Sprawdz w symulacji 8.
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2 Ptakleci wzgledem ziemi z predkoscig [8, 6] m/s, a wiatr wieje z predkoscia [—2, 1] m/s.
=« Jaka jest predko$c¢ ptaka wzgledem powietrza i jej wartos$é?

-

Wykaz, ze %(R . ﬁ) =2R. (31—1:, rézniczkujac sume sktadowych. Wywnioskuj, Ze wektor

o statej dlugosci jest zawsze prostopadly do swojej pochodnej. Gdzie spotkates ten fakt w

ruchu po okregu?

4  Dwa samoloty leca na tej samej wysokosci. A startuje z (0, 0) km z predkoscia [600, 0]
«=» km/h,aBz (100, —100) km z predkoscia [0, 600] km/h. Czy grozi im kolizja? Pokaz, ze
kierunek, w ktérym pilot A widzi samolot B, przez caty czas jest taki sam.

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

7 Btedne intuicje

Wiekszos¢ btedéw w rachunkach wektorowych nie bierze sie z rachunku, tylko z obrazu w
glowie. Oto najczestsze.

X

»Dtugosci wektoréw sie dodaja: |G + b| = |a| + |b].”

Tylko gdy wektory maja ten sam kierunek i zwrot. W ogélnosci |G + b| < [a| + |b]
(nierownos¢ tréjkata), a dla przeciwnych zwrotéw suma moze by¢ nawet zerowa. Dwie
sity po 10 N moga da¢ wypadkowsq od 0 do 20 N.

x  Sktadowe to wtasnosé¢ wektora.”

Skladowe to opis wektora w wybranym ukladzie osi. Po obrocie osi sie zmieniaja.
Wiasnoscia samego wektora jest dlugosé, a dla pary wektoréw kat miedzy nimi
(symulacja 1).

x ,,Réznice dwoch strzatek odczytuje tam, gdzie je narysowano.”

Tylko gdy wychodza z tego samego punktu. Predko$ci w dwédch punktach toru trzeba
najpierw przenies¢ do wspdlnego poczatku (FLP I-11-6).

x ,ixb=bxa, tak jak przy mnozeniu liczh.”

Zamiana kolejnosci zmienia zwrot: bxd=—axb. Iloczyn wektorowy nie jest tez
taczny. Iloczyn skalarny jest przemienny.
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x  Sita, ktora dziata na poruszajace sie ciato, zawsze wykonuje prace.”

Pracato F' - A7. Sita prostopadta do ruchu, na przyktad dosrodkowa albo magnetyczna,
nie wykonuje pracy i nie zmienia szybkosci, cho¢ zmienia kierunek ruchu.

x ,Moment sity zalezy tylko od sity.”

Zalezy od sily, od punktu przylozenia i od punktu, wzgledem ktérego go liczymy: M =
7 x F'. Ta sama sila przytozona przy zawiasach prawie nie obraca drzwi.

x  ,Wektor osiowy odbija sie w lustrze jak zwykta strzatka.”

Nie odbija sie. Moment pedu wirujacego kota po odbiciu wskazuje w przeciwna strone,
niz wskazywatlaby odbita strzatka. To skutek reguly prawej dtoni (FLP I-52-5).

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz. Zadne z tych pytan nie wymaga dlugiego
liczenia.

1 Czy trdjka (masa, objetos$é, temperatura) ciala jest wektorem?

Nie. To trzy skalary. Przy obrocie osi zadna z tych liczb sie nie zmienia, a sktadowe
wektora musza sie zmieniaé¢ wedtug regutly obrotu.

2 Dwie sily po 3N i4 N dzialajq na ten sam punkt. Jaka najwieksza, a jaka
najmniejsza wypadkowa moga da¢? Kiedy wypadkowa wynosi 5 N?

Najwieksza to 7 N (ten sam zwrot), najmniejsza 1 N (zwroty przeciwne). 5 N wychodzi
wtedy, gdy sity sa prostopadte (32 + 42 = 5?).

3 Iloczyn skalarny dwoch niezerowych wektordw jest ujemny. Co wiesz o kacie
miedzy nimi?

Kat jest rozwarty, wiekszy niz 90°. Rzut jednego wektora na drugi wypada ,,do tytu”.

4 TIlewynosia - (a x b) i dlaczego bez liczenia?

Zero,bo @ x b jest prostopadty do d. Inaczej: to objetos¢ bryty, ktérej dwie krawedzie sie
pokrywaja.
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5 Satelita krazy po orbicie kolowej. Jaka moc ma sila grawitacji?

Zero,bo P = F - ¥, a sila jest prostopadla do predkosci. Dlatego szybko$¢ satelity sie nie
zmienia.

6 Dlaczego w dwoch wymiarach moment sity jest liczba, a w trzech wektorem?

W 2D jest jedna ptaszczyzna obrotu, wiec jedna liczba F;, — yF,. W 3D sa trzy
plaszczyzny i trzy takie liczby, ktére przeksztalcaja sie jak sktadowe wektora
prostopadtego do ptaszczyzny skretu (FLP I-20-1).

7  Trzy wektory maja iloczyn mieszany réwny zero. Co to znaczy

geometrycznie?

Leza w jednej plaszczyznie, wiec rozpinaja réwnolegloscian o zerowej objetosci. Jeden
z nich da sie zapisa¢ jako kombinacje dwdch pozostatych.

8 Dwa statki sie zblizaja, a kierunek, w ktérym jeden widzi drugi, sie nie
zmienia. Czy jest sie czego baé?

Tak. Staly namiar przy malejacej odleglo$ci oznacza, ze R zmienia tylko dlugos¢, a
predkosé wzgledna jest do niego rownolegla. Odlegtos¢ spadnie do zera.
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9 Karta wzorow i co dalej

-

\
WEKTOR I DZIALANIA ILOCZYNY
d = [ag, ay, a;] = azt+ ayj+ a,jé b= azby + ayby + a.b, = abcos g
AB =B — A, |d| = /a2 + a2 + a2 |d x b| = absinp (pole), b xd=—ad x b
a =d/|d| = [cosa, cos B, cosv] d x b= [ayb, — a:by, a:b; — azb., azby —
. . . ayb]
obrét osi: a, = a, cos@ + a, sin 6 . L . .
i|b < dxb=0,dlb < a-b=0
ay = —a,sinf + a, cos 0 B . .
) ax(bxé)=0bd-é)—¢é(@-b)
rozktad: F, = Fcosa, Fy= Fsina . .
= . . (@ x b)-¢=detld, b, ¢] =+V
Ubrzeg = Uwzgl. wody T Uwody , B I oL
W=F.-A7¥, P=F.v, E,= %mv-v
M=7#xF, L=rxp, F=qixB
. Ry-V
zblizenie: t* = — —2
V.-V
)

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: rozdz. 11 (cato$¢, szczegdlnie 11-4...11-7).

¢ Dla chetnych: 20-1 (moment sity jako wektor i iloczyn wektorowy), 52-4...52-6 (odbicia

lustrzane, wektory biegunowe i osiowe).

Do przeczytania u Leitnera

* Definicje i twierdzenia: R. Leitner, Zarys matematyki wyzszej dla studiow technicznych, cz. I,
rozdz. 4: §21 (definicja wektora, rodzaje wektoréw), §23 (rozklad na sktadowe, wersory), §24
(iloczyny skalarny, wektorowy, mieszany i podwdjne), §25 (dziatania na wspélrzednych,

cosinusy kierunkowe).

¢ Dla chetnych: §27 (obroty i zmiana ukladu wspéirzednych, wspoétrzedne biegunowe,

walcowe i sferyczne).

Wektory wrdcq w lekcji 1.3 Pochodne. Wektor potozenia zalezny od czasu rézniczkujemy po
sktadowych i dostajemy predkosc. Zobaczymy, dlaczego wektor o stalej diugosci zawsze jest
prostopadty do swojej pochodnej i jak z tego jednego faktu wynika przyspieszenie dosrodkowe.
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v

Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.

2.

. Tak. Po obrocie osi w,, = w, cos 0 + w, sinf = v

ld|=v9+16+144=13,a= [, —13, 53]-

PQ =6, -8, 0], |PQ| = 10, $rodek (P + Q) = (2, 0, 2).

.ay = 2c0s30° +2sin30° ~ 2,73, a,y = —2sin30° + 2 cos 30° ~ 0,73. Dtugos¢ /2,73% + 0,732 ~ 2,83 =

24/2 v. Sktadowa y' znika dla tan 6 = a,/a, = 1, czyli 6 = 45°.

, cos 0 — v, sinf = v, i podobnie w,, = —v,. Para
[vy, —vy] powstaje z nowych sktadowych tym samym przepisem, wiec @ jest wektorem. To obrét ¥ o
90° zgodnie z ruchem wskazéwek zegara. Obroty w plaszczyznie sa przemienne, dlatego przepis nie

zalezy od uktadu.

. (@) umiejscowiony, bo zaczepiony w wiezy; (b) §lizgajacy sie, bo dla sztywnej skrzyni liczy sie tylko

prosta dziatania sity; (c) swobodny; (d) $lizgajacy sie, bo lezy na osi obrotu, a jego poczatek moze by¢
w dowolnym punkcie tej osi. Przesuniety poza o$ opisywatby obrét wokoét innej osi.

. Po pét roku Ziemia jest po przeciwnej stronie Storica: |A7| = 2R =~ 3,0 - 10' m. Droga to p6l okregu,

7R ~ 4,7 - 101! m. Po roku przemieszczenie wynosi zero, a droga 2R ~ 9,4 - 10! m. Przemieszczenie
jest wektorem, droga jest liczba, ktora tylko rosnie.

Zadania - czesc 2

1.

2.

. Pionowo: 2T sin « = mg, wiec T =

1, 3, 3],[3, -5, 3], [8, —11, 9].

F, =80cos25° ~ 72,5 N, F, = 80sin25° ~ 33,8 N.

mg
2sin o
skladowe pionowe musza unies$¢ ciezar, a sin @ — 0. Kazda linka w koncu sie zerwie albo zwisnie.

~ 141 N. Dla a — 0 naciag ros$nie bez ograniczen, bo

.200sin 8 = 50, wiec 8 ~ 14,5° na zachdd od péinocy. Predko$é¢ wzgledem ziemi /2002 — 502 ~ 194

km/h.

. Wektory predkoéci sa prostopadle: |A%| = 10v/2 ~ 14,1 m/s. Czas t = ”—?}Q =ms~ 3,145, wiec |dy| ~

4,50 m/s?. Warto$¢ chwilowa v? /R = 5 m/s? jest wieksza, bo $rednia z wektor6w obracajacych sie o
90° jest krdtsza od kazdego z nich. Dla coraz krétszych tukéw $rednia dazy do v?/R.

Zadania - czesc 3

1.

2.

3.

4.

11

G-b=-2—4+0=—6; ld| = V14, b = V/17; cos o = —6/+/238 ~ —0,389, ¢ ~ 112,9° (kat rozwarty, bo
iloczyn ujemny).

3t—2t+4=0,wiect = —4.

d= %[4, 0, -3, d = % - 9,81 ~ 5,89 m/s?. To g sin a z sin a = 3/5, czyli wynik z czesci 2.3 bez
rysowania tréjkatow.

lda — B> =a? +b* —2d-b=a® + b* — 2abcos, gdzie v to kat miedzy @i b, czyli kat tréjkata naprzeciw
boku |@ — 5|. Dla v = 90° zostaje twierdzenie Pitagorasa.

Wektory 33/35



5.

Po pelnym roku Ziemia wraca do tego samego punktu z ta sama predkoscia, wiec praca wynosi 0. Od
peryhelium do aphelium W = 1M (v2 — v2) ~ —1,8 - 10*? J. Ziemia oddala sie wtedy od Stonca,
predko$é ma sktadowa od Storica, a sila ciagnie do Stonica, wiec F' - ¥ < 0. W drugiej potowie roku jest
odwrotnie.

1

;i = 7, wieccosy = i%:'y = 60° albo v = 120°. Wersory: [%, —%, ﬂ i [g, —%, —%]

Zadania - czesc¢ 4

1.

Gxb=[(-1)-0-3-4,3-(—1)—2-0,2-4— (—=1)(~1)] = [-12, =3, 7). Tloczynzd: —24 + 3 +21 =0
,zg: 12 -12+0=0+v.Polev144 + 9 4+ 49 = /202 =~ 14,2.

axk= —joraz 0 x j = 0. Wyniki sa rézne, wiec iloczyn wektorowy nie jest laczny.
.AB x AC =2, 0, 0] x [0, 3, 4] = [0, —8, 6], dlugo$¢ 10, pole tréjkata to potowa: 5.

. W obu przypadkach L= [0, 0, 24] kg - m?/s. Sktadowa predkosci wzdtuz 7, czyli ruch prosto od

poczatku, nie daje momentu pedu, bo 7 x 7 = 0.

. Par osijest (7) = 22-1:1,316. Réwnosé 221 = n zachodzi tylko dlan = 3 (pomijajac n = 0). W 2D

moment sity to jedna liczba, a w 4D sze$¢ liczh, ktérych nie da sie zapisac jako wektora o czterech
sktadowych. Iloczyn wektorowy w tej postaci istnieje tylko w trzech wymiarach, co jest ,,szczesliwym
cudem” Feynmana.

.M =7, 10, —9]. Po odbiciu 7' = [-1, 2, 3], F' = [-4, —1, 2], M’ = [7, —10, 9]. Zwykte odbicie M

datoby [-7, 10, —9], doktadnie przeciwny wektor. Tak zachowuje sie wektor osiowy: w lustrze dostaje
dodatkowy minus.

.% = [0, 6, 0] m/s. Wprost: @ = [0, 0, 2] x [0, 6, 0] = [-12, 0, 0] m/s?. Ze wzoru: 8 [0, 0, 2] —

43, 0, 4] = [-12, 0, 0] v. To —w?7,, gdzie 7, = [3, 0, 0]: skierowane do osi, o warto$ci w?p = 12, a
v?/p = 36/3 = 12 m/s? v. Sktadowa z potozenia nie ma znaczenia.

Zadania - czesc 5

1

11

det=1(1-1—-3-0)—2(0-1—3-2)+0=1+12 = 13, wiec V = 13.

.det =1(z—0)—1(0—1)+0=2+1=0, wiec z = —1. Sprawdzenie: [1, 0, —1] = [1, 1, 0] — [0, 1, 1]

v

. det diag(1, 2, 3) =6,V = 6/6 = 1. Podstawa ABC ma pole % -1-2 =1, wysoko$¢ 3, wiec % -1-3=1

v

. Wyznacznik z dwoma jednakowymi wierszami jest zerowy. Geometrycznie: d lezy w pltaszczyznie

podstawy, wiec nie ma zadnej wysokos$ci. To jest tez dowdd, ze @ x bla.

. Przekréj prostopadly: @ ~ 300 - 2 - 1 = 600 m?3/s. To rzad wielkos$ci zgodny z pomiarami, bo $redni

przeptyw Wisty w Warszawie to kilkaset m®/s. Przekr6j ukoény ma pole 600/ cos 30° ~ 693 m?, ale
normalna tworzy z nurtem kat 30°, wiec Q = 693 - 1 - cos 30° = 600 m?/s. Wynik sie nie zmienia. Ta
sama woda, ktéra przeszia przez jeden przekroj, musi przej$¢ przez drugi, a iloczyn mieszany sam to

uwzglednia.
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Zadania - czesc 6

. . . —6-9 15 3
LRy=3, =3,V =[-2 3t = ~—— = 5 ® 1,155 duis = ~ 0,83 m.

5

2. ﬁwzgl. powietrza — 17ziemia - ﬁwiatru = [10, 5] m/S, warto$¢ ~ 11,2 m/s.

3. 4(R3+ R+ RY) = 2(R,R, + RyRy + R.R.). Stata dtugo$¢ oznacza zerowa pochodna, wiec E | BW
ruchu po okregu |F| = R jest state, wiec v L 7. Przy stalej szybkosci takze @ L .

4. Ry = [100, —100], V = [-600, 600], wiec R(t) = (100 — 600t) [1, —1]. Kierunek [1, —1] si¢ nie zmienia,
a dtugos¢ maleje do zera w chwili ¢t = % h, czyli po 10 minutach. Oba samoloty sa wtedy w punkcie

(100, 0) km. To kurs kolizyjny: staly namiar i malejgca odlegtos¢.

Matematyka - Rachunek wektorowy. Zrédto: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-Wesley 1963; New
Millennium Edition 2011), rozdz. 11, 20-1, 52-4...52-6; R. Leitner, Zarys matematyki wyZzszej dla studidw technicznych, cz. I, rozdz. 4. Cytaty w ttumaczeniu
wtasnym, odnoéniki w formacie tom-rozdziat-podrozdziat.
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