MATEMATYKA @ 0.5

Jednostki, analiza

wymiarowa,
szacowanie i

hiepewnos¢ pomiaru

Liczba w fizyce bez jednostki nic nie znaczy, a liczba bez

niepewnosci znaczy mniej, niz sie wydaje. Ta lekcja to warsztat,

z ktdérego korzysta kazda nastepna. Uczy przeliczaé jednostki,

sprawdzaé wzory po wymiarach i zgadywac je z wymiarow,

szacowac rzad wielkos$ci bez kalkulatora, zaokraglaé uczciwie, a

na koncu podawac wynik pomiaru z niepewnoscig i oceniaé, czy

dwa wyniki sie zgadzaja.

CZAS ZADANIA

ok. 2,5 h teorii + 3 28 zadan w tresci,

h zadan z
podpowiedziami i
odpowiedziami
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o Prolog: czyj zegar?

Feynman pyta, co wziac za wzorzec czasu. Puls? Rézni sie u kazdego. Zegar? Tylko czyj? Opowiada
historie chlopca ze Szwajcarii, ktory chcial, zeby wszystkie zegary w miescie bilty w potudnie
jednoczes$nie. Wszyscy uznali to za §wietny pomysl, pod warunkiem zZe to inne zegary dostosuja
sie do ich zegara. Na szczeScie mamy jeden wspoélny zegar, Ziemie. Sekunda byla wiec przez diugi
czas zdefiniowana jako 1/86 400 sredniej doby. (Od 1960 r. formalnie liczono ja juz z dtugosci roku,
ale idea byla ta sama: wzorcem byt ruch Ziemi.) Feynman dodaje jednak, ze obrét Ziemi nie jest
idealnie regularny, a zegary atomowe sg dokladniejsze. Przewiduje, Ze naukowcy wkrétce
zdefiniuja jednostke czasu przez drgania atoméw. FLP I-5-5

Miat racje. Wyklady powstaty w 1961-1963 r., a juz w 1967 r. sekunde zdefiniowano jako czas
trwania 9 192 631 770 okreséw promieniowania atomu cezu-133. W 1983 r. metr stat sie droga,
ktora $wiatto przebywa w prézni w 1/299 792 458 sekundy. Od 2019 r. wszystkie jednostki SI,
tacznie z kilogramem, sa zdefiniowane przez ustalone wartosci staltych przyrody. Wzorzec nie jest
juz niczyim zegarem ani kawatkiem metalu w sejfie: wzorzec moze w zasadzie odtworzy¢ kazde
laboratorium z odpowiednim sprzetem, bez poréwnywania z jednym egzemplarzem.

Ale nawet najlepszy wzorzec nie da pomiaru bez niepewnosci. Uczen mierzy przyspieszenie
ziemskie i dostaje (9,72 + 0,05) m/s?. Tablice podajg 9,81 m/s?.

Pytanie na start. Czy wynik ucznia jest btedny, czy zgodny z tablicami? Odpowiedz w przyktadzie 5.2.

1 Jednostki SI i przeliczanie

Uklad SI ma siedem jednostek podstawowych: metr (m), kilogram (kg), sekunde (s), amper (A),
kelwin (K), mol (mol) i kandele (cd). W mechanice wystarcza pierwsze trzy. Wszystkie inne to
jednostki pochodne, zbudowane z podstawowych przez mnozenie i dzielenie. Jednostki
pochodne wynikaja ze wzoréw: sila to masa razy przyspieszenie, wiec niutonto 1 N = 1 kg - m/s?.

Wielkos¢ Jednostka W jednostkach Skad
podstawowych
sita niuton, N  kg-m/s? F =ma
energia, dzul,J kg - m? /s? W = Fs
praca
moc wat, W kg - m?/s? P=W/t
ci$nienie paskal, kg/(m - s?) p=F/S
Pa
czestotliwos¢ herc, Hz 1/s liczba okreséw na
sekunde
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Bardzo duze i bardzo male wartos$ci zapisujemy z przedrostkami, ktére sg potegami tysigca: kilo
(k, 10%), mega (M, 109), giga (G, 10?), tera (T, 10'?) oraz mili (m, 10~3), mikro (u, 10~%), nano (n, 10~°
), piko (p, 10712). Centy (c, 1072) i hekto (h, 10%) przetrwaly w codziennym uzyciu. Przedrostek

podnosi sie do potegi razem z jednostka: 1 cm? = (1072 m)? = 10~* m?, a nie 1072 m.

1.1 Przeliczanie: mnozenie przez jedynke

00
= albo

Najpewniejszy sposoéb przeliczania to mnozenie przez ulamki rowne 1, takie jak
1h
3600 s

. Jednostki skracaja sie jak liczby, wiec od razu widaé, czy utamek jest odwrocony:

72km_72km 1000 m 1h _ o m
h h 1km 3600s ~ s

Warto pamietaé: 1 m/s = 3,6 km/h, 1 kWh = 3,6 - 10°J,11=10"° m3, 1 g/cm® = 1000 kg/m?, a rok
to ok. 7 - 107 s (z doktadnoscia do 0,5%).

/. ZADANIA - CZESC 1 5 zadan - ok. 25 min

1 Przelicz: 54 km/h na m/s; 25 m/s na km/h; 2,51 nam?; 7,9 g/cm3 na kg/m3.
2 Ile metréw kwadratowych ma 1 mm?? Ile metré6w sze$ciennych ma 1 cm??

3 Czajnik o mocy 2 kW grzeje wode przez 3 minuty. Ile to energii w dzulach i w
= kilowatogodzinach?

4  Wyraz dzul i wat w jednostkach podstawowych, korzystajacz W = Fsi P = W /t.
== Sprawdz, ze mv® ma jednostke dzula.

5 Ci$nienie atmosferyczne to ok. 1013 hPa. Jaka sita dziala od strony powietrza na kartke
= A4(21 cm x 29,7 cm) lezaca na stole? Czemu kartka nie jest przycisnieta do stotu?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

2 Analiza wymiarowa

Kazda wielko$¢ fizyczna ma wymiar: zapis tego, jak jej jednostka sktada sie z jednostek
podstawowych. Piszemy go w nawiasie kwadratowym: [v] = m/s, [F] = kg - m/s. Liczby takie jak
2, m czy kat w radianach sa bezwymiarowe.
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Z tego, ze réwnanie fizyczne musi by¢ prawdziwe w dowolnych kg:m-s2

[F] [m%
N~—_— N~—_—

jednostkach, wynikaja trzy reguty:

1. Obie strony réwnania maja ten sam wymiar.

2. Dodawac i odejmowac¢ mozna tylko wielko$ci o tym samym
wymiarze. Nie dodaje sie metrow do sekund.

3. Argumenty funkcji exp, In, sin, cos s3 bezwymiarowe. W e~*/7
czas T ma wymiar sekund, a w cos(wt) czesto$¢ w ma wymiar 1/s (lekcje 0.1 Liczby, potegi,
logarytmy i funkcje elementarne i 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne).

2.1 Sprawdzanie wzorow

Analiza wymiarowa to najtanszy test kazdego wyniku. Je$li wyprowadzite$ na zasieg rzutu wzor
m?/s?
m? /s*
Poprawny wzor v3 sin 20/ g (lekcja 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne) ma wymiar
m? /s’

m /s?
wylapie wiele pomytek w algebrze.

R = v} sin260/g?, to wymiar = 5% od razu méwi, ze wzor jest zly: zasieg ma byé w metrach.

= m v. Test nie wytapie zlego czynnika liczbowego ani pomylki sinusa z cosinusem, ale

2.2 Zgadywanie wzorow

Analiza wymiarowa potrafi wiecej: jesli wiesz, od jakich wielkosci zalezy wynik, czesto wystarczy
to do znalezienia wzoru z dokladnoscia do statej liczbowej. Przepis:

1. Wypisz wielkos$ci, od ktérych wynik moze zalezeé.

2. Zapisz wynik jako ich iloczyn w nieznanych potegach, razem ze stala liczbowa C.

3. Poréwnaj potegi kilograméw, metréow i sekund po obu stronach. Dostaniesz uktad réwnan
(lekcja 0.2 Rownania, nierownosci, wielomiany i utamki proste).
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Przyktad 2.1
Sita oporu powietrza

Sita oporu szybko jadqcego samochodu zalezy od gestosci powietrza p, predkosci v i pola przekroju
czotowego S. Znajdz postac wzoru. Ile razy wzrosnie opor, gdy predkos¢ wzrosnie ze 100 do 140
km/h?

1 Zaktadamy F = Cp™’S°, gdzie [p] = kg/m?, [v] = m/s, [S] = m?,a [F] = kg -m-s 2.

2 Kilogramy: a = 1. Sekundy: —b = —2, wiec b = 2. Metry: —3a + b+ 2c = 1, czyli —3 +
2+2=1c=1.

3 F=Cpv*S.

Wynik: opér roénie jak kwadrat predkos$ci, wiec przy 140 km/h jest (1,4)% = 2 razy
wiekszy niz przy 100 km/h.

Sprawdzenie: w aerodynamice pisze sie F' = %C’D pv’S, gdzie wspotczynnik oporu
Cp dla samochodu wynosi ok. 0,3 (fizyka Dziat 10: Ptyny: ciSnienie, przeptyw,
lepkos¢ i sity aerodynamiczne) v. Analiza wymiarowa nie powie, ile wynosi C: to
trzeba zmierzy¢ albo policzy¢. Wzdr jest tez przyblizeniem, bo Cp nieco zalezy od
predkosci.
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SYMULACJA 1 Szukanie wykladnikéw. Wynik ma postaé C p®v®S¢. Dobierz wyktadniki
tak, zeby potegi kilogramow, metrow i sekund zgadzaly sie z wymiarem sity. Tabela
pokazuje, ktorej jednostki brakuje, a ktérej jest za duzo.

jednostka p? vP S° daje sita F wymaga

kg kg® kg? za mato
m mt mt v
[ s-1 52 za duzo

dobierz wyktadniki

wymiar p?v® S° m?.s-1 zgodno$é nie

Stan na rysunku: sita F; a =0, b=1, ¢ = 0; wymiar m*-s-*.

/. ZADANIA - CZESC 2 6 zadan - ok. 40 min

1 Ktéry z wzoréw na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym jest na pewno biedny:
- s = vpt + %at, s = vt + %atQ, § =1v9+ %at2?

2  Wewzorze z(t) = Ae " cos(wt) jaki wymiar maja k i w, je$li z to potozenie w metrach?

3 Predko$¢ fali na strunie zalezy od sily napiecia F' i masy jednostki dtugos$ci struny u
e (kg/m). ZnajdZ wzoér z dokladnoscia do stalej. Obliczv dla F = 80Nipu =5 g/m,
przyjmujac stala réwna 1.

4 Fale na gltebokiej wodzie: predkos$¢ moze zaleze¢ od diugosci fali A, od g i od gestosci
«=  wody p. Pokaz, Ze p nie moze wystapi¢ we wzorze, i znajdz zaleznos¢ v od A. Ile razy
szybsza jest fala dziesie¢ razy dtuzsza?

5 Okres obiegu satelity po okregu o promieniu r wokét planety moze zaleze¢ od r, od
«=  masy planety M i od stalej grawitacji G ([G] = m?®/(kg - s?)). Pokaz, ze M i G moga
wystapi¢ tylko jako iloczyn GM, i znajdZ wzdr. To trzecie prawo Keplera.
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6 Znajdzanaliza wymiarowsq okres drgan ciezarka o masie m na sprezynie o statej k ([k] =

=== N/m). Czy okres moze zaleze¢ od amplitudy A (w metrach)? Poréwnaj z wahadiem:
okres moze zaleze¢ od diugosci [, od g, od masy m i od amplitudy katowej 6. Czy analiza
wymiarowa wyklucza tu zalezno$¢é od amplitudy?

oo podstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

3 Rzedy wielkosci i szacowanie

Rzad wielkosci liczby to potega dziesieciu, najblizsza tej liczbie w skali logarytmicznej (lekcja 0.1
Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne). Cztowiek ma ok. 10° m wzrostu, Ziemia ok. 107
m $rednicy, atom ok. 1071% m. Feynman pos$wieca caly rozdziat temu, jak mierzy sie odlegtosci i
czasy od rozmiarow jader atomowych do rozmiaréw Wszechswiata. Zakres to ponad 40 rzedéw
wielko$ci.

SYMULACJA 2 Skala dlugosci od jadra atomu do obserwowalnego Wszechswiata. Kazda
kratka to dziesie¢ razy wiecej. Przesuwaj suwak i poréwnuj: o ile rzedow wielkos$ci réznia

sie dwa obiekty?
proton grubosc wiosa Srednica Ziemi do Proxima Centauri
wirus cztoviek Ziemia—Stonce do galaktyki Andromedy
PP - [, 1 ey
o+ 00— P+—— 0| e 0| 06— 00— @
1@—15 10—1[} 1@—‘1 10[] 1@5 1@1[) 1015 102(] 102‘1
bakteria Mount Everest rok Swietlny obserwowalny Wszechswiat
atom mrowka Ziemia—Ksigzyc Droga Mleczna

dtugos¢ 1,6-10° m najblizej cztowiek rzedow wielkosci od cztowieka 0,0

rzedow wielkosci od tego obiektu 0,0

Stan na rysunku: diugos¢ 1,6-10° m; najblizej: cziowiek.

Fizycy cenia umiejetno$é szybkiego szacowania, czyli liczenia z doktadno$cia do rzedu wielko$ci.
Enrico Fermi stynatl z zadan typu ,,ilu stroicieli fortepianéw pracuje w Chicago?”. Przepis jest
prosty: rozbij pytanie na czynniki, ktére umiesz oszacowac; kazdy zaokraglij Smiato; pomnoz.
Bledy poszczegdlnych czynnikéw cze$ciowo sie znosza, bo cze$¢ oszacowan jest za duza, a czesé

za mala.
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Przyktad 3.1
Jaka mase ma powietrze w sali?

Sala lekcyjna ma 10 m dtugosci, 8 m szerokosci i 3 m wysokosci. Gestos¢ powietrza to ok.
1,2 kg/m?. Jakq mase ma powietrze w sali?

1 Objeto$é: 10 -8 -3 = 240 m>.

2 Masa: 240 - 1,2 =~ 290 kg.

Wynik: ok. 300 kg, czyli tyle co kilkoro uczniéw. Wiele oséb zgaduje kilka
kilogramow.

Sprawdzenie: metr sze$cienny wody wazy tone, a powietrze jest ok. 800 razy
rzadsze: 240 t/800 = 0,3 t v.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadan - ok. 30 min

1 Podaj rzad wielkosci: liczby sekund w roku; masy Ziemi w kg (5,97 - 10*%); $rednicy
= wilosa (ok. 0,07 mm) w metrach.

2 Ilerazy uderzy serce w ciagu 80 lat zycia? Podaj wynik z doktadnoscia do rzedu
< wielkoSci.

3 Ile kropel wody mie$ci sie w wannie? Oszacuj objeto$¢ wanny i jednej kropli.

4  Ile mniej wiecej trwaloby przejscie pieszo dookota Ziemi wzdtuz réwnika (obwéd 40 000
== km), gdyby i$¢ 8 godzin dziennie z predkoscia 5 km/h?

5  Oszacuj, ilu stroicieli fortepianéw pracuje w Warszawie (ok. 1,8 mln mieszkancow).
=== Zapisz kazde zalozenie. Ktéry czynnik jest najmniej pewny?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

4 Cyfry znaczace i zaokraglanie

Cyfry znaczace to cyfry liczby od pierwszej niezerowej z lewej. Liczba 0,004 07 ma trzy cyfry
znaczace (4, 0, 7), a 2,50 tez trzy: zero na konicu méwi, ze zmierzono setne czesci. Zapis 1500 jest
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niejednoznaczny, bo nie wiadomo, czy zera sa zmierzone. Notacja wyktadnicza to rozstrzyga:

1,5 - 103 ma dwie cyfry znaczace, a 1,500 - 10° cztery.

Kalkulator zwraca dziesie¢ cyfr, ale wynik nie moze by¢ dokladniejszy niz dane. Gdy nie liczymy

niepewnosci wprost, stosujemy dwie zasady orientacyjne:

Przy mnozeniu i dzieleniu wynik ma tyle cyfr znaczacych, ile najmniej doktadna dana:
3,14-2,1 = 6,594 ~ 6,6.

Przy dodawaniu i odejmowaniu wynik ma tyle miejsc po przecinku, ile dana z najmniejsza
ichliczba: 12,52 + 1,3 = 13,82 ~ 13,8.

Zaokraglamy dopiero wynik koncowy. Wyniki posrednie trzymamy z jedna lub dwiema cyframi
zapasu, zeby btedy zaokraglen sie nie kumulowaly. To tylko zasady orientacyjne. Uczciwym
sposobem jest policzenie niepewnosci, jak w czesci 5.

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 15 min

Ile cyfr znaczacych maja liczby: 0,0520; 3,00 - 10%; 105; 0,5?

1
Podaj wynik z wtasciwg liczba cyfr: 4,52 - 0,31; 9,81 — 0,5; 2060 )

29

Kolega podaje: ,,bok kwadratu ma 3,2 cm, wiec pole wynosi 10,24 cm~”. Co jest nie tak?

Jak zapisa¢ wynik?

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

5

Niepewnosc¢ pomiaru

5.1 Skad sie bierze niepewnos¢

Kazdy pomiar ma niepewnos¢: liczbe mowiaca, o ile wynik moze
typowo odbiegac¢ od prawdziwej wartosci. Rozrézniamy niepewnos¢
graniczna Az (granice, ktérej btad na pewno nie przekracza) i

niepewnos¢ standardowa u (typowe odchylenie: prawdziwa wartos¢
lezy w przedziale Z £+ u w ok. 2/3 przypadkéw, a w Z + 2u prawie fa X
1Y °

zawsze). Zrodla niepewnosci sa dwa: " i

o
)

Rozdzielczo$¢ przyrzadu. Linijka z podziatka milimetrowa nie
powie nic o dziesiatych cze$ciach milimetra. Najmniejsza
dzialka to niepewnos$¢ graniczna Az.
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* Rozrzut przypadkowy. Powtarzajac pomiar, dostajesz rozne wyniki: czas reakcji, drgania
reki, zmienne warunki. Pojedynczy wynik jest wtedy mniej pewny niz $rednia z wielu.

Osobna sprawa sg bledy systematyczne: zle skalibrowana waga, linijka przytozona krzywo,
stoper wlaczany zawsze za pdzno. Przesuwaja wszystkie wyniki w jedna strone, wiec powtarzanie
pomiaru ich nie zmniejsza. Wykrywa sie je tylko innym przyrzadem albo inna metoda.

Wynik zapisujemy jako x = (Z + u) jednostka, gdzie u to niepewno$c¢ standardowa (gdy podajemy
graniczna, piszemy +Az). Niepewno$¢ wzgledna to u/z, zwykle w procentach. Méwi, jak dobry
jest pomiar, niezaleznie od jednostek: 1 mm na 1 m to 0,1%, a 1 mm na 1 cm to 10%.

5.2 Pomiar wielokrotny: srednia i jej niepewnosc¢

Zmierzono te sama wielko$¢ N razy: z1, z,. . . , £n. Najlepsze oszacowanie to srednia. Miara
rozrzutu pojedynczych wynikéw jest odchylenie standardowe s. Srednia jest doktadniejsza niz
pojedynczy pomiar, a jej niepewnosc to s/+/N:

e I
63 SREDNIA, ODCHYLENIE STANDARDOWE, NIEPEWNOSC SREDNIEJ

- J

We wzorze na s dzielimy przez N — 1, a nie przez N. Srednia policzyliémy z tych samych danych,
wiec odchylenia od niej sg nieco mniejsze niz od prawdziwej wartosci, a N — 1 to poprawia. Przy
kilkunastu pomiarach réznica jest niewielka. Uwaga: s to tu odchylenie standardowe, a nie droga.

Skad 1/N? Feynman wyjasénia to na bladzeniu losowym: piechur w kazdym kroku idzie losowo o
krok w przéd albo w tyt. Srednio stoi w miejscu, ale typowa ($redniokwadratowa) odlegto$é od
startu po N krokach to v'N krokéw. Feynman zaznacza, ze ten problem wiaze sie z ruchami
czastek w gazie (ruchy Browna) i ze sposobem, w jaki sktadaja sie btedy pomiaréw. FLP I-6-3
Suma N przypadkowych btedéw roénie wiec jak v/ N, a nie jak N, bo btedy czeéciowo sie znosza.
Srednia to suma podzielona przez N, wiec jej rozrzut maleje jak /N/N = 1/+/N.
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SYMULACJA 3  Bladzenie losowe. Kilku piechuréw rzuca monetg przed kazdym
krokiem. Przerywane krzywe to ++/N. Zwieksz liczbe piechuréw: w kazdej chwili ok. 2/3
Sciezek lezy miedzy tymi krzywymi, cho¢ kazda btadzi inaczej.

30

” Nl S
‘ S

10

A‘_.A_@.}}‘\‘AA A FAVAA A

/N A0 A
INAX v'o“'ﬂ' ‘Wf’ ’ ""'\'IW""\“

e WAL e LYY

-20
-30
20 40 60 80 100 120 140 160 180
N (kroki)
— Sciezki piechurow = = +VN

liczba krokow N 200 vN 14,1 $rednia kwadratowa odlegtosé po N krokach 13,6

Stan na rysunku: 8 piechuréw, N = 200; $rednia kwadratowa odlegtos$é 13,6 (VN = 14,1).

Feynman sprawdzil to do§wiadczalnie: rozegrat 100 gier po 30 rzutéw moneta i zapisat liczby
ortow. Po trzech pierwszych grach zamiast rzucac, potrzasal 30 monetami w pudetku. FLP I-6-2
Spodziewana liczba to 15, a typowe odchylenie % 30 ~ 2,7.Zjego tabeli wychodzi §rednia 14,93 i
odchylenie standardowe 2,8. Feynman dodaje praktyczna regule: jesli wynik odbiega od
oczekiwanego o mniej niz 2-3 typowe odchylenia, nie ma powodu podejrzewac monety.
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SYMULACJA 4 Pomiar wielokrotny. Kazdy punkt to jeden pomiar z losowym rozrzutem
wokot prawdziwej wartosci (przerywana linia). Zwiekszaj liczbe pomiaréw N: odchylenie
standardowe s prawie sie nie zmienia, ale przedzial Z + s/v N sie zweza.

24

18

) )

°
16
]

14

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

numer nomiaru
— pomiary =— $redniats/YN == ts = = prawdziwa wartosc¢

srednia 19,12 cm odchylenie standardowe s 2,38 cm niepewnos¢ sredniejs/vN 0,75 cm

$rednia od prawdziwej wartosci 0,2 u

Stan na rysunku: N = 10; $rednia 19,12 cm, s = 2,38 cm, s/VN = 0,75 cm (prawdziwa
wartos¢ 19 cm, rozrzut 2 cm).
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Przyktad 5.1
Czas reakcji z linijki

Kolega trzyma linijke pionowo, ty trzymasz palce przy jej dolnym koricu. Gdy jq pusci, tapiesz jq i
odczytujesz, o ile spadta. Dziesigd prob dato (w cm): 18, 21, 17, 20, 19, 22, 18, 20, 19, 16. Linijka
spada swobodnie, wiec czas reakcji tot = \/2d/g. Podaj czas reakcji z niepewnosciq.

1 Srednia:d = 190/10 = 19,0 cm.

2 Odchylenia od $redniej: —1,2,-2,1,0,3,—1,1,0, —3. Suma kwadratéw: 30. s =
v/30/9 ~ 1,8 cm.

3 Niepewno$¢ $redniej: u(d) = 1,8/v/10 ~ 0,6 cm, czyli 3%.

4 t=,/2-0,190/9,81 ~ 0,197 s. Pierwiastek potowi niepewnos¢ wzgledna (czesc¢ 5.3; dla
jednej zmiennej ta regula dziata tak samo dla A i dla u), wiec u(t) ~ 1,5% - 0,197 ~
0,003 s.

[ Wynik: d = (19,0 & 0,6) cm, czas reakcji t = (0,197 + 0,003) s. ]

Sprawdzenie: skrajne proby, 16 i 22 cm, daja 0,181 0,212 s. Srednia lezy miedzy
nimi, a jej niepewnos¢ jest duzo mniejsza od rozrzutu prob, zgodnie z 1/+/10 v.

Typowy czas reakcji na bodziec wzrokowy to ok. 0,2 s v'.

5.3 Przenoszenie niepewnosci: reguty na start

Gdy wynik liczy sie z kilku zmierzonych wielkosSci, ich niepewnosci przenosza sie na wynik.
Pelng teorie, z pochodnymi, poznasz w lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce. Na razie
wystarcza trzy reguty, ktére daja oszacowanie z géry, czyli dla najgorszego przypadku, gdy
wszystkie bledy dzialaja w te sama strone:

4 )
s PROSTE REGULY (OSZACOWANIE MAKSYMALNE)

Suma i r6znica: dodaja sie niepewnosci bezwzgledne: A(z + y) = Az + Ay.

Alzy)  Alz/y) Az Ay

Iloczyn i iloraz: dodaja sie niepewnos$ci wzgledne: = .
|zy| lz/yl =l Yyl
Az Ax
Potega: niepewnos¢ wzgledna mnozy sie przez wykltadnik: ‘(n’ ) =|n ﬁ
x x
Pierwiastek ton = 1.
- J

Dla niezaleznych btedéw przypadkowych oszacowanie maksymalne jest zbyt pesymistyczne, bo
bledy czesciowo sie znosza, jak w btadzeniu losowym. W lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w
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praktyce zamiast sumy wezmiemy pierwiastek z sumy kwadratow.

5.4 Zapis wyniku i z8odnos¢ z teoria

Niepewno$¢ podajemy z jedna albo dwiema cyframi znaczacymi, a wynik zaokraglamy do tego
samego miejsca: (9,72 + 0,05) m/s?, a nie 9,7243 + 0,0517. Wynik poréwnujemy z wartoscig
teoretyczna (albo tablicowa o pomijalnej niepewnosci) w jednostkach jego niepewnosci
standardowej u. R6znica mniejsza niz ok. 2u: wyniki zgodne. Wieksza niz 3u: sygnal, Ze co$ jest
nie tak, np. btad systematyczny, zla teoria albo Zle oszacowana niepewnos¢. Miedzy 2u a 3u:
wynik watpliwy, warto powtorzy¢ pomiar. Gdy poréwnujemy dwa niezalezne wyniki, dzielimy
réznice przez niepewno$¢ roznicy /u? + u? (skad ten wzér, zobaczysz w lekcji 1.4 Rachunek
rézniczkowy w praktyce). Reguta dotyczy niepewnosci standardowej. Niepewnos$¢ graniczna Az
to granica, a nie typowe odchylenie; w lekcji 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce zamienisz ja
nau = Az/+/3. Podobna, luzniejsza regute podaje Feynman dla monety: odchylenie w granicach
2-3 typowych odchylen nie daje powodu do podejrzen, a duzo wieksze budzi podejrzenia, cho¢
niczego nie dowodzi.

Przyktad 5.2
Czy uczen zmierzyt
g

dobrze?

Wynik ucznia: g = (9,72 £+ 0,05) m/s?%, gdzie 0,05 to niepewnosc standardowa sredniej. Wartos¢
tablicowa: 9,81 m/s%. Czy wyniki sq zgodne?

1 Réznica: 9,81 — 9,72 = 0,09 m/s?.

2 W jednostkach niepewnosci: 0,09/0,05 = 1,8.

Wynik: r6znica to 1,8 niepewnos$ci, mniej niz 2. Wynik ucznia jest zgodny z warto$cia
tablicowa, cho¢ lezy na granicy.

Sprawdzenie: gdyby uczen podal wynik z nierealnie mata niepewnos$cia +0,01, ta
sama roznica wynositaby 9 niepewnosci, czyli wyrazna niezgodnosé. Zbyt
optymistyczna niepewno$¢ jest tak samo ztym wynikiem jak zta wartos$¢ v.

/. ZADANIA - CZESC 5 9 zadan - ok. 55 min
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1 Stélzmierzono tasma z podziatkg milimetrowa: 1,825 m. Jaka jest niepewno$¢ graniczna
=« iniepewno$¢ wzgledna? Jak zapisaé¢ wynik?

2  Popraw zapis: v = (12,3456 + 0,2381) m/s; m = (250 £0,5) g; T = 2,1 + 0,03 s.

3 Zmierzono okres wahan pieé razy: 2,05; 2,11; 1,98; 2,04; 2,07 s. Oblicz $rednia,
=« odchylenie standardowe i niepewnos¢ $redniej.

4 Ile razy trzeba zwiekszy¢ liczbe pomiaroéw, zeby niepewnos¢ Sredniej zmalata 10 razy?
== Co z tego wynika dla planowania doswiadczenia?

5 Prostopadio$cian ma mase (540 &+ 1) g i wymiary (5,0 £0,1) cm, (4,0 + 0,1) cm, (10,0 +
== 0,1) cm. Oblicz gesto$¢ z niepewnoscia maksymalna. Z czego moze by¢ wykonany?

6 Kula ma $rednice zmierzong z niepewnos$cia wzgledna 2%. Z jaka niepewnos$cia
= wzgledna znamy jej objetos¢?

7  Dwie grupy zmierzyly predkos¢ dzwieku: (338 4+ 4) m/s i (349 + 3) m/s. Czy wyniki sa
== zgodne ze soba?

8 W przyktadzie 5.1 kazdy pojedynczy pomiar odczytano z linijki z doktadno$cia do 1 cm.
== Czy niepewno$¢ $redniej 0,6 cm, mniejsza od dzialtki, ma sens? Kiedy przestataby go
miec?

9 Feynman w 3000 rzutach otrzymat 1493 orly. Czy to powdd, zeby podejrzewaé monete?
= Uzyj tego, ze typowe odchylenie liczby ortéw od N /2 to 1+/N.

moopodstawowe  weo $rednie saa feynmanowskie
6 Btedne intuicje

x  ,Im wiecej cyfr, tym doktadniej.”

Cyfry poza tymi, na ktére pozwala niepewnosé, sa fikcja. Wynik 9,7243 + 0,05 udaje
dokladnosé, ktérej nie ma.
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X

»1cm? = 0,01 m2.”

Przedrostek podnosi sie do potegi razem z jednostka: 1 cm? = 10~4 m?2.

x ,Wzor, ktory przechodzi test wymiarowy, jest poprawny.”

Test wytapuje tylko bltedy w wymiarach. Czynnik %, 27 albo pomytka sinusa z cosinusem
przejda niezauwazone.

x ,,Przy duzej liczbie pomiarow niepewnos¢ spada do zera.”

Maleje tylko czeé¢ przypadkowa, i to powoli, jak 1/4/N. Btad systematyczny i
rozdzielczos¢ przyrzadu zostaja.

x ,0dchylenie standardowe maleje, gdy mierze wiecej razy.”

Odchylenie standardowe s opisuje rozrzut pojedynczych pomiaréw i dazy do stalej
warto$ci. Maleje niepewno$é $redniej, s/+/N (symulacja 4).

x  Wynik rozny od tablicowego to btedny wynik.”

Liczy sie r6znica w poréwnaniu z niepewnoscia. 0,09 przy niepewnosci 0,05 to zgodnos¢,
a 0,09 przy niepewnosci 0,01 to niezgodnos$¢ (przyktad 5.2).

7 Sprawdz sie

1 Ile metréw na sekunde to 36 km/h?

10 m/s.

2 Jaki wymiar musi mie¢ k w wyrazeniu sin(kz), gdy = jest w metrach?

1/m.

3 Opor powietrza ro$nie jak v2. Ile razy wzro$nie, gdy predko$c sie podwoi?

4 razy.

4  Ile cyfr znaczacych ma 0,0300?

3.
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5 Niepewnos¢ $redniej z 25 pomiaréw, gdy s = 0,5 cm?

0,5/5=0,1cm.
. J
- A

6 Bok kwadratu zmierzono z niepewnoscia wzgledna 1%. Jaka jest niepewnos¢

wzgledna pola?

2%.
- J
- A

7  Wynik (5,2 £ 0,1) i teoria 5,6. Zgodne?

Nie: réznica to 4 niepewnosci.
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s Karta wzorow i co dalej

4 N
JEDNOSTKI, WYMIARY, SZACOWANIE NIEPEWNOSC
N=kg-m/s’, J=N-m, W=1J/s, Pa= zapis: (Z + u) jednostka; niepewnos$¢ 1-2
N/m? cyfry; wynik do tego samego miejsca
3 6 9. -3 -6 -9 - -
k 103, M 10%, G 10%; m 10~3, 1 1075, n 10 =L@, 5= \/ﬁz(%_w)z,
1m/s = 3,6 km/h; 1 cm? = 10~* m?; rok ~ u(Z) = s/VN
107
m-10%s bladzenie losowe: typowa odleglo$é v N
przeliczanie: mnozenie przez utamki krokéow
rowne 1 suma, réznica: Az + Ay; iloczyn, iloraz:
wymiar: obie strony réwne; dodaje sie Az 4 Ay. potega: |n) ﬁ

lz| © lyl”?

tylko to samo; argumenty exp, In, sin zgodnosé: réznica < 2u zgodne; 2u-3u

bezwymiarowe watpliwe; > 3u niezgodne; dla dwdéch
zgadywanie wzoru: C - 2%z, poréwnaj Wynikow u = + /u71 + ug

potegi kg, m, s blad systematyczny nie maleje przy

cyfry znaczace: iloczyn — najmniej cyfr; powtarzaniu
suma — najmniej miejsc po przecinku

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 6-2 i 6-3 (fluktuacje i btadzenie losowe, skad sie bierze V'N).

* Dla chetnych: 5-2...5-7 (jak mierzy sie czasy i odlegtosci w skali od jader do Wszechswiata;
wzorce jednostek).

Do przeczytania w podrecznikach

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: cze$¢ wprowadzajaca (jednostki, notacja
wykladnicza, przyblizenia).

¢ J.R. Taylor, Wstep do analizy bledu pomiarowego: klasyczny i przystepny podrecznik, jesli
chcesz p6js¢ dalej w niepewnosciach.

Ta lekcja zamyka czesc 0. Niepewnosci rogwinie lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce
(przenoszenie niepewnosci przez pochodne i sume kwadratéw), a statystyke pomiarow lekcja 5.2
Statystyka pomiaréw i dopasowania. Analizy wymiarowej uzyjesz od pierwszej lekcji fizyki (Dzial
1: Ruch i jego przyczyny) do ostatniej. Czesc I kursu zaczyna sie od wektorow (1.1 Wektory) oraz
ciqgow, granic i ciqgglosci (1.2 Ciqgi, granice i ciggtosc).
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. 15 m/s; 90 km/h; 2,5 - 10° m?; 7900 kg/m?®.
2.107%m?i107% m?.
3.2000- 180 = 3,6 - 10°J = 0,1 kWh.
4.J=N-m=kg -m?/s?2, W =kg -m?/s’. [§mv?] = kg- (m/s)? = kg-m?/s? v.

5.8 =0,0624 m?, F = 1,013 - 10° - 0,0624 ~ 6,3 kN, czyli tyle, ile wazy ciato o masie ok. 640 kg. Powietrze
jest tez pod kartka, a ciSnienie dziata we wszystkich kierunkach, wiec sity sie réwnowaza.

Zadania - czes$¢ 2
1. Pierwszy (%at ma wymiar m/s) i trzeci (vp ma wymiar m/s). Drugi przechodzi test wymiarowy.

2. Oba 1/s, bo kt i wt musza by¢ bezwymiarowe. A ma wymiar metrow.

3.v = C\/F/u; 1/80/0,005 ~ 126 m/s. Pelna teoria daje C' = 1.

4. Kilogramy sa tylko w p, wiec jego wykladnik to 0. Z [¢°A"] = m/s:a = 1, b = 1, v = C'y/g\. Dziesig¢

razy dtuzsza fala jest 1/10 ~ 3,2 razy szybsza. (Petna teoria: C = 1//27.)

5. Kilogramy sa w M (do potegi +1) i w G (do potegi —1), wiec znosza sie tylko w iloczynie GM. Z
[r*(GM)" ] =s:—2b=1,a+3b=0,czylib=—1,a = %: T = C/r?/(GM), wiec T? o r*. Pelna teoria
daje C = 27; dla Ksiezyca (r = 3,84 - 103 m, GM = 3,99 - 101 m?/s%) wychodzi 27,4 doby.

6.Zmik: T = C+/m/k, bo [m/k] = s>. Amplituda A to jedyna wielko$¢ z metrami, bo [k] = kg/s?.
Metréw nie ma z czym skrécié, wiec A nie moze wystapi¢ we wzorze: okres nie zalezy od amplitudy.
W wahadle T' = f(6p) \/l/_g: amplituda katowa jest bezwymiarowa, wiec analiza wymiarowa jej nie
wyklucza (wiecej w fizyce, Dziat 1: Ruch i jego przyczyny). (Pelna teoria: C' = 27.)

Zadania - czesc 3

1. 107 (doktadnie 3,156 - 107, tuz ponizej granicy /10 - 107 ~ 3,162 - 107); 10?°, bo 5,97 > /10 ~ 3,16; 10*
(7-10°m, 7 > 3,16).

2.70-60-24-365-80 ~ 3-10% rzad 10°.
3. Wanna ok. 150 1, kropla ok. 0,05 ml: 150/(5 - 10~°) = 3 - 105, rzad 10°-10".
4. 40 km dziennie, 40 000/40 = 1000 dni, czyli ok. 3 lata.

5. Przyktadowo: 2 osoby na mieszkanie, wiec ok. 900 tys. mieszkan; fortepian lub pianino w co 30.
mieszkaniu, plus szkoly i sale, razem ok. 35 tys. instrumentéw; strojenie raz na rok; stroiciel stroi 3
instrumenty dziennie przez 200 dni, czyli 600 na rok. Wynik: 35000/600 ~ 60, rzad kilkudziesieciu.
Najmniej pewny jest odsetek mieszkan z instrumentem i czesto$¢ strojenia. Wazne, ze zapisane
zalozenia mozna sprawdzic¢ i poprawic.
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Zadania - czesc 4
1. 3;3; 3; 1.
2.1,4; 9,3; 33.

3. Bok ma dwie cyfry znaczace, wiec pole tez: 1,0 - 10! cm?. Jesli bok to 3,2 + 0,05 cm, pole jest gdzie$
miedzy 3,152 ~ 9,9 a 3,252 ~ 10,6 cm?. Cztery cyfry udaja doktadnoé¢, ktérej nie ma.

Zadania - czesc 5

1. A = 1 mm, wzgledna 0,001/1,825 ~ 0,05%. (1,825 + 0,001) m.

N

. (12,3 £ 0,2) m/s lub (12,35 £+ 0,24) m/s; (250,0 £+ 0,5) g; (2,10 £ 0,03) s. Dopisane zero ma sens tylko
wtedy, gdy pomiar rzeczywiscie dat te cyfre.

3.T =2,05s; s ~ 0,047 s; u = 0,047/+/5 ~ 0,02 s. Wynik: (2,05 £ 0,02) s.

4.100 razy, bo u o« 1/4/N. Powtarzanie szybko przestaje sie optacaé. Czesto lepiej zmieni¢ metode albo
przyrzad. Powtarzanie nie usuwa tez btedéw systematycznych.

5.p = 540/200 = 2,70 g/cm?®. Wzgledna: 0,2% + 2% + 2,5% + 1% ~ 5,7%, czyli +-0,15. p = (2,70 +
0,15) g/cm3: pasuje do aluminium (2,70).

6.V x d?, wiec3-2% = 6%.

7. Réznica 11 m/s, niepewnos$¢ réznicy /16 + 9 = 5 m/s. To 2,2 niepewnosci: na granicy zgodnosci.
Warto szuka¢ btedu systematycznego, np. réznicy temperatur powietrza. Oszacowanie maksymalne
daloby 4 + 3 = 7 m/s i tylko 1,6 niepewnosci.

8. Ma sens, bo rozrzut préb (ok. 1,8 cm) jest wiekszy od dzialki, wiec zaokraglenia odczytu zachowuja
sie jak dodatkowe losowe btedy i tez sie usredniaja. Przestataby, gdyby rozrzut prob byt
poréwnywalny z dziatka lub mniejszy (np. wszystkie odczyty takie same albo rézniace sie o jedng
dziatke). Wtedy btedy zaokraglen nie sg przypadkowe i niepewnosci nie da sie zbi¢ ponizej ok.
Az/+/3 (lekcja 1.4 Rachunek rézniczkowy w praktyce).

9. 14/3000 ~ 27. Odchylenie 1500 — 1493 = 7 to tylko 0,26 typowego odchylenia. Moneta jest w
porzadku, a wynik jest wrecz bardzo blisko potowy.

Matematyka - Jednostki, analiza wymiarowa, szacowanie i niepewno$é pomiaru. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on
Physics, t. I (Addison-Wesley 1963; New Millennium Edition 2011), 5-5, 6-2 i 6-3; K. A. Stroud, Engineering Mathematics. Dane z rzutow moneta: tabela 6-1
w FLP. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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