MATEMATYKA 0.4

Geometria
analityczna i
krzywe stozkowe

Kepler, patrzac na tablice obserwacji Marsa, odkryl, ze planety
kraza po elipsach. Geometria analityczna zamienia ksztalty w
réwnania, a réwnania w ksztalty. Ta lekcja przechodzi od punktu
i prostej przez okrag do trzech krzywych stozkowych: elipsy,
paraboli i hiperboli. Na koficu pokazuje, ze wszystkie trzy to
jedno réwnanie we wspotrzednych biegunowych: réwnanie
orbity ciata krazacego wokot jednego masywnego ciata, np.

Stonca.
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©  Prolog: dwie pinezki i sznurek

1 Punkty i odlegtosci

2 Prosta

3 Okrag

4 Elipsa, parabola, hiperbola

5 Wspotrzedne biegunowe i réwnanie orbity
6  Btedne intuicje

7 Sprawdz sie

8  Karta wzordw i co dalej
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o Prolog: dwie pinezki i sznurek

Feynman opisuje pierwsze prawo Keplera tak: kazda planeta krazy wokot Stonica po elipsie, a
Stonce jest w jednym z jej ognisk. Zaraz dodaje, Ze elipsa to nie byle owal, ale $cisle okreslona
krzywa. Narysujesz ja dwiema pinezkami, petla sznurka i otéwkiem. Matematycznie to zbiér
punktow, dla ktérych suma odlegtosci od dwoch ustalonych punktéw, ognisk, jest stata. Mozna
tez powiedzied, ze to okrag ogladany pod katem, ,skrocony” w jednym kierunku. FLP I-7-2

Trzy opisy, trzy rézne pomysty: sznurek, odlegtosci, skrécony okrag. W tej lekcji zapiszesz kazdy z
nich ro6wnaniem i sprawdzisz, ze to ta sama krzywa. To jest wlasnie geometria analityczna: ksztatt
staje sie rOwnaniem, a pytania o ksztatt (gdzie sie przecinaja? jak daleko? pod jakim katem?) staja
sie rachunkiem.

Pytanie na start. Ziemia jest najblizej Storica w odlegtosci 147,1 mln km, a najdalej 152,1 min km. Czy jej
orbita to wyrazna elipsa, czy prawie okrqg? I gdzie doktadnie jest Storice? Odpowiedz w przyktadzie 4.1.

1 Punkty i odlegtosci

W ukladzie wspolrzednych na plaszczyznie kazdy punkt to para liczb

P = (z; y): oile przesunac sie wzdtuz osi z i o ile wzdtuz osi y od IP"
poczatku uktadu O = (0; 0). Osie sa prostopadte i maja te sama d iAy
jednostke. Ten pomyst Kartezjusza pozwala zamieni¢ geometrie na b, F
algebre. - Ax

(6]
Odlegto$¢ dwoch punktow to twierdzenie Pitagorasa. Réznice

wspotrzednych Az = xo — 21 1 Ay = y2 — y1 sa przyprostokatnymi tréjkata, a szukany odcinek
jego przeciwprostokatna:

5 ODLEGLOSC I SRODEK ODCINKA

+ +
|PLPs| = /(22 — 21)2 + (y2 — w1)2, S = (ml T2, W y2> .

2 2

Kolejnos¢ punktow nie ma znaczenia, bo réznice sa podnoszone do kwadratu. Ten sam wzor w
trzech wymiarach ma trzeci sktadnik (22 — 21)%. W lekcji 1.1 Wektory zobaczysz, ze to dtugo$é
wektora PfP2.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 15 min

1 Oblicz odlegto$¢ punktow P, = (—2; 1) i P» = (4; 9) oraz $§rodek odcinka P, P,.
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2 Namapie w skali 1 kratka = 1 km dom stoi w punkcie (2; 3), a szkota w (7; 15). Jak
= daleko jest od domu do szkoly w linii prostej?

3 Pokaz, ze tréjkat o wierzchotkach (0; 0), (4; 0), (2; 24/3) jest rownoboczny.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

2  Prosta

2.1 Dwa zapisy prostej

Wykres funkcji liniowej z lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne to prosta.
Zapisujemy ja w postaci kierunkowej y = mz + n. m to wspotczynnik kierunkowy, czyli o ile
rosnie y, gdy z ros$nie o 1. Prosta przecina o$ y w punkcie (0; n). W lekcji 0.1 Liczby, potegi,
logarytmy i funkcje elementarne pisaliSmy ax + b; tu litery a i b zostawiamy dla pétosi elipsy.
Prosta przez punkty (z1; ¥1) i (z2; y2) mam = Lo

o — I
Wspoélczynnik kierunkowy to tangens kata nachylenia prostej do osi z: m = tan « (lekcja 0.3
Trygonometria i funkcje hiperboliczne). Prosta nachylona pod katem 45° mam = 1.

Posta¢ kierunkowa nie opisuje prostych pionowych, np. x = 3, bo dla nich m byloby
nieskonczone. Wszystkie proste obejmuje posta¢ ogdlna:

Ar+ By+C =0, A, B nie oba réwne 0.

Dla B # 0 przechodzi ona w kierunkowa: y = —%x — %.

2.2 Proste rownolegte i prostopadte

Proste y = miz + n1 i y = maz + ng sa réwnolegle, gdy m; = my, i prostopadte, gdy mims = —1.
Drugi warunek widac z obrotu: obrét o 90° zamienia kierunek ,,1 w prawo, m w goére” na ,m w
lewo, 1 w gére”, a ten ma wspdiczynnik % (dla m # 0; prostopadta do prostej poziomej jest
pionowa). Wspélny punkt dwdch prostych to rozwiazanie uktadu ich réwnan (lekcja 0.2
Rownania, nieréwnosci, wielomiany i utamki proste).

2.3 Odlegtos¢ punktu od prostej

Najkrotsza droga od punktu do prostej biegnie prostopadle do niej. Dla prostej Az + By + C =01
punktu (zo; yo) jej dlugosc to
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s ODLEGLOSC PUNKTU OD PROSTEJ

_ |Azo + Byo + C|

d
VAL B

Licznik mowi, jak bardzo punkt ,nie spelnia” réwnania prostej. Mianownik zamienia to na
prawdziwa odlegto$¢. Wyprowadzenie najkrocej idzie przez iloczyn skalarny: wektor [A; B] jest
prostopadly do prostej (lekcja 1.1 Wektory). Na razie przyjmij wzor i sprawdz go na przykladzie.

SYMULACJA 1 Prostay = mx + nipunkt P. Przerywany odcinek to najkrotsza droga od
P do prostej, prostopadia do niej. Poréwnaj jego dlugos¢ ze wzorem i zobacz, jak m
zmienia kat nachylenia.

-6 -4 -2 0 2 4 6
— y=mx+n == najkrotsza drogazP
odlegtosc¢ d 4,80 najblizszy punkt prostej (1,12; 2,84) kat nachylenia o = arctan m 36,9°

postaé ogolna prostej 0,75x — y + 2,0 = 0

Stan na rysunku: m = 0,75, n =2,0, P = (4,0; -1,0); d = 4,80.
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Przyktad 2.1

Jak daleko statek jest od brzegu?

Prosty odcinek brzegu biegnie wzdtuz prostej y = 0,75z + 2 (wspdtrzedne w km). Statek jest w
punkcie (8; 1). Jak daleko ma do brzegu i w ktérym punkcie do niego doplynie, plynac najkrétszq
droga?

1

Posta¢ ogo6lna: mnozymy przez 4 i przenosimy na
jedna strone: 3x — 4y +8 =0, czyli A = 3, B = —4,
C =8.

|13-8—4-1+8| 28
d= = — =5,6 km.
V9 + 16 5

Droga jest prostopadla do brzegu, wiec ma

wspolezynnik —3:y — 1 = —3(z — 8). Przeciecie z
brzegiem: 0,75z + 2 = —%w + %, stadz = 4,64,y =
5,48.

Statek P i brzeg: najkrétsza droga
jest prostopadta do linii brzegu

[ Wynik: 5,6 km; statek doptynie do punktu (4,64; 5,48).

Sprawdzenie: odleglo$¢ statku od punktu (4,64; 5,48) to 1/3,36% + 4,482 = 5,6 v.
Punkt lezy na brzegu: 0,75 - 4,64 + 2 = 5,48 v.

a

ZADANIA - CZESC 2

6 zadan - ok. 35 min

Napisz rownanie prostej przez punkty (—2; 1)i(4; 9). Pod jakim katem jest nachylona

do osi x?

Zapisz prosta 2z + 5y — 10 = 0 w postaci kierunkowej. W jakich punktach przecina osie?

Ktore z prostych sa réwnolegte, a ktore prostopadie: y = 2z — 1, y = —0,5z + 3, 4z —

204+ 7=0?

Wyznacz symetralna odcinka o konicach (—2; 1) i (4; 9), czyli prosta prostopadia do

niego i przechodzaca przez jego $rodek.

Oblicz odlegtosé punktu (0; 0) od prostej z + y = 4. Sprawdz wynik rysunkiem.
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6 Wyprowadz wzoér na odlegto$¢ punktu od prostej dla prostej y = mz i punktu (zo; vo),
=== jdac tg sama droga co w przyktadzie 2.1: prosta prostopadla przez punkt, punkt
przeciecia, odlegtosc.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Okrag

Okrag to zbiér punktéw odlegtych o r od $rodka (zs; ys). Wzor na odlegtos¢ daje od razu jego
réwnanie:

(z —zs)* + (y —ys)® =’

Po wymnozeniu nawiaséw okrag czesto wyglada inaczej, np. 2 + y? — 6z + 4y — 12 = 0. Srodek i
promien odczytasz, uzupelniajac kwadraty jak przy postaci kanonicznej paraboli (lekcja 0.1
Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne): 22 — 6z = (z — 3)> —9iy? + 4y = (y +2)* — 4.
Stad (z — 3)? + (y + 2)* = 25: érodek (3; —2), promien 5.

3.1 Prosta i okrag: przeciecie, styczna

Wspoélne punkty prostej i okregu znajdziesz, wstawiajac y = mz + n do rOwnania okregu.
Wychodzi rownanie kwadratowe, a jego wyrdznik z lekcji 0.2 Réwnania, nieréwnosci,
wielomiany i utamki proste méwi wszystko: A > 0 to dwa punkty przeciecia, A = 0 to jeden
punkt (prosta jest styczna), A < 0 to brak punktéw wspdlnych. Prosciej sprawdzic to
geometrycznie: prosta jest styczna, gdy jej odlegtos$¢ od srodka okregu réwna sie promieniowi.
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Przyktad 3.1
Gdzie jest telefon? Potozenie z dwadch odlegtosci

Dwie wieze stojq w punktach (0; 0) i (10; 0) (km). Z czaséw przelotu sygnatu wiadomo, Ze telefon
jest 6 km od pierwszej i 8 km od drugiej. Gdzie jest telefon?

1 Telefon lezy na dwéch okregach: z2 + y? = 361 (z — 10)? + y? = 64.

2 Odejmujemy réwnania stronami. Kwadraty z* i y* znikaja: 22 — (z — 10)? = —28, czyli
20z — 100 = —28, =z = 3,6.

3 Zpierwszego okregu: y?> = 36 — 12,96 = 23,04, y = +4,8.

Wynik: (3,6; 4,8) albo (3,6; —4,8). Dwie wieze daja dwa mozliwe polozenia; trzecia
wieza rozstrzyga, ktére jest prawdziwe.

Sprawdzenie: /6,42 + 4,82 = 8 v. Boki 6, 8, 10 tworza trojkat prostokatny, wiec
telefon ,widzi” odcinek miedzy wiezami pod katem prostym v. Tak samo, tylko w
trzech wymiarach i z poprawka na zegar odbiornika, liczy polozenie odbiornik GPS.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadar - ok. 30 min

=

Napisz rownanie okregu o §rodku (—1; 4) przechodzacego przez punkt (2; 0).

2 Znajdz $rodek i promien okregu z2 + y? + 8z — 2y + 8 = 0.

3 Czy prostay = z + 1 przecina okrag x> + y? = 4? Jedli tak, w ilu punktach?

4 Dlajakich m prostay = mx + 5 jest styczna do okregu z% + y2 = 9?

5 W przykladzie 3.1 odejmowanie réwnan dalo prosta z = 3,6. Pokaz, ze dla dowolnych
== dwbch réznych okregdéw przecinajacych sie w dwodch punktach odjecie ich réwnan daje
prosta przechodzacy przez oba punkty przeciecia. Dlaczego to musi by¢ prosta?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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4 Elipsa, parabola, hiperbola

Wez stozek podwdjny (dwa stozki ztaczone wierzchotkami) o
pionowej osi i przetnij go plaszczyzna, ktéra nie przechodzi przez
wierzchotek. Gdy plaszczyzna jest nachylona mniej stromo niz
tworzaca stozka, przekréj to zamknieta elipsa (okrag, gdy jest
pozioma). Gdy jest rownolegta do tworzacej, przekrdj to parabola.
Gdy jest bardziej stroma niz tworzaca, przecina obie potéwki stozka i

daje dwie galezie hiperboli. Stad nazwa: krzywe stozkowe, badane
juz przez Apoloniusza w III w. p.n.e. W fizyce wazniejsze od stozka sa
jednak ich definicje przez odlegtosci. Kazda z nich odpowiada jakiej$ wlasnosci fizyczne;j.

4.1 Elipsa

Elipsa to zbior punktow, dla ktérych suma odleglosci od dwéch ognisk F; i F5 jest stata i rowna 2a
. Ustawmy ogniska w punktach (+c; 0). Wtedy:

/7~ M
2 ELIPSA

2 2
z
—+y—:1, b2 =a’ - 2, e=

=t € [0; 1).

elo

a to potos wielka, b to potos matla, e to mimosrdd (nie myli¢ z liczba e z lekcji 0.1
Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne).
- J

Skad b% = a? — ¢?? Punkt elipsy lezacy na osi y, czyli (0; b), jest jednakowo odlegly od obu ognisk,
wiec kazda odleglo$é to a. Z trdjkata prostokatnego o bokach ¢, bi a mamy a? = b? + 2. Pelne
wyprowadzenie rownania z definicji to dwa razy podnoszenie do kwadratu (zadanie 4.6).

Réwnanie pokazuje tez trzeci opis Feynmana. Wez okrag z* + y* = a? i $ciénij go w pionie: kazde
y pomnoz przez % Wyjdzie dokladnie elipsa. Tak wyglada okrag ogladany z daleka, gdy linia
wzroku tworzy kat 8 z prosta prostopadia do plaszczyzny okregu: g = cos 3.

Mimosrod méwi, jak bardzo elipsa jest sptaszczona. Dla e = 0 ogniska sie pokrywaja i elipsa jest
okregiem. Dla e bliskiego 1 jest dtuga i waska.
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SYMULACJA 2 Elipsa ,ze sznurka”. Przesuwaj punkt P po elipsie: suma odlegtosci r; + r2
od ognisk sie nie zmienia. Zmieniaj mimosrdd i zobacz, jak elipsa przechodzi od okregu
do waskiego owalu.

— elipsa — 1, =—r, ==o0kragx®+y2=a?

rn 5,20 r, 2,80 rn+r,=2a 8,00 c=ae 2,40 b=v(@-c? 3,20 b/a 0,800

Stan na rysunku: a =4, e = 0,60, b = 3,20; r1 = 5,20, r2 = 2,80, r1 + r2 = 8,00.
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Przyktad 4.1
Orbita Ziemi: elipsa czy okrag?

Najmniejsza odlegtosc Ziemi od Storica (peryhelium) to ¢ = 147,10 min km, najwieksza
(aphelium) Q = 152,10 mln km. Slorice jest w ognisku elipsy. Oblicz a, c, e i b.

1 Peryhelium i aphelium to konce osi wielkiej, wiec ¢ + @ = 2a: a = 149,60 mln km.
2  Stonce jest o c od srodka elipsy: ¢ = a — ¢, stad ¢ = 2,50 mInkmie = £ ~ 0,0167.

3 b=+a>—c =ay1—e?~0,99986 a, czyli b jest o ok. 21 tys. km krétsze od a.

Wynik: e ~ 0,017. Ksztalt orbity jest prawie idealnym okregiem: pélosie réznia sie o
0,014%. Za to Stonce jest wyraznie przesuniete od $srodka, o 2,5 mln km (1,7%
promienia).

Sprawdzenie: NASA podaje dla Ziemi a = 149,598 mIn kmie = 0,0167 v. Wniosek

e2

wart zapamietania: przy malym mimosrodzie wzgledna réznica pétosito 1 — % ~ S,
a wzgledne przesuniecie ogniska ¢ = e. Dlatego na rysunku orbita Ziemi wyglada
jak okrag z niecentralnie potozonym Stoncem.

4.2 Parabola

Parabola to zbiér punktéw jednakowo odlegltych od punktu F' (ogniska) i od prostej (kierownicy).
Dla ogniska (0; f)ikierownicy y = —f warunek y/z2 4 (y — )2 = y + f po podniesieniu do
kwadratu daje

To ta sama parabola co wykres funkcji kwadratowej z lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje
elementarne i tor rzuconej pitki (bez oporu powietrza). Liczba f to ogniskowa: odlegtos¢
wierzchotka od ogniska.

Feynman pokazuje na przykladzie teleskopu z Mount Palomar, dlaczego zwierciadlo skupiajace
swiatto gwiazdy ma ksztalt paraboli (doktadniej paraboloidy, czyli paraboli obréconej wokét osi).
Swiatlo z dalekiej gwiazdy przychodzi réwnolegtymi promieniami. Zeby wszystkie zebraty sie w
jednym punkcie, ich czasy, a wiec i drogi, liczone od pltaszczyzny prostopadlej do promieni do
tego punktu musza by¢ rowne (zasada Fermata). Prowadzi to dokladnie do warunku ,,jednakowa
odlegltos¢ od punktu i od prostej”. FLP I-26-4 Kazdy promien réwnoleglty do osi paraboli odbija
sie do ogniska. Dziata to tez w drugg strone: zaréwka w ognisku reflektora daje réwnolegta
wigzke.
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SYMULACJA 3  Promienie rownolegte do osi padaja z gory i odbijaja sie od zwierciadla.
Dla paraboli wszystkie trafiajq w ognisko. Przelacz na zwierciadlo kuliste o tej samej
ogniskowej: promienie dalekie od osi przecinaja o$ blizej zwierciadla i obraz sie
rozmywa.

N>

NN

N

\

/

| /

1 <<<
-5 -4 -3 -2 -1

— zwierciadto — promienie — ognisko F

ogniskowa f 2,00 promienie przecinajg o$ na wysokosciod 2,000 do 2,000

rozmycie ogniska 0,000

Stan na rysunku: zwierciadto paraboliczne, £ = 2, potowa otworu 2,80; rozmycie 0,000.

4.3 Hiperbola

Hiperbola to zbiér punktéw, dla ktérych réznica odlegtosci od dwdch ognisk ma stalg wartos$é
bezwzgledna 2a. Dla ognisk (£c; 0):

s HIPERBOLA

c b
= -5 =1, b2 = —a?, e=—>1, asymptoty y = +—z.
a b a a

Ma dwie gatezie, a daleko od $rodka zbliza sie do dwdch prostych, asymptot. Dlaa = b = 1to
hiperbola z*> — y? = 1 z lekcji 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne, na ktérej prawej gatezi
leza punkty (coshu; sinhu).
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Definicja przez réznice odlegtosci ma zastosowanie w nawigacji. Dwie stacje nadaja sygnaty w
znanych chwilach (dla prostoty przyjmijmy, Ze jednocze$nie). Odbiornik nie zna odlegtosci do
zadnej z nich, ale mierzy, o ile pdzniej dotarl jeden sygnat niz drugi. R6znica czaséw razy
predkos¢ swiatla to réznica odlegtosci, a punkty o statej réznicy odleglosci leza na hiperboli.
Druga para stacji daje druga hiperbole, a ich przeciecie wyznacza potozenie. Tak dziataty
radionawigacyjne systemy hiperboliczne, np. LORAN.

/. ZADANIA - CZESC 4 7 zadan - ok. 45 min

1 Dlaelipsy 922 + 25y = 225 podaj a, b, ¢, mimo$rdd i polozenie ognisk.

2  Antena satelitarna ma ksztalt paraboloidy o srednicy 60 cm i gtebokos$ci 6 cm. W jakiej
«  odlegltosci od dna (wierzchotka) czaszy trzeba umiesci¢ odbiornik?

3 Kometa Halleya zbliza sie do Stonca na 0,575 AU (jednostka astronomiczna, AU ~ 149,6
== mln km, $rednia odlegto$¢ Ziemi od Stonca) i oddala na 35,3 AU. Oblicz p6tos wielka i
mimoéréd. Z trzeciego prawa Keplera okres w latach to a®/2, gdy a jest w AU. Ile wynosi?

4  Orbita kolowa gwiazdy podwojnej jest nachylona tak, ze widzimy ja pod katem 60° do

== kierunku prostopadlego do ptaszczyzny orbity. Jaka elipse widzimy na niebie (stosunek
b

. imimosrod)? Czy druga gwiazda jest w jej ognisku?

5 Dwie stacje nawigacyjne sa odlegte 0 200 km. Sygnal z jednej dociera do statku o 100 ps

== pdbzniej niz z drugiej. Na jakiej hiperboli lezy statek (podaj a, b, ¢)? Predkos¢ swiatta to
3-10° km/s.

6 Wyprowadz rownanie elipsy z definicji 1/(z + ¢)? + y2 + 1/ (z — ¢)? + y? = 2a.

7 W litotrypsji fala uderzeniowa wystana z jednego ogniska reflektora w ksztalcie potéwki

== elipsoidy obrotowej skupia sie w drugim, gdzie znajduje sie kamien nerkowy. Uzyj
definicji elipsy, zeby wyjasni¢, dlaczego wszystkie czesci fali docieraja do drugiego
ogniska w tej samej chwili.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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5  Wspotrzedne biegunowe i rownanie orbity

Punkt na plaszczyZnie mozna tez opisac inaczej: jak daleko jest od
poczatku uktadu (r) i w jakim kierunku (0, kat od dodatniej potosi z). S P
To wspolrzedne biegunowe. Przejscia miedzy uktadami daja

definicje sinusa i cosinusa z lekcji 0.3 Trygonometria i funkcje

hiperboliczne: 4

rcos 6

sh WSPOLRZEDNE BIEGUNOWE

r=rcosf, y=rsinb,; r=+z?+y? 6 =atan2(y,z).

Kat liczymy funkcjq atan2, a nie arctan(y/z), z powodéw omoéwionych w lekcji 0.3 Trygonometria
i funkcje hiperboliczne. Wspoéirzedne biegunowe sa naturalne wszedzie, gdzie jest wyrézniony
$rodek: przy ruchu po okregu, przy radarze, przy orbitach wokét Stonica. Okrag o $rodku w
poczatku ukiadu to po prostur = R.

5.1 Jedno réownanie dla trzech krzywych

Elipsa, parabola i hiperbola maja wspo6lna definicje. Wez ognisko F' i kierownice. Krzywa to zbiér
punktéw, dla ktérych stosunek odlegtosci od ogniska do odleglosci od kierownicy jest staty i
réwny e. Dla 0 < e < 1 wychodzi elipsa, dla e = 1 parabola, dla e > 1 hiperbola. Okrag (e = 0) to
przypadek graniczny, z kierownicg odsunieta do nieskoriczonosci. Ten e to ten sam mimos$rod ¢
co w definicjach przez dwa ogniska (sprawdzisz to dla elipsy w zadaniu 5.7).

We wspotrzednych biegunowych o poczatku w ognisku ten warunek ma bardzo prosta postaé. Kat
0 mierzymy od kierunku do najblizszego punktu krzywej (peryhelium), a kierownica to prosta

x = d po tej samej stronie. Odlegtos¢ punktu (r; #) od kierownicy to d — r cos 0, wiec r = e(d —

r cos @), czyli r(1 + ecosf) = ed. Oznaczamy p = ed:

7~ N
5 ROWNANIE STOZKOWEJ OD OGNISKA
r(0) = . p = a(1 — €?) dla elipsy.
14+ ecosf’

p to parametr krzywej: odlegtosé od ogniska do krzywej w kierunku prostopadiym
do osi, 7(90°) = p.
N J

To jest rownanie orbity. Newton pokazal, Ze cialo przyciagane tylko przez Stonice (pomijamy
planety) porusza sie doktadnie po takiej krzywej. Ciato zwiazane ze Storicem, np. planeta lub
kometa okresowa, ma e < 1. Ciato, ktére przylecialo z daleka i odleci na zawsze, mae > 1.
Obiekty spoza Ukladu Stonecznego maja e > 1, jak miedzygwiezdny ‘Oumuamua w 2017 r. (e ~ 1,2
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). Wyprowadzimy to w fizyce (Dzial 5: Grawitacja i orbity) i w astronautyce (1 Zagadnienie dwéch
cial i réwnanie orbity).

SYMULACIA4 Krzywar = p/(1 + ecosf) z ogniskiem w poczatku uktadu i kierownica
(przerywana pionowa linia). Zmieniaj mimosrdd: elipsa staje sie parabolg przye = 11
hiperbola dla e > 1. Dla punktu P odczytaj, ze | PF| to zawsze e razy odlegtos$¢ od
kierownicy.

-8 -6 -4 -2
— r=p/(1+ecos®) — |PF| — odlegtos¢od kierownicy = = kierownica
krzywa elipsa 0 70° r=|PF| 1,24 odlegtosc¢ od kierownicy 2,07

|PF| : odlegtos¢ 0,60

Stan na rysunku: p = 1,5, e = 0,60 (elipsa); 6 = 70°, r = 1,24.
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Przyktad 5.1
Odlegtos¢ Ziemi od Stornca w dowolnym punkcie orbity

Uzyj wartosci z przykiadu 4.1. Jak daleko od Storica jest Ziemia, gdy od peryhelium obrdcita sie o
0 = 90°i06 = 180° (wokdt Storica)?

1 p=a(l—e€?)=149,60- (1 —0,0167%) ~ 149,56 mln km.

2 0=90":cosf =0, wiecr = p ~ 149,56 mln km.

149,56 . .
3 9=180":r= : f ™~ 00833~ 152,10 mln km, czyli aphelium v'.
[ Wynik: 149,56 mln km przy 6 = 90° i 152,10 mIln km w aphelium. ]

Sprawdzenie: § = 0:r = I% ~ 147,10 mln km, czyli peryhelium v. Uwaga: § = 90°
to nie ,,éwier¢ roku po peryhelium”. Ziemia jest szybsza blisko Storica (drugie prawo

Keplera), wiec kat nie ro$nie réwnomiernie w czasie.

/. ZADANIA - CZESC 5 7 zadan - ok. 40 min

1 Zamien na biegunowe punkt (—1; v/3), a na kartezjanskie punkt r = 4, § = —150°.

2 Jaka krzywa opisuja rownania biegunowe r = 316 = 45° (dlar > 0)?

3 Zapisz okrag z? + y? = 2z we wspOtrzednych biegunowych. Jaki ma $rodek i promien?

4 Jaka krzywa opisuje r =

= 1= cosd T cos 0? Gdzie jest jej wierzchotek, a gdzie ognisko?

5 Kometa porusza sie po orbicie r = L
- P ©P ~ 1+0,6cos@

aphelium oraz poétos wielka.

(AU). Oblicz odlegtosci peryhelium i

p

1+ ecosf
cos 0 zbliza sie do — é, i co to mowi o torze ciata?

6 Dlahiperbolir = z e = 2: dla jakich katéw r jest dodatnie? Co dzieje sie, gdy

0.4 - Geometria analityczna i krzywe stozkowe 15/20



7 Pokaz,zer = e = 0tookrag,adla0 < e < 1 suma odleglodcidlad =0i6 =

—z
- 1+ecosf
180° jestréwna 2a z a =

T o Pokaz tez, ze ognisko jest odlegte od srodka elipsy o ¢ =
—e

ae, czyli ze ten e to mimosrod £.

oo podstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

6 Btedne intuicje

X

»,Kazda prosta da sie zapisac jako y = mz + n.”

Prostej pionowej nie, bo nie jest wykresem funkcji. Posta¢ ogélna Az + By + C =0
obejmuje wszystkie proste.

x ,,Proste prostopadte maja przeciwne wspotczynniki kierunkowe.”

Maja wspoiczynniki o iloczynie —1: mi — % Proste y = 2z iy = —2x przecinaja sie pod
katem ok. 53°, a nie 90°.

x  Elipsa to po prostu sptaszczony okrag, wiec jej ognisko jest w srodku.”

Ogniska lezg na osi wielkiej, w odlegtosci ¢ = ae od srodka. Stonice nie jest w $rodku
orbity Ziemi, tylko 2,5 mln km od niego.

x ,Parabola to potowa elipsy” albo ,,to hiperbola”.

To trzy rézne krzywe. Parabola nie ma asymptot i ma jedno ognisko w skoniczonej
odlegtosci. Gataz hiperboli dazy do prostych, a parabola ro$nie coraz bardziej stromo i
do zadnej prostej sie nie zbliza.

x  Kulista miska skupia swiatto tak samo jak paraboliczna.”

Tylko promienie blisko osi. Dalsze od osi przecinaja o$ blizej zwierciadla (aberracja
sferyczna, symulacja 3). Przy matym otworze réznica jest niewielka, bo blisko
wierzchotka okrag i parabola prawie sie pokrywaja.

x ,We wspotrzednych biegunowych 6 = arctan(y/z).”
Tylko dla z > 0. W II i ITI ¢wiartce wynik jest o 180° za maty lub za duzy. Uzywaj atan2.
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Sprawdz sie

1 Jaka dlugos$¢ ma odcinek od (1; 1) do (4; 5)?

5.

2 Jaki wspolczynnik kierunkowy ma prosta prostopadia do y = 3z — 2?

W=
.

3 Jakijest $rodek i promieri okregu (z + 2)? + y? = 162

Srodek (—2; 0), promien 4.

4  Co jest stale dla punktow elipsy, a co dla punktéw hiperboli?

Dla elipsy suma odleglosci od ognisk, dla hiperboli warto$¢ bezwzgledna ich réznicy.

. J
- A
5 Gdzie trzeba umies$ci¢ zaréwke w reflektorze o ksztalcie paraboli, Zzeby dat
rownolegla wiazke?
W ognisku.
- J
- N

6 Jaki mimo$rdéd ma okrag, a jaki parabola?

0il.
- J
- N
7  Jak w biegunowych wyglada réwnanie okregu o promieniu 2 i §rodku w
poczatku uktadu?
r=2.
- J
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s Karta wzorow i co dalej

Ve
PUNKTY, PROSTE, OKREGI

PP = \/(z2 — 21)> + (32 — )% S =
(z s ﬂ%yz)

y=mz+n, m:tana:ﬁ; Az +
By+C=0

réwnolegte: m; = my; prostopadie:
mimyo — -1

odlegtos¢ punktu od prostej:
|Azy + Byo + C|

VB
okrag: (z — azs)2 + (y— ys)2 =r

2

prosta styczna do okregu: odlegtos¢ od
$rodka =r

STOZKOWE I BIEGUNOWE

elipsa: ry + ry = 2a, 2—2 +%32 =1, I

a2 — C2
hiperbola: |r; — 2| = 2a, 2‘; - %; =1
b? = c® — a?, asymptoty y = L

parabola: |PF| = odlegto$c¢ od kierownicy,
y=1

mimosréd e = £: okrag 0, elipsa < 1,
parabola 1, hiperbola > 1

z=rcosl,y=rsind; r = /2> +19% 0 =
atan2(y, z)

b
1+ecosf’ P
a(l—e),Q =a(l+e)

orbita: r = =a(l—¢é%); ¢g=

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 7-1i 7-2 (ruch planet i prawa Keplera, elipsa jako orbita).

¢ Dla chetnych: 26-4 (zwierciadla eliptyczne i paraboliczne z zasady najkrotszego czasu); 7-5

(orbita Syriusza B i nachylona elipsa).

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: geometria analityczna (proste, okrag, stozkowe,

wspoélrzedne biegunowe). Duzo zadan z odpowiedziami.

* Dowolny podrecznik do matematyki w szkole sredniej na poziomie rozszerzonym: rozdziat

o geometrii analityczne;j.

fizyce (Dziat 5: Grawitacja i orbity).

o

Nastepna lekcja to jednostki, analiza wymiarowa i niepewnosc pomiaru (0.5 Jednostki, analiza
wymiarowa, szacowanie i niepewnosc pomiaru). Geometrie analityczng rogwing wektory (1.1
Wektory): prosta i ptaszczyzna w trzech wymiarach, odlegtosc jako dtugosé wektora. Wspotrzedne

biegunowe wrdcq jako postac liczby zespolonej (1.7 Liczby zespolone i fazory), a réwnanie orbity w

0.4 - Geometria analityczna i krzywe stozkowe
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.V62 +8 =10; S = (1; 5).

2./5% +122 = 13 km.

3. Wszystkie boki maja dtugo$é 4: 4, v/4 + 12, v/4 + 12.
Zadania - czesc 2
11.

z+ 4; o = arctan § ~ 53,13°.

_ 8 _ 4 _
1m—6—§,y— 3

S

2.y = —0,4z + 2; osie w punktach (0; 2) i (5; 0).
3. Trzecia to y = 2z + 3,5: rownolegla do pierwszej. Druga jest prostopadta do obu, bo 2 - (—0,5) = —1.
4.8rodek (1; 5),m=—3:y = -3z + B,

| — 4

5. W = 24/2 =~ 2,83. Najblizszy punkt prostej to (2; 2), a jego odlegtos$¢ od poczatku to v/8 v.
6. Przeciecie: * = Zo + Mo y* = ma*. Kwadrat odleglosci upraszcza sie do (yg——mmo)2 czylid =
1+m?’ 1+m? ~°

\mxo — y0|

V1+m?

Zadania - czes$¢ 3

.Towzor ogolnydlaA=m,B=-1,C=0v.

1.r=+/9+16 =5: (z+ 1)+ (y — 4)* = 25.

2. (x+4)*+ (y — 1)? = 9: érodek (—4; 1), r = 3.

3. Odlegtos¢ od $rodka: % ~ 0,71 < 2, wiec w dwéch punktach. Rachunkiem: 222 + 2z — 3 =0, A =
28 > 0.

4.L:3,czyli1+m2:2—;’,m:i

V14+m?

5. W obu réwnaniach wyrazy z? + y* maja wspotczynnik 1, wiec po odjeciu znikaja i zostaje rGwnanie

Wl

liniowe, czyli prosta. Oba punkty przeciecia speiniaja obydwa réwnania, wiec spelniaja tez ich
réznice: leza na tej proste;j.

Zadania - czesc 4

2

©of<,

l.x+45 =1a=5b=3,c=4,e=0,8, ogniska (+4; 0).

S8

2.6 = %, f = 37,5 cm. Odbiornik jest poza czasza, bo jest ptytka.

35,3 — 0,575

3.a=17,94 AU, e =
35,3+ 0,575

~ 0,968, T' ~ 17,9415 ~ 76 lat. Ostatnie przejécie przez peryhelium
bylo w 1986 r.

4. g = cos60° = 0,5, e = /I — 0,25 ~ 0,87. Druga gwiazda jest w Srodku okregu, wiec na niebie w srodku
elipsy, a nie w ognisku. Feynman opisuje podobny efekt dla Syriusza: widoczna orbita Syriusza B
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wokot Syriusza A to elipsa, ale Syriusz A nie lezy w jej ognisku, bo ptaszczyzna orbity jest nachylona

do nieba. Tam prawdziwa orbita tez jest elipsa, nie okregiem. FLP I-7-5

. Réznica odlegtosci 3 - 10° - 1074 = 30 km = 2a, wiec a = 15 km, ¢ = 100 km, b = /10000 — 225 ~ 98,9

km. Statek lezy na gatezi blizszej tej stacji, ktérej sygnat przyszedt wczesniej.

. Po pierwszym kwadracie: av/(z — ¢)? + y? = a® — cz. Po drugim: (a® — ¢*)z? + a®y? = a®(a® — ¢?).

2
Dzielimy przez a’b? z b* = a* — ¢* i dostajemy i—i +& =1

. Kazda droga z F przez punkt zwierciadia do F;> ma diugosé r1 + ry = 2a, takg sama dla kazdego

punktu elipsy. Przy statej predkosci fali czasy sa wiec réwne i fala zbiera sie w F3 naraz. To ten sam

argument, ktérego Feynman uzywa dla zwierciadla eliptycznego w optyce. FLP I-26-4

Zadania - czesc 5

1.

2.

.e = 0:r = p dla kazdego kata, okrag. Dla0 < e < 1: +

r=2,0=120°. (4cos(—150°); 4sin(—150°)) = (—2v/3; —2) ~ (—3,46; —2).

Okrag o promieniu 3 i $rodku w poczatku uktadu; péiprosta z poczatku uktadu pod katem 45°.

.72 = 2rcos @, czyli r = 2 cos §. W kartezjaniskich (z — 1)? + y? = 1: érodek (1; 0), promien 1.

.e =1, wiec parabola. Ognisko w poczatku ukladu, wierzchotek przy 8 = 0, r = 2, czyli w punkcie

(2; 0). Parabola jest otwarta w strone ujemnych z.

.q= 12 =10,75AU, Q = 2 = 3 AU, a = 1,875 AU. Sprawdzenie: a(1 — e?) = 1,875 - 0,64 = 1,2 v.

17 07

. Potrzeba 1 + 2cosf > 0, czyli cos 6 > —%: 0 € (—120° 120°). Gdy 6 — £120°, mianownik dazy do zera

ir — oco. Przy ruchu w strone rosnacych 6 ciato nadlatuje z daleka od strony § = —120°, czyli porusza
sie w kierunku —120° + 180° = 60°, a odlatuje w kierunku +120°. Te kierunki s rownolegte do
asymptot. Tor odchylil sie 0 120° — 60° = 60° (ogdlnie o 26, — 180°, gdzie cos O, = —%).

2 .
P P P _ 24 v.$rodek elipsy lezy

lte 1-e 1-e
w polowie miedzy peryhelium i aphelium, wiec ognisko jest od niego odlegleoc=a —g=a —
p

—_—— - 1— = V.
Tre =@ a(l —e) =ae

Matematyka - Geometria analityczna i krzywe stozkowe. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. I (Addison-
Wesley 1963; New Millennium Edition 2011), 7-2, 7-5i 26-4; K. A. Stroud, Engineering Mathematics. Dane orbitalne: NASA Earth Fact Sheet, JPL Small-
Body Database (1P/Halley). Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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