MATEMATYKA @ 0.3

Trygonometria i
funkcje hiperboliczne

Jak zmierzy¢ wysoko$¢ satelity, ktorego nie da sie dosiegnad
zadna miarka? Albo odlegtos$¢ do gwiazdy? Wystarcza dwa katy i

znana odlegtos¢ miedzy obserwatorami. Ta lekcja zbiera

trygonometrie potrzebna w fizyce: radiany, okrag jednostkowy,

kilka tozsamosci, funkcje odwrotne i ich putapki. Na koncu

pokazuje kuzyndéw sinusa i cosinusa, funkcje hiperboliczne.

Opisujq wiszacy taiicuch i cialo spadajace w powietrzu.
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o Prolog: dwa katy i jedna odlegtos¢

Feynman pisze, ze odleglosci mierzymy zwykle przez odliczanie jednostek: bierzemy miarke i
liczymy, ile razy sie mie$ci. Ale odlegtos$ci miedzy szczytami gér nie zmierzy sie miarka. Uzywa
sie wtedy triangulacji: z dwéch punktéw o znanej odlegtosci mierzy sie katy, pod jakimi widac
obiekt, a reszte trojkata wylicza sie. Feynman zwraca uwage, ze to w gruncie rzeczy inna definicja
odlegtosci. Ufamy jej, bo tam, gdzie mozna uzy¢ obu metod, dajg ten sam wynik. Tak zmierzono
wysokos$¢ pierwszego Sputnika, odlegtosé do Ksiezyca i odlegtosci do najblizszych gwiazd.

FLP I-5-6

W przypadku gwiazd baza triangulacji to Srednica orbity Ziemi, a katy sa malenkie, utamki
sekundy katowej. Do takich katéw potrzebne sa radiany i przyblizenie tan a ~ «a. Do satelity
wystarczy zwykly tangens. Obie rzeczy zrobimy w tej lekcji.

Pytanie na start. Dwie stacje odlegte o 200 km widzq przelatujqcego miedzy nimi satelite pod kqtami 70°1
75°nad horyzontem. Na jakiej wysokosci leci? Odpowiedz w przyktadzie 2.1.

1 Katyiradiany

Kat mozna mierzy¢ w stopniach, ale w fizyce i w analizie mierzy sie
go w radianach. Miara lukowa kata to stosunek dtugosci tuku s do

promienia r, na ktérym ten tuk lezy: A ser
/N

S

6 = - rad, s=rb.
r

6=s/r=1rad

Pelny kat to obwod podzielony przez promien, 27r/r = 27 rad, wiec
360° = 27 rad, 180° = 7w rad, a 1 rad ~ 57,30°. Radian jest stosunkiem dwéch dtugosci, wiec
formalnie nie ma wymiaru. Stowo ,,rad” zapisujemy tylko dla jasnosci.

Dlaczego radiany, a nie stopnie? Z trzech powodéw, ktére poznasz po kolei w tym kursie:

* Wzory na ruch po okregu sa proste: droga s = r0, predkos$¢ v = rw, gdzie w to predkosc
katowa w rad/s.

* Dla matych katow sinf ~ 6 itan 6 ~ 6, ale tylko w radianach. Dla 8 = 0,05 rad: sinf =
0,049 979, blad bezwzgledny ok. 2 - 10~° (0,04%). Nastepny wyraz przyblizenia to cos ~ 1 —
62 /2; skad sie bierze, zobaczysz przy szeregu Taylora (lekcja 1.4 Rachunek r6zniczkowy w
praktyce).

* Pochodna sinusa to cosinus, réwniez tylko w radianach (lekcja 1.3 Pochodne).
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Przyktad 1.1
Paralaksa: jak daleko jest najblizsza gwiazda

Gdy Ziemia przesuwa sie po orbicie, Proxima Centauri przesuwa sie na tle dalekich gwiazd. Kqt,
pod jakim z gwiazdy widad promient orbity Ziemi (1 AU = 1,496 - 10! m), to paralaksa, p =
0,768". W ciggu pot roku gwiazda przesuwa sig na niebie o kqt 2p, bo baza to srednica orbity;
paralaksq nazywamy potowe tego kqta. Oblicz odlegtosc do gwiazdy.

s
1 Sekunda katowa to —— stopnia: 1” = —————— rad ~ 4,848 - 10% rad. Stad p ~ 3,723 -
ekunda katowa to 355 stopnia 1803600 " ra adp

107 rad.
2 . 1AU . o . 1 AU

Z trojkata prostokatnego: tanp = — Kat jest malutki, wiectanp ~ pid ~ ——.

p

3 1,496 - 10" 16

d~ ———~4,02-10°" m.

3,723 - 106 ,02-10

Wynik: d ~ 4,0 - 101® m, czyli ok. 4,25 roku $wietlnego (lekcja 0.1 Liczby, potegi,
logarytmy i funkcje elementarne: rok $wietlny to 9,46 - 105 m).

Sprawdzenie: przyblizenie tan p ~ p ma blad wzgledny ok. p? /3 ~ 5 - 1012, wiec jest
dokladniejsze niz sam pomiar v. Astronomowie definiuja parsek jako odleglto$¢, z
ktorej 1 AU widaé pod katem 1”: 1 pc = 206 265 AU = 3,26 roku Swietlnego. Proxima
jest wiec w odlegtosci 1/0,768 ~ 1,30 pc v.

/. ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 20 min

1 Zamien na radiany: 30°, 135°, 270°. Zamien na stopnie: 1 rad, %’T rad.

2  Koto roweru o promieniu 0,35 m obrécilo sie o 3 rad bez poslizgu. Jaka droge przejechat

. rower?

3 Policz sin 0,05 kalkulatorem w trybie radian6éw i poréwnaj z 0,05. Pokaz, Ze r6znica jest
«=  Dbliska 62/6. Co wyjdzie, jesli kalkulator jest w trybie stopni?

4 Pokaz, ze parsek to ok. 206 265 AU, a potem przelicz go na lata $wietlne (1 AU = 1,496 -
«= 10! m, rok $wietlny 9,46 - 10'> m).

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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2 Sinus, cosinus, tangens

2.1 0d tréjkata do okregu jednostkowego

W tréjkacie prostokatnym z katem ostrym a: sin « to przyprostokatna naprzeciw kata podzielona
przez przeciwprostokatna, cos o to przyprostokatna przy kacie przez przeciwprostokatna, a

tan a = sin a/ cos a.. Ta definicja dziala tylko dla katéw od 0 do 90°. Fizyka potrzebuje dowolnych
katow, takze ujemnych i wiekszych od pelnego obrotu: koto obraca sie wiele razy, wahadto
wychyla sie w obie strony.

Dlatego definiujemy funkcje trygonometryczne na okregu jednostkowym. Punkt na okregu o
promieniu 1, obrécony o kat # od dodatniej pétosi x (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara), ma
wspolrzedne

in 6
(cos6; sinb), tanf = 20

(cosf # 0).

Cos

Dla katow ostrych to ta sama definicja co w trdjkacie, a dla pozostatych daje znaki zgodne z
¢wiartka ukladu wspoétrzednych. Od razu widac tez okresowo$¢: obroét o 2w wraca do tego samego
punktu, wiec sin(f + 27) = sin 0 i tak samo dla cosinusa. Tangens ma okres 7: obrét o m zmienia
znak obu wspélrzednych, a ich iloraz sie nie zmienia. Kat ujemny oznacza obrét zgodnie z
ruchem wskazowek zegara.

W polskich podrecznikach i na maturze spotkasz zapis tg, ctg i arctg. W tym kursie piszemy
miedzynarodowo: tan, cot, arctan, tak jak w kalkulatorach, w Pythonie i w C++.
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SYMULACJA1  Okrag jednostkowy. Punkt obrécony o kat # ma wspotrzedne (cos 6; sin6).
Na drugim wykresie rysuja sie sinus i cosinus dla katéw od 0 do 6. Obré¢ punkt o wiecej
niz pelny kat i zobacz okresowos¢.

LS
@
@

-1,0

— Cc0SO —sinB
cos O -0,586 sin® 0,810 tan© -1,383 ¢wiartka IT

kat sprowadzony do [0; 2r1) 2,20 rad

Stan na rysunku: 6 = 2,20 rad; cos 6 = -0,586, sin 6 = 0,810.

2.2 Wartosci, ktore warto znac

0 0 5 = 30° T =45° T = 60° 5 =90°

sin 0 0 % g ? 1

cos 6 1 @ 4 % 0

tan 6 0 ? 1 V3 -
Wartosci dla innych ¢wiartek odczytuje sie z symetrii okregu, np. sin ‘%’T =sin§ = % (odbicie
wzgledem osi y) i cos %’T = —cosg = —% (symetria wzgledem $rodka okregu).

2.3 Drgania: A cos(wt + )

Ruch, w ktérym potozenie zmienia sie jak cosinus czasu, to drganie harmoniczne: z(t) =
A cos(wt + ¢). To wykres cosinusa przeksztatcony tak, jak w lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i

0.3 - Trygonometria i funkcje hiperboliczne 5/19


http://127.0.0.1:32773/pl/math/0-1/

funkcje elementarne przeksztalcaliémy wykresy funkcji (rozciagniecia i przesuniecia). A to

amplituda (rozciagniecie w pionie), w to czestos¢ kotowa w rad/s (Scisniecie w poziomie), a ¢ to

faza poczatkowa (przesuniecie). Okres to T' = 27 /w, bo po takim czasie argument cosinusa rosnie

o 2m. Tak drga ciezarek na sprezynie, wahadlo przy matych wychyleniach i napiecie w gniazdku.

Feynman poswieca drganiom kilka rozdziatéw, a my wrécimy do nich w fizyce (Dzial 6: Drgania,

rezonans i uklady liniowe).

Przyktad 2.1

Wysokosc¢ satelity z dwoch katow

Dwie stacje A i B sq odlegte o L = 200 km. Satelita jest miedzy nimi; z A widac go pod kqtem o =

70° nad horyzontem, z B pod kqtem 8 = 75°. Na jakiej wysokosci leci? Krzywizne Ziemi
pomijamy.

1 Niech punkt pod satelita lezy w odleglosci  od A. Z

h
dwoch tréjkatéw prostokatnych: tana = —itan 8 =
b x
L-z

2 Stadz =hcotaiL —x = hcot 3, gdzie cot = 1/ tan.
Dodajemy: L = h(cot o + cot 3).

3 L 200

~ cotatcot B 0,3640 + 0,2679

dwéch katow

~ 316,5 km.

Triangulacja: wysokos¢ h z bazy L i

[ Wynik: ok. 316 km nad Ziemia.

)

Sprawdzenie: z = hcota ~ 1152 km i L — x ~ 84,8 km, wiec punkt pod satelitg jest
blizej B, z ktérej widac go wyzej nad horyzontem (75° > 70°) v. Czy wolno pomina¢
krzywizne Ziemi? Niezupelnie: poziomy (horyzonty) w A i B sa nachylone wzgledem
siebie o kat L/ Ry ~ 200/6371 ~ 0,031 rad ~ 1,8°, a to zmienia mierzone katy.
Rachunek na kuli daje h ~ 334 km, o ok. 5% wiecej. Model ptaski to dobre pierwsze

przyblizenie, ale przy bazie rzedu setek kilometrow trzeba uwzgledni¢ kulistosé
Ziemi.

/. ZADANIA - CZESC 2 6 zadan - ok. 35 min

1 Bez kalkulatora: sin 210°, cos (—%), tan 135°, cos 7.

2 Rozwiazsinz = 1 dlaz € [0; 2.
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3 Rampa ma dlugos¢ 4 m i jest nachylona pod katem 12° do poziomu. Na jaka wysokos¢
= prowadziiile miejsca zajmuje w poziomie?

4 Polozenie ciezarka to z(t) = 3 cos (4t + %) (cm, s). Podaj amplitude, czesto$¢ kotowa,
«=  okresi polozenie w chwili ¢ = 0.

5 Powtdrz przyklad 2.1 dla bazy 100 km i katéw 50° oraz 60°.

6 Wyjasnij, dlaczego w przykladzie 2.1 mata niepewnos$¢ katéw daje duzg niepewnosc
== wysokosci, gdy oba katy sa bliskie 90°. Co to méwi o wyborze bazy pomiarowej?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

3 Tozsamosci trygonometryczne

Tozsamos$¢ to réwnos¢ prawdziwa dla wszystkich argumentéw, dla ktérych obie strony maja sens.
Z setek wzorow w tablicach warto pamietac¢ kilka, z ktérych reszte sie wyprowadza:

e I
58 NAJWAZNIEJSZE TOZSAMOSCI

sin? 0 + cos’ 0 =1,
sin(a + ) = sina cos 8 + cos asin 3, cos(a + ) = cosacos B F sinasin .

Stad m.in. sin 20 = 2sin @ cos @i cos 20 = cos> 0 — sin’ = 1 — 2sin? 6.
- J

Pierwsza to twierdzenie Pitagorasa dla punktu na okregu jednostkowym. Wzory na sinus i
cosinus sumy opisuja obroty: obrot o «, a potem o 3 to obrét o a + 8, a wzory méwia, jak
zmieniaja sie wspodlrzedne punktu (cos §; sin 8) przy obrocie o a. Udowodnimy je elegancko
macierzami obrotu (lekcja 2.2 Przeksztalcenia liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja
Lorentza) i jeszcze prosciej liczbami zespolonymi (lekcja 1.7 Liczby zespolone i fazory).

Dla dowolnego tréjkata o bokach a, b, c i kacie v naprzeciw boku c obowigzuje twierdzenie
cosinus6w, ¢ = a? + b? — 2ab cosy. Dlay = 90° to twierdzenie Pitagorasa. W lekcji 1.1 Wektory
wyprowadzimy je jednym ruchem z iloczynu skalarnego wektoréw.

3.1 Dudnienia: suma dwoch drgan

Z wzordéw na cosinus sumy i réznicy wynika wzor na sume cosinusow:
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a+b a—2>
cos
2

cosa + cosb = 2 cos

Dwa kamertony o czestosciach 440 Hz i 444 Hz graja razem. Podstawiamy a = 27 fit i b = 27 fot.

fitf

Suma to drganie o $redniej czestosci £522 = 442 Hz pomnozone przez wolno zmienny czynnik

2

2 cos (m(f1 — f2)t), czyli cosinus o czestosci 2 Hz. Glo$no$¢ zalezy od wartosci bezwzglednej tego
czynnika, a ta ma dwa maksima w kazdym jego okresie. Glosnos¢ ro$nie wiec i maleje f; — f, = 4

razy na sekunde: to dudnienia. Tak stroi sie instrumenty: gdy dudnienia znikna, czestosci sa

rowne.

SYMULACJA 2 Suma dwéch cosinusow o jednakowych amplitudach 1 i czestosciach f; i

f> (ciagta linia) i obwiednia 42 cos (71'( fi— fz)t) (przerywana). Zblizaj czestosci do siebie:

dudnienia staja sie coraz wolniejsze i znikaja przy f; = fs.

2 RN AT R -
\‘ '( N J, \‘ y \‘ ',
\ A . H N ’ h 4
’ \
AY I’ \ ’ v 7 \ Yi
4 h
A AN A A {
\ ) Y » )
\ \ 7 [
A I 1 ” ‘\ i ')
: y M M y
I\ vl‘\U U,' ‘V 7\
7\ \
1 \ 4 ‘\ ," ' \
’ \ / \ \
-1
’ \ ! \ ‘ N \
7 \
VoMY N Ny
’ Y ’ \
-2 -'" .~-..-, \"_" ~ -—" ‘\-
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8
t[s]
— cos 2mfit + cos 2mf,t = = obwiednia
srednia czesto$¢ 21,00 Hz dudnienia na sekunde |f, - f,] 2,0
odstep miedzy maksimami gtosnosci 0,50 s
Stan na rysunku: fi1 = 20,0 Hz, f2 = 22,0 Hz; dudnienia 2,0 na sekunde.
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Przyktad 3.1
Pod jakim katem rzuci¢ najdalej?
Kamierni rzucono z predkosciq vy pod kqtem 6 do poziomu, z ziemi na ziemie, bez oporu powietrza.

2v2 sinf cos §

Zasieg rzututo R = (zob. Dziat 1: Ruch i jego przyczyny). Dla jakiego kqta zasieg

jest najwigkszy? Policz go dla vg = 20 my/s.

1 vg sin 26

Ze wzoru na sinus podwojonego kata: 2sin 6 cos § = sin 20, wiec R = ———.
2  Sinus jest najwiekszy (réwny 1) dla 26 = 90°, czyli § = 45°.

2
3 vy 400
max = — = —— = 40, .

Rua g 9,81 0,8m

[ Wynik: 0 = 45°, Ryax ~ 40,8 m. j

Sprawdzenie: sin 20 ma te sama wartos¢ dla 61 90° — 6, wiec rzuty pod katem 30° i
60° maja ten sam zasieg, 400 sin 60° /9,81 ~ 35,3 m v. Jednostki: (m/s)?/(m/s?) = m
V.

/. ZADANIA - CZESC 3 6 zadan - ok. 40 min

1 Wiedzac, ze sinf = g i 0 jest katem ostrym, podaj cos 6 itané.

1
cos2 6’

2 pokaz,zel+tan?f =

3 Oblicz doktadnie cos 75° ze wzoru na cosinus sumy (75° = 45° + 30°).

4 Tréjkat ma boki 51 7, a kat miedzy nimi 60°. Oblicz trzeci bok.

5 Struna gitary i kamerton 440 Hz daja 3 dudnienia na sekunde. Jaka moze by¢ czestos¢
e struny? Jak sprawdzi¢, ktéra mozliwos¢ jest prawdziwa?

6 Wyprowadz wzor na sume cosinusow z czesci 3.1. Wskazéwka: zapisza = u + v, b =u —

aup v .

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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4 Funkcje cyklometryczne

Funkcje odwrotne do trygonometrycznych odpowiadajg na pytanie: ,,jaki to kat?”. Nazywamy je
funkcjami cyklometrycznymi. Sinus nie jest réznowarto$ciowy, bo wiele katéw ma ten sam
sinus, wiec jak przy = w lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne ograniczamy
dziedzine do przedzialtu, na ktérym funkcja jest monotoniczna i przyjmuje wszystkie swoje
warto$ci:

~ )
63 FUNKCJE CYKLOMETRYCZNE (WARTOSCI GEOWNE)

arcsinz € [—%; g] , arccosz € [0; 7] dlaz € [-1; 1], arctanzx € (—%; g) dlaz €

sin(arcsin z) = = zawsze, ale arcsin(sinf) = f tylkodla 6 € [-5; 3].
- /

Kalkulator i komputer zwracaja zawsze warto$¢ gléwna. Drugie rozwigzanie trzeba dopisac
samemu z symetrii okregu: jesli sin @ = s, to rOwniez sin(m — ) = s (odbicie wzgledem osi y). Jesli
cos 0 = ¢, to rowniez cos(—0) = ¢ (odbicie wzgledem osi z), wiec w przedziale [0; 27| drugim
rozwiazaniem jest 2w — 6.

4.1 Kat wektora i funkcja atan2

Kierunek wektora [z; y| to kat 6, dla ktérego tand = y/x. Ale arctan(y/z) nie odréznia wektora

[3; 4] od [—3; —4], bo oba maja ten sam iloraz y/z, a wskazuja przeciwne kierunki. Dlatego jezyki
programowania maja funkcje dwéch argumentéw atan2(y, x) (wPythonie math.atan2, w C++
std: :atan2). Patrzy ona na znaki obu wspoétrzednych i zwraca kat z przedziatu (—m; 7| we
wlasciwej ¢wiartce. Kolejno$¢ argumentdéw to najpierw y, potem z.
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SYMULACJA 3  Kat wektora [z; y] z arctan(y/z) i z atan2(y, x). WI1iIV ¢wiartce oba
wyniki sa réwne, w II i III arctan myli sie o 180°.

4
/
2 /,
7
/!
t,“‘
rs
’ 1
0] / 1
-2
-4
-8 -6 -4 -2 o] 2 4 6 8
X
— atan2(y,x) == arctan(y/x)

arctan(y/x) 53,13° atan2(y, x) -126,87° ¢wiartka III

arctan sie zgadza? nie, rdznica 180°

Stan na rysunku: x = -3,0, y = -4,0; arctan(y/x) = 53,13°, atan2(y, x) = -126,87°.

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 25 min

1 Bez kalkulatora: arcsin %, arccos (— %), arctan /3, arctan(—1).

2 Znak drogowy ,8%” oznacza, ze droga wznosi sie o 8 m na 100 m w poziomie. Jaki to kat?
3 Ile wynosi arcsin(sin 3) (kat w radianach)? Dlaczego nie 3?

4  Podaj kat wektora [—3; —4|: najpierw z arctan(y/z), potem poprawnie.

5 Rozwiazcosz = 0,3 dlaz € [0; 2|. Ile jest rozwiazan w przedziale [0; 107]?
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5 Funkcje hiperboliczne

5.1 Definicja i nazwa

Z funkcji wyktadniczej buduje sie trzy funkcje, ktére zachowuja sie jak ,,krewni” sinusa i

cosinusa:

-~
68 FUNKCJE HIPERBOLICZNE

coshz = — sinhz =

-

et e ” et —e”

T
, tanhz =

cosh’?z — sinh?z = 1.

Tozsamo$¢ wynika wprost z definicji: (e + e *)? — (e —

e ?)? =4.

Poréwnaj ja z cos? t + sin?t = 1. Punkty (cost; sint) leza na okregu

x% + y* = 1, a punkty (coshu; sinhu) na gatezi hiperboli z? — 3 = 1.

Stad nazwa. Analogia siega dalej: na okregu parametr ¢ to podwojone
pole wycinka kota od osi z do punktu, a na hiperboli parametr u to
podwojone pole ,wycinka hiperbolicznego”. Pokazuje to symulacja 4.

Wtasno$ci czyta sie z definicji. cosh jest parzysty, ma minimum 1w

zerze i dla duzych |z| ro$nie jak %e‘w‘. sinh jest nieparzysty. tanh rosnie od —1 do 1 i nigdy tych
wartosci nie osiaga. Funkcje odwrotne zapisujemy arsinh, arcosh, artanh; da sie je wyrazi¢

1
logarytmem, np. artanhz = 35 In i—z dla |z| < 1.
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SYMULACJA 4  Okrag i hiperbola. Punkt (cost; sint) i punkt (coshu; sinhu), gdzie
parametr jest w obu przypadkach podwojonym polem zacieniowanego wycinka.
Zwiekszaj parametr: punkt na okregu porusza sie rownomiernie, a punkt na hiperboli
ucieka coraz szybciej, bo cosh i sinh rosna wyktadniczo.

2 )
—_—X2ty?=1l —x2-y?2=1
cost 0,540 sint 0,841 coshu 1,543 sinhu 1,175 tanhu 0,762

pole kazdego wycinka 0,500

Stan na rysunku: u = 1,00; cosh u = 1,543, sinh u = 1,175, tanh u = 0,762.

5.2 Gdzie spotkasz funkcje hiperboliczne

* Krzywa lancuchowa. Lanicuch lub lina wiszaca swobodnie miedzy dwoma punktami ma
ksztalt y = a cosh(z/a), a nie paraboli. Liny wysokiego napiecia i tuki o ksztalcie
odwrdconej krzywej tanncuchowej (pracuja tylko na Sciskanie) to klasyczne zastosowania.
Wyprowadzimy to w rachunku wariacyjnym (lekcja 6.1 Rachunek wariacyjny).

* Spadek z oporem powietrza. Ciato spadajace z oporem proporcjonalnym do kwadratu
predkosci ma, jesli startuje z predkosci zerowej, v(t) = voo tanh(gt /v ). Tu v = /mg/k to
predko$¢ graniczna, a kv? to sita oporu. To rozwigzanie rownania rézniczkowego z lekcji 4.1
Rownania rézniczkowe zwyczajne.

* Teoria wzglednosci. Transformacja Lorentza to ,,obrét hiperboliczny”, w ktérym role kata
gra tzw. pospieszno$c¢ (ang. rapidity) (lekcja 2.2 Przeksztalcenia liniowe: obroty, zmiana
bazy, transformacja Lorentza).
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Przyktad 5.1
Skoczek spadochronowy przed otwarciem spadochronu

Predkos¢ graniczna skoczka w swobodnym spadku to ve, = 50 m/s. Skoczek zaczyna spadac z
pionowq predkosciq zerowq; jego predkosé to v(t) = v tanh(gt/ve) 2 g = 9,81 m/s?. Jaka jest
predkosc po 3 s? Po jakim czasie skoczek osiqgnie 90% predkosci granicznej?

9,813

1 (3) =50tanh ( > — 50tanh 0,5886 ~ 50 - 0,5289 ~ 26,4 m/s.

t
2 Warunek tanh(gt/v.) = 0,9 odwracamy funkcja artanh: :; = artanh 0,9 = 1In19 ~
1,472.
3 t=1472- ﬂ ~T75s.
9,81

I

[ Wynik: po 3 s ok. 26 m/s; 90% predkos$ci granicznej po ok. 7,5 s. j

Sprawdzenie: bez oporu po 3 s byloby gt = 29,4 m/s; opdér zmniejsza predkosé, wiec
26,4 m/s jest rozsadne v. Dla malych t mamy tanh z ~ z (bo e** ~ 1 £ z dla matych z
), wiec v & gt: na poczatku skoczek spada prawie swobodnie v.

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 30 min

1 Oblicz cosh 0, sinh 0, tanh 0 oraz sinh(In 2) i cosh(In 2). Sprawdz tozsamos¢
e cosh’—sinh® =1dlaz =In2.

2 Do czego dazy tanh x dla x — oo idla z — —oo? Uzasadnij z definicji.

3 Pokaz, ze sinh 2z = 2sinh x cosh z. Porownaj z wzorem na sin 2.

4  Lina wisi miedzy dwoma stupami odlegltymi o 20 m i ma ksztalt y = acosh(z/a) z z €
«= [-10; 10] m. Ile wynosi zwis (réznica wysokosci miedzy konicem a najnizszym punktem)
dlac=10midlaa =20 m?

5 Dla skoczka z przyktadu 5.1 oblicz, po jakim czasie osiagnie 99% predkosci graniczne;j.
=== Pordéwnaj z czasem dla 90% i wyjasnij, dlaczego ,,ostatnie procenty” trwaja tak dtugo.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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6 Btedne intuicje

X

»sin 0 =~ 6 dla matych katow” (w stopniach).

Tylko w radianach. sin5° = 0,0872, a nie 5. W radianach 5° = 0,0873 i przybliZzenie dziala.

x ,sin(a+ B) = sina + sin B.”

Sinus nie jest liniowy. Dlaa = f = 90°:sin180° =0,al +1 = 2.

x 1

HSin 'z = 7

sinx
1

Na kalkulatorach sin™ " oznacza arcsin, funkcje odwrotna. Odwrotnos¢ 1/ sin z ma nazwe

cosecans. Dlatego piszemy arcsin, a nie sin .

x Kalkulator podat arcsin, wiec to jedyne rozwigzanie.”

To warto$¢ gtdéwna. ROwnanie sin z = s ma na kazdym pelnym obrocie dwa rozwigzania:
0im — 0 (czesc 4).

x ,Kat wektora to arctan(y/z).”

Tylko dla z > 0. W II i III ¢wiartce wynik jest o 180° za maty lub za duzy. Uzywaj
atan2(y, x) (czes¢4.1).

x  ,Wiszaca lina ma ksztatt paraboli.”

Ma ksztalt krzywej tanicuchowej a cosh(z/a). Parabola to dobre przyblizenie tylko przy
matym zwisie, bo dla matych z mamy cosh z ~ 1 + 2%/2. Parabola jest za to lina mostu
wiszacego, gdy obciagzenie jest roztozone rownomiernie wzdtuz poziomu.

7 Sprawdz sie

1 Ile radian6w ma kat prosty? A pelny obrot?

T s
5127['.

2 Jaki znak ma cosinus kata 200°?

Ujemny: 200° lezy w III ¢wiartce, gdzie obie wspolrzedne punktu na okregu sa ujemne.
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3 Jaki jest okres drgania x = 2sin(5t) (¢t w sekundach)?

T=2n/5~126s.

4 Dwa dzwieki 300 Hz i 302 Hz. Ile dudnien na sekunde?

2.

5 Dlaczego arccos ma wartosci w [0; 7], aarcsinw [—Z; Z]?

Bo na tych przedziatach odpowiednio cosinus i sinus sa monotoniczne i przyjmuja
wszystkie wartosci z [—1; 1] dokladnie raz.

6 Najakiej krzywej leza punkty (coshu; sinhu)?

Na prawej gatezi hiperboli z* — y* = 1.

7 Czemu jest rowne cosh z + sinh z?

e:ll
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s Karta wzorow i co dalej

4 )
TRYGONOMETRIA FUNKCJE ODWROTNE I HIPERBOLICZNE
6 = s/r; 180° = wrad; 1rad ~ 57,3° arcsin € [—7; 7], arccos € [0; 7], arctan €
mate katy (rad): sinf ~ tanf ~ 0, cosf ~ (=55 %)
1-6%/2 sinz = s: x = arcsin s lub 7 — arcsin s (+
sin2 + cos?0 = 1, 1+ tan?6 = 1/ cos? wielokrotnosci 27)
sin(a £ B) = sin a cos B = cos arsin § cosz = ¢ & = £ arccos ¢ (+ wielokrotnosci
27)
cos(a £ ) = cosacos B F sinasin
) ) .y kat wektora: atan2(y, Xx)
sin20 = 2sinf cosf, cos20 =1 — 2sin“ 6
coshz = €22~ sinhz = £=¢—, tanhz =
cosa + cosb = 2 cos 2L cos 2 sinh 2 2
h o
2 =a?+b% —2abcosy; © = Acos(wt , -
T—o /+ 7 (Wt +¢) cosh? z — sinh®z = 1; coshz + sinhz = e®
=27 /w
artanhz = % In if—i
taricuch: y = acosh(z/a); spadek z
oporem: v = v tanh(gt/veo)
- J

Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 5-6 (jak mierzy sie duze odleglosci: triangulacja, paralaksa, coraz dalsze

»SZczeble” pomiaru).

¢ Dla chetnych: 22-6 (skad biora sie sinus i cosinus, gdy podnosi sie liczbe do potegi urojonej).
Wrécimy do tego w lekcji 1.7 Liczby zespolone i fazory.

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: cze$¢ wprowadzajaca (trygonometria, funkcje

hiperboliczne). Duzo zadan z odpowiedziami.

* Dowolny podrecznik do matematyki w szkole $redniej na poziomie rozszerzonym: rozdzial

o trygonometrii.

4 )
Nastepna lekcja to geometria analityczna i krzywe stozkowe (0.4 Geometria analityczna i krzywe
stozkowe): okrqg, elipsa i hiperbola z rownania, a takze wspotrzedne biegunowe, w ktorych kqt z
tej lekcji staje sie jednq ze wspotrzednych. Sinus i cosinus wrocq jako pochodne jeden drugiego (1.3
Pochodne), jako potegi liczby e o wyktadniku urojonym (1.7 Liczby zespolone i fazory) i w kazdym
drganiu w fizyce.

- J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.2 ~0,524; ¥ ~2,356; 3. 1rad ~ 57,30% 150°.

ol

2.s=r0=0,35-3=1,05m.

3.sin 0,05 = 0,049 979 2, réznica 2,083 - 107, 2 0,053 /6 = 2,083 - 10~ v. W trybie stopni kalkulator
policzy sin 0,05° ~ 8,7 - 10~*: to sinus innego kata, 57 razy mniejszego. Wzory z przyblizeniem sin § ~
0 wymagaja radianow.

1AU 1803600

1" w radianach T

4.1pc= AU ~ 206 265 AU =~ 3,086 - 10'® m ~ 3,26 roku $wietlnego.

Zadania - czesc 2

1. —3; 3 (cosinus jest parzysty); —1; —1.

[

5

2.z iz = 4. Na okregu dwa punkty maja rzedng %

e

3. h =4sin12° =~ 0,83 m, w poziomie 4 cos 12° ~ 3,91 m.

4.A=3cm,w =4rad/s, T = 27/4 ~ 1,57 s, 2(0) = 3cos 5 = 1,5 cm.

100 100

5.h= =
cot 50° 4 cot 60°  0,8391 + 0,5774

~ 70,6 km.

6. Dla katow bliskich 90° cotangensy sa bliskie zera, a h = L/(cot o + cot 8) dzieli przez ich mata sume:
niewielki biad kata zmienia sume o duza czes¢ jej wartosci. Baza powinna by¢ porownywalna z
mierzong odlegtoscia, zeby katy byly wyraZznie mniejsze od 90°. Dlatego do gwiazd bierze sie
najwieksza dostepna baze, czyli $rednice orbity Ziemi. IloSciowo zbadamy to w lekcji 1.4 Rachunek
rézniczkowy w praktyce (przenoszenie niepewnosci).

Zadania - czes¢ 3

l.cosf = /1 — 5 = 1, tand = £. To tréjkat 3-4-5.

4'c2:25+49_2.5.7.é:39,0:\/39%6,24-

5. 437 Hz albo 443 Hz. Trzeba lekko napigc strune (podnies¢ czestosc): jesli dudnienia zwolnia, struna
miata 437 Hz; je$li przyspiesza, 443 Hz.

6. cos(u + v) + cos(u — v) = (cosucosv — sinusinv) + (cosu cosv + sinusinv) = 2 cosu cosv.

azb

Podstawiamy u = %”, v="49%

Zadania - czesc 4

T, 2w,
1. E, ?’

wix
ISE

b
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2. arctan 0,08 ~ 4,57°. Przy tak matych katach tan i sin sa prawie rowne, wiec ,,8 m na 100 m drogi”
datoby prawie ten sam kat (4,59°).

3.3 > %, wigc 3 nie jest warto$cig gtéwna. Ten sam sinus ma kat 7 — 3 ~ 0,1416, ktory lezy w [—’—27; %] .
Wynik: 7 — 3.

4. arctan% ~ 53,137, ale to kierunek wektora [3; 4]. Wektor [—3; —4]| lezy w III ¢wiartce:
atan2(—4, —3) ~ —126,87°, czyli 233,13°.

5.z = arccos 0,3 ~ 1,266, 2 = 2 — x1 ~ 5,017. W [0; 107] miesci sie 5 okreséw, wiec 10 rozwigzan.
Zadania - czesc 5

1.1,0,0. sinh(In2) = 222 = 0,75, cosh(In2) = 22 — 1,25, 1,5625 — 0,5625 = 1 .

ef—e T 1l—e

2. tanhx = — = —- — ldlaz — oo, aznieparzystosci — —1dlaz — —oo.
et +e? 1+e>®

et —e T gf e = e2z o e—Zz . . .
3.2- 5 . +2 = 2 = sinh 2. Ten sam ksztalt co sin 2z = 2 sin z cos z.

4. Zwis = acosh(10/a) — a. Dlaa = 10: 10(cosh1 — 1) ~ 5,43 m. Dla a = 20: 20(cosh 0,5 — 1) ~ 2,55 m.
Wieksze a to mocniej napieta lina.

5. artanh 0,99 = % In199 ~ 2,647, t ~ 2,647 - 50/9,81 ~ 13,5 s, wobec 7,5 s dla 90%. Dla duzych
argumentéw 1 — tanh z ~ 2e~%, wiec brakujaca cze$é predkosci maleje wyktadniczo: kazdy kolejny
»rzad” doktadnosci (z 10% braku do 1%) kosztuje ten sam dodatkowy czas, ok. 6 s.

Matematyka - Trygonometria i funkcje hiperboliczne. Zrodta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1 (Addison-Wesley
1963; New Millennium Edition 2011), 5-6 i 22-6; K. A. Stroud, Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
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