MATEMATYKA @ 0.2

Rownania,
nierownosci,
wielomiany i
utamki proste

W lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne
policzylismy, jak wysoko doleci pitka. Teraz zapytamy, kiedy
spadnie na ziemie i jak dlugo bedzie powyzej pieciu metrow.
Pierwsze pytanie to réwnanie, drugie nieré6wnos$c¢. Po drodze
zbierzemy algebraiczne narzedzia, bez ktérych nie da sie
policzy¢ calki z funkcji wymiernej ani rozwigza¢ obwodu
elektrycznego transformata Laplace'a: uktady réwnan, wzér na
pierwiastki, dzielenie wielomianow, symbol sumy i rozklad na
utamki proste.

CZAS ZADANIA ZRODELA
ok.3hteorii+4h 33 zadaniaw Feynmana
zadan tresci, z wyktady z fizyki, t.
podpowiedziami i I, 22-5; K. A.
odpowiedziami Stroud,
Engineering
Mathematics
(czesc
wprowadzajaca)
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W TEJ LEKCJI

©  Prolog: kiedy pitka spadnie?

1 Réwnania liniowe i uktady dwdch réwnan
2 Roéwnanie kwadratowe

3 Wielomiany

4 Wartos¢ bezwzgledna

5  Nieréwnosci

6 Symbol sumy

7 Utamki proste

8  Btedne intuicje

9  Sprawdz sie

10 Karta wzordw i co dalej
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o Prolog: kiedy pitka spadnie?

W przykladzie 3.1 lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne pitke wyrzucono
pionowo w goére z wysokos$ci 1,5 m z predkoscia 12 m/s. Jej wysokos¢ to

h(t) = 1,5 + 12t — 4,905¢* (m, s).

Wierzchotek paraboli dat nam najwyzszy punkt lotu. Fizyk zada jednak od razu dwa kolejne
pytania. Kiedy pilka uderzy w ziemie? To pytanie o chwile, w ktérej h(t) = 0, czyli o rozwigzanie
réwnania kwadratowego. Jak dlugo piltka jest wyzej niz 5 m? To pytanie o zbidr chwil, w ktérych
h(t) > 5, czyli o rozwiazanie nieréwnosci.

Oba pytania prowadza do jednej idei, ktéra wraca w caltym kursie: roztozy¢ wyrazenie na
prostsze czynniki albo sktadniki. Tréjmian zapisany w postaci iloczynowej a(t — t1)(t — t2) od
razu pokazuje, kiedy jest zerem i kiedy zmienia znak. Ulamek rozlozony na ulamki proste daje sie
scatkowaé, a w automatyce przetlumaczy¢ z powrotem na przebieg w czasie. Te sama droge
przejdziemy w tej lekcji od réwnan liniowych do utamkéw prostych.

Pytanie na start. Po ilu sekundach pitka spadnie na ziemig? Co oznacza drugie, ujemne rogwiqzanie
rownania? Odpowiedz w przykltadzie 2.1.

1 Roéwnania liniowe i uktady dwdéch rownan

1.1 Jedno rownanie liniowe

Réwnanie az + b = 0z a # 0 ma dokladnie jedno rozwiazanie, x = —b/a. Rozwiazujemy je,
wykonujac po obu stronach te same dzialania: dodajemy, odejmujemy, mnozymy lub dzielimy
przez liczbe rézna od zera. Kazde takie dzialanie zamienia réwnanie na réwnowazne, czyli
majace te same rozwigzania. Mnozenie przez zero albo przez wyrazenie, ktére moze by¢ zerem,
tej wlasnosci nie ma. To zrédio wielu btedéw i wréci przy nieréwnosciach.

1.2 Uktad dwdéch rownan z dwiema niewiadomymi

Dwie niewiadome wymagaja dwoch niezaleznych informacji. Uktad

air+biy=ac ><//
W#0 w=0 wW=0

a2 + byy = co

rozwigzujemy jedna z dwoch metod. Podstawianie: z jednego rownania wyznaczamy jedna
niewiadoma i wstawiamy do drugiego. Przeciwne wspoélczynniki: mnozymy réwnania przez
takie liczby, zeby po dodaniu jedna niewiadoma znikta. Na przyklad w ukladzie 2z 4 3y = 12, z —
y = 1 mnozymy drugie rownanie przez 3 i dodajemy: 5z = 15, wiecz = 3, apotemy =z — 1 = 2.
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Geometrycznie kazde réwnanie to prosta na plaszczyznie (z; y), a rozwigzanie to punkt
przeciecia. Sa trzy mozliwos$ci: proste sie przecinaja (jedno rozwigzanie), sa rownolegte (brak
rozwigzan, uklad sprzeczny) albo sie pokrywajg (nieskonczenie wiele rozwigzan, uktad

nieoznaczony). Rozstrzyga o tym jedna liczba, wyznacznik ukladu:

/

-

\
58 WZORY CRAMERA DLA UKtADU 2 x 2
W = a1b2 — agbl, Wz = Clb2 — Cgbl, Wy = a1Cy — asCq.
Je$li W # 0, uktad ma jedno rozwiazanie x = W, /W,y = W,/W.Jesli W = 0, proste
sa rownolegte: uklad jest sprzeczny albo nieoznaczony.
J

Dla ukladu z poprzedniego akapitu W =2-(-1) —1-3=—-5 W, =12-(-1)-1-3=—-15W, =
2:1-1-12 = —10, wiec z = 3, y = 2, jak wyzej. Wyznaczniki wiekszych uktadéw i ich sens

geometryczny (pole, objetos¢) poznasz w lekcji 2.1 Macierze, wyznaczniki i uktady rownan. To

samo wyrazenie a;by — asb; pojawi sie w lekcji 1.1 Wektory jako pole réwnolegloboku rozpietego
na wektorach [a;; ay] i [b;; by]. Gdy W = 0, wektory sa réwnolegle, a réwnoleglobok jest

»Splaszczony” do odcinka.
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SYMULACJA 1 Dwie proste y = mix + n1 iy = maz + no. Punkt przeciecia to
rozwigzanie uktadu. Zblizaj nachylenia do siebie i patrz, jak wyznacznik maleje do zera, a
punkt przeciecia ucieka daleko.

4 AN

Z _

-6 -4 -2 0 2 4 6

>

—_— Yy=MX+N; =— Yy=MyX+Nh, =— rozwigzanie

W=m,-m, -1,50 rozwigzanie x = 2,00; y = 2,00

Stan na rysunku: y = 0,50x + 1,0 i y = -1,00x + 4,0; W = -1,50; rozwigzanie: x = 2,00;
y = 2,00.
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Przyktad 1.1

Kiedy drugi rowerzysta dogoni pierwszego?

Rowerzysta A wyjezdza o 8:00 i jedzie ze stalq predkosciq 20 km/h. Rowerzysta B wyjezdza z tego
samego miejsca tq samq drogq o 8:30 i jedzie 30 km/h. Kiedy i w jakiej odlegtosci od startu B

dogoni A?

1 Czastliczymy w godzinach od 8:00. Potozenia: x4 = 20t, zp = 30(t — 0,5) dlat > 0,5.

2  Touklad dwoch rownan z niewiadomymi ¢ i x: ¢ = 20t oraz z = 30t — 15. Odejmujemy
stronami: 0 = —10¢ + 15.

3 t=15h,czylio9:30,az =20-1,5= 30 km.

[ Wynik: o0 9:30, 30 km od startu. }

Sprawdzenie: B jedzie godzine i przejezdza 30 - 1 = 30 km v. W chwili startu B

rowerzysta A ma 10 km przewagi, a B odrabia 10 km na godzine, wiec potrzebuje

godziny v'.

/Z ZADANIA - CZESC 1 5 zadar - ok. 30 min

1

Rozwigzukltad 3z + 2y =7,z —y = 4.

Oblicz wyznacznik uktadu 2z — y = 1, 4o — 2y = 3. Ile rozwigzan ma ten uklad? A uktad
20 —y=1,4x — 2y = 2?

Stalowy pret ma diugo$¢ 1000,24 mm w temperaturze 20 °C i 1000,96 mm w
temperaturze 80 °C. Zaktadajac, ze dlugos¢ zalezy od temperatury liniowo, L(T') = Lo +
sT, wyznacz Ly i s. Ile wynosi wspéiczynnik rozszerzalnosci a = s/Ly?

Ile litréw roztworu 10% i ile roztworu 40% trzeba zmieszaé, zeby dostac¢ 3 litry roztworu
20%¢?

1.6dzZ plynie 24 km z pradem rzeki w 2 godziny, a te sama droge pod prad w 3 godziny.
Jaka jest predkos¢ todzi wzgledem wody i predkos¢ pradu?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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2 Rownanie kwadratowe

2.1 Wz6r z postaci kanonicznej

W lekgcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne sprowadziliSmy funkcje kwadratowsq
do postaci kanonicznej a(z — p)? + q. Rdwnanie az? + bz + ¢ = 0 rozwigzujemy ta samg droga. Po
wyciagnieciu a i uzupelnieniu do kwadratu:

b\?> b —dac b\> A )
alx+ — = - — T+ — = — A:b—4ac.
2a 4a 2a

Lewa strona jest kwadratem, wiec nie moze by¢ ujemna. Wszystko zalezy od znaku wyréznika A:

4 N\
st ROWNANIE KWADRATOWE AX? +BX+C=0, A#0
b+ VA b
T = o (A > 0), o=~ (A =0), brak pierwiastkéw rzeczywistych
a a
2 - b
Gdy A > 0: az® + bz + ¢ = a(z — z1)(x — z2) (postaé iloczynowa) oraz z; + x3 = ——,
a
c N
r1x2 = — (Wzory Viete'a).
a

o J

Posta¢ iloczynowa wyjasnia, dlaczego pierwiastki tak duzo méwia: iloczyn jest zerem dokladnie
wtedy, gdy zerem jest ktorys czynnik, a znak iloczynu zmienia sie tylko w pierwiastkach. Wzory
Viéte'a pozwalaja sprawdzi¢ rozwigzanie bez wstawiania: dla z? — 5z + 6 = 0 pierwiastki 21i 3
maja sume 5 = —b/aiiloczyn 6 = c/a v.

Przy A < 0 rozwiazan nie ma wéréd liczb rzeczywistych, ale sa wérdd zespolonych. Feynman
nazywa wprowadzenie liczby i z i*> = —1 ,,ostatnim wynalazkiem”: gdy ja dopiszemy, kazde
rownanie algebraiczne ma rozwiazanie i nie trzeba juz wymysla¢ nowych liczb. Wrécimy do tego

w lekcji 1.7 Liczby zespolone i fazory. FLP I-22-5
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SYMULACJA 2  Parabolay = az? + bz + c. Zmieniaj wspélczynniki i obserwuj wyréznik,
pierwiastki i posta¢ iloczynows. Zielone pasy to przedziaty, w ktérych y > 0: tak
odczytuje sie rozwigzanie nieréwnosci kwadratowej (czesc¢ 5).

-6 -4 -2 0 2 4 6
— y=ax®?+bx+c =—y>0 — pierwiastki
A =b?-4ac 9,00 pierwiastki x1 = -1,00; x2 = 2,00

postaciloczynowa 1,00-(x + 1,00)(x - 2,00) wierzchotek (0,50; -2,25)

Stan na rysunku: a = 1,00, b =-1,0, ¢ = -2,0; A = 9,00; pierwiastki: x1 = -1,00; x2 =
2,00.
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Przyktad 2.1
Kiedy pitka spadnie?
Rozwiqz 1,5 + 12t — 4,905 t? = 0. Ktdre rozwiqzanie ma sens fizyczny i co oznacza drugie?
1 Porzadkujemy: 4,905t> — 12t — 1,5 = 0, wiec a = 4,905, b = —12,c = —1,5.
2 A =144+44-4,905-1,5 = 144 4 29,43 = 173,43, VA ~ 13,169.

12 +£13,169
3 = ——2 —:t; ~2566s,t, ~ —0,119s,
1,2 9.81 1 S, to S
[ Wynik: pitka spada po ok. 2,57 s. ]

Sprawdzenie: wzory Viete'a: t1 + t2 = 2,447 ~ 12/4,905 v, t1t2 = —0,306 ~
—1,5/4,905 v. Ujemne rozwiazanie to chwila, w ktorej pitka bytaby na ziemi, gdyby
poruszala sie po tej samej paraboli juz przed rzutem: wzdr nie wie, ze rzut zaczal sie
dopiero w t = 0. Wierzchotek z lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje
elementarne (t* = 1,22 s) lezy dokladnie w polowie miedzy pierwiastkami v.

4 N
/\ PULAPKA NUMERYCZNA

Gdy b? jest duzo wieksze niz |4ac|, jeden pierwiastek liczony ze wzoru to réznica
dwoch prawie réwnych liczb. Komputer traci wtedy prawie wszystkie cyfry. Dla

z? — 108z + 1 = 0 wzér w arytmetyce zmiennoprzecinkowej daje maty pierwiastek
7,45 - 10~ zamiast 1,00 - 108, czyli blad 25%. Lekarstwo: policzy¢ duzy pierwiastek

ze wzoru, a maty ze wzoru Viete'a, Ty = . Do takich spraw wrécimy w

a Tduzy
metodach numerycznych (6.2 Metody numeryczne: Python i C++).
- J

/. ZADANIA - CZESC 2 5 zadan - ok. 35 min

1 Rozwigz:z? — 72z +10=10; 222+ 32 —-2=0; 2>+ 4z +5=0.

2  Nie rozwigzujac réwnania 3z2 — 12z + 5 = 0, podaj sume i iloczyn jego pierwiastkow.

3 Dlajakich m réwnanie 22 + ma + 9 = 0 ma jeden (podwéjny) pierwiastek? Podaj ten
== pierwiastek.
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4 Prostokat ma pole 48 cm? i obwdd 28 cm. Jakie ma boki?

5 Policz kalkulatorem (lub w Pythonie) mniejszy pierwiastek réwnania z? — 108z +1 =0
== wprost ze wzoru oraz sposobem z pultapki numerycznej. Ktéry wynik jest poprawny i
dlaczego?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Wielomiany

3.1 Stopien, pierwiastki, dzielenie

Wielomian stopnia n to P(z) = a,z" + ap—12" ' + - -+ + a1x + ag z a, # 0. Funkcja liniowa to
wielomian stopnia 1, kwadratowa stopnia 2. Dla duzych |z| o zachowaniu wielomianu decyduje
najwyzsza potega: 3 — 10022 rézni sie od z3 0 10% dla z = 1000, a dla z = 10° juz tylko o 0,1%.

Wielomiany dzieli sie z reszta jak liczby: P(z) = Q(z) - D(z) + R(x), gdzie stopien reszty R jest
mniejszy od stopnia dzielnika D. Najwazniejszy przypadek to dzielenie przez dwumian x — a:

s8 TWIERDZENIE BEZOUTA

Reszta z dzielenia P(z) przez ¢ — a jest rowna P(a). W szczegdlnosci a jest
pierwiastkiem wielomianu P wtedy i tylko wtedy, gdy P(z) = (z — a) Q(z).

Kazdy znaleziony pierwiastek obniza wiec stopien o jeden. Gdy wielomian ma wspoélczynniki
catkowite, jego pierwiastki wymierne p/q (utamek skrécony) speiniaja warunek: p dzieli wyraz
wolny ag, a g dzieli wspétczynnik a,. Daje to skoniczong liste kandydatéw do sprawdzenia.

Precyzyjna wersja faktu, o ktérym méwi Feynman (u niego jej nie ma), to zasadnicze twierdzenie
algebry: wielomian stopnia n > 1 ma dokladnie n pierwiastkéw zespolonych, liczac z
krotno$ciami. Dla wielomianu o wspoétczynnikach rzeczywistych pierwiastki nierzeczywiste
wystepujq parami sprzezonymi (lekcja 1.7 Liczby zespolone i fazory), wiec kazdy taki wielomian
rozklada sie na czynniki liniowe i kwadratowe bez pierwiastkéw rzeczywistych. Wiasnie te dwa
rodzaje czynnikdéw zobaczymy w utamkach prostych (czes¢ 7).

3.2 Schemat Hornera

Zeby policzy¢ P(a), nie trzeba liczy¢ poteg. Wystarczy zapisaé¢ wielomian ,,od §rodka”: azz® +
a2z’ + a1z + ap = ((asz + az)z + a1)z + ag. W kazdym kroku mnozymy dotychczasowy wynik
przez a i dodajemy kolejny wspéiczynnik. Przy stopniu n to tylko n mnozen. Tak liczg wielomiany
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biblioteki numeryczne. Kolejne wyniki posrednie to przy okazji wspdtczynniki ilorazu Q(z) z
dzielenia przez x — a, a ostatni wynik to reszta.

Przyktad 3.1
Rozktad wielomianu trzeciego stopnia

Roztdz na czgynniki P(z) = x3 — 62* + 11z — 6 i policz schematem Hornera P(4).

1 Kandydaci na pierwiastki catkowite to dzielniki wyrazu wolnego 6: £1, +2, +3, £6.
Sprawdzamy P(1) =1—-6+11-6=0v.

2  Dzielimy przez ¢ — 1 schematem Hornera dla a = 1: wspdtczynniki 1, —6, 11, —6 daja
kolejno1;1-1—6=—5;—-5-1+11=6;6-1— 6 = 0. Iloraz to x> — 5z + 6, reszta 0.

3 22-5z+6=(z—2)(z—3),wiec P(z) = (z — 1)(z — 2)(z — 3).

4  P(4)schematem Hornera:1;1-4—-6=-2;-2-4+11=3;3-4—6=6.

[ Wynik: P(z) = (z — 1)(z — 2)(z — 3), P(4) = 6. j

Sprawdzenie: z postaci iloczynowej P(4) = 3-2-1 = 6 v. Po wymnozeniu az(x —
z1)(x — x2)(x — x3) widaé wzory Viete'a dla stopnia 3: suma pierwiastkdw to —az/as,
ailoczyn —ag/as3. Tu suma pierwiastkéw 1 + 2 + 3 = 6 = —ay /a3 v, iloczyn 6 =
—ag/az V.
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SYMULACJA 3 Wielomian P(z) = a(z — z1)(x — z2)(x — 3). Przesuwaj pierwiastki i
obserwuj wspdéiczynniki postaci ogdlnej. Gdy dwa pierwiastki sie spotkaja, wykres dotyka
osi zamiast ja przecina¢: to pierwiastek podwdjny.

1,0

-1,0

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
— P(x) =a(X = X;)(Xx = Xz)(Xx — X3) = pierwiastki
postac ogolna P(x) = 1,00x3 - 6,00x2 + 11,00x - 6,00 suma pierwiastkow = -a,/a; 6,00

iloczyn pierwiastkow = —ag/a; 6,00 pierwiastek wielokrotny nie

Stan na rysunku: x1 = 1,0, x2 = 2,0, x3 = 3,0, a =1,0; P(x) =1,00x3® - 6,00x2 +
11,00x - 6,00.

/. ZADANIA - CZESC 3 5 zadar - ok. 40 min

1 Podziel 23 — 22 — 5z + 6 przez x — 11 znajdz wszystkie pierwiastki.

2 Policz schematem Hornera Q(2) dla Q(z) = 2z® — 3z% + = — 5.

3 Jakajest reszta z dzielenia z'% przez x — 1? A przez z + 1?
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4  Zprostokatnej blachy 20 x 30 cm wycinamy w rogach kwadraty o boku z i zaginamy
== brzegi, robiac otwarte pudetko. Jego objetos¢ to V(z) = (20 — 2z)(30 — 2z). Dla jakich x
objeto$¢ wynosi 1008 cm®?

5 Znajdz wielomian trzeciego stopnia o pierwiastkach 1, 2, —1, dla ktérego P(0) = 4.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Wartosé bezwzgledna

Wartos$¢ bezwzgledna |z| to odlegtosc liczby x od zera na osi . ¢
liczbowej: || = zdlaz > 0i |z| = —z dla z < 0. Wazniejsze od —0 . o——
definicji jest jej uogélnienie: |z — a| to odlegtosé miedzy punktami x i
a. Dzieki temu zdania o odleglosci zapisuja sie krétko:

|t —al|<e <= a—e<z<a+e < zc(a—¢ a+te).
Ten zapis spotkasz w dwoch miejscach. W technice to tolerancja: watek o $§rednicy 25,00 + 0,02

mm to warunek |d — 25,00/ < 0,02 mm. W analizie warunek |f(z) — g| < ¢ jest sercem definicji
granicy (lekcja 1.2 Ciagi, granice i cigglos¢).

Réwnania i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna rozwiazuje sie, rozbijajac o$ na przedziaty, w
ktérych wyrazenia pod modutem maja stalty znak. Na kazdym przedziale modul zamienia sie na
zwykte wyrazenie z plusem albo minusem.

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 25 min

1 Rozwiaz |2z + 1| = 5.

2  Zapisz w postaci przedziatéw: |x — 3| < 0,5 oraz |z + 1| > 2.

3  Walek ma miec $rednice 25,00 + 0,02 mm. Zapisz warunek z wartoscig bezwzgledna. Czy
== walek o §rednicy 24,97 mm spelnia norme?

4 Rozwiaz |z — 1| + |z + 2| = 5. Zinterpretuj rownanie jako sume odlegtosci.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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5  Nierownosci

Nieréwno$ci rozwiazuje sie prawie jak rownania, z jednym wyjatkiem: mnozenie lub dzielenie
przez liczbe ujemna odwraca znak nieréwnosci. Z —2z > 4 wynika z < —2. Stad zasada: nigdy
nie mnozymy nieréwnosci przez wyrazenie, ktérego znaku nie znamy, np. przez x albo przez
mianownik x + 2.

5.1 Nierownosci kwadratowe

Nieréwno$c¢ az? + bz + ¢ > 0 odczytujemy z wykresu paraboli. Znajdujemy pierwiastki, a potem
patrzymy, gdzie parabola jest nad osig. Dla a > 0 i dwd6ch pierwiastkdéw z; < z2: az? +bx +c > 0
poza przedziatem [z; x|, a < 0 wewnatrz. Dla a < 0 odwrotnie. Symulacja 2 pokazuje te
przedzialy na zielono.

5.2 Nierownosci wymierne i tabela znakow

Nieréwno$¢ wymierna to taka, w ktérej niewiadoma stoi w mianowniku (funkcje wymierng

-1
i 2 > 0 nie wolno pomnozy¢ przez x + 2,

zdefiniujemy dokladnie w cze$ci 7). W nieréwnosci

bo nie wiemy, czy jest dodatnie. Zamiast tego badamy znak kazdego czynnika osobno. Utamek
zmienia znak tylko tam, gdzie licznik albo mianownik jest zerem: wz = 1ix = —2. W trzech
przedzialach znak jest staty:

T < —2 —2<z<l1 z>1
z—1 - - +
T+ 2 — + +
z—1 + _ +

T+ 2

Rozwigzanie: ¢ < —2 lub z > 1. Punkt z = 1 nalezy do zbioru (utamek jest tam zerem), punkt z =
—2 nie (dzielenie przez zero).
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Przyktad 5.1

Jak dtugo pitka jest wyzej niz 5 m?

Dla pitki z prologu rozwiqz nierownosc h(t) > 5.

1 1,5+ 12t — 4,905t > 5 <= 4,905t — 12t + 3,5 < 0. PrzeniesliSmy wszystko na

jedna strone i pomnozyliSmy przez —1, wiec znak sie odwrdcit.
12 £+ 8,679

2 A =144 —4-4,905-3,5 = 75,33, /A ~ 8,679; pierwiastki t1o = 9—81: t; ~ 0,339
s, ty ~ 2,108 s.

3 Parabola 4,905¢* — 12t + 3,5 ma ramiona w gére, wiec jest ujemna miedzy
pierwiastkami.

[ Wynik: pitka jest wyzej niz 5 m dla ¢t € (0,339; 2,108) s, czyli przez ok. 1,77 s. ]

Sprawdzenie: Srodek przedziatu (0,339 + 2,108)/2 = 1,22 s to chwila najwyzszego
punktu z lekcji 0.1 Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne v. Czas nad
dowolna wysokoscia to ta — t; = \/Z/a, wiec maleje, gdy podnosimy poprzeczke, i
znika na wysokosci 8,84 m v.

/. ZADANIA - CZESC 5 5 zadan - ok. 30 min

Rozwiaz 3 — 2z > 7.
Rozwigz 22 — z — 6 < 0.
Jak dtugo pitka z prologu jest wyzej niz 8 m?

..o —1 . . . L . —1
Rozwigz 5 > 0, nie zagladajac do tabeli z czesci 5.2. Potem rozwigz
x x

1
Uczen rozwigzal — < 1, mnozac obie strony przez z:,1 < z”. Znajdz blad i podaj pelne
T

rozwiazanie.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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6  Symbol sumy

Dhugie sumy zapisujemy symbolem ¥ (wielka grecka litera sigma):

n
Zak:a1+a2+---+an.
k=1

Litera k to indeks: przebiega liczby catkowite od dolnej granicy do gornej. Jego nazwa nie ma
znaczenia, y_,_, k? = Y7, j2. Z definicji wynikaja dwie reguty uzywane bez przerwy: stata

mozna wyciagnaé przed sume, Y car = ¢ ag, a sume sum rozbié, > (ax + b)) = > ar + > b.

n—1

Indeks mozna tez przesunac: Y, ar-1 =Y ;.

Dwie sumy warto zna¢ na pamieé, bo pojawiaja sie w fizyce i w algorytmach:

p
AIB SUMA ARYTMETYCZNA I GEOMETRYCZNA
~ n(n+1) “\ . 1—gt!
OL TR o P )
k=1 k=0 q
\

Pierwsza dowodzi sie, piszac sume dwa razy, raz od przodu i raz od
tytu: kazda para daje n + 1, a par jest n, wiec 25 = n(n + 1). Druga:
jeSliS=1+q+---+qg*togS =q+¢>+---+¢""1, a po odjeciu
prawie wszystko sie skraca: S — ¢S = 1 — ¢""'. Ten chwyt, mnozenie

qh,

i odejmowanie, przyda sie wielokrotnie.
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Przyktad 6.1
Droga odbijajacej sie pitki
Pitka spada z wysokosci 2 m i po kazdym odbiciu wznosi si¢ na 60% poprzedniej wysokosci. Jakq
droge przebedzie od puszczenia do chwili, gdy po pigtym wzlocie znowu uderzy w podtoge?

1 Wysokosci kolejnych wzlotéw: h, = 2-0,6* mdlak = 1,...,5. Kazdy wzlot to droga w

gbére i w dot, czyli 2hy.

> Droga:s=2+3Y, ,2-2-06=2+4.0,6_,0,6"

~1-0,6° 1-0,07776

3 4 k
0,6F = = = 2,3056.
2o 1-0,6 0,4
4 s=2+24-23056="7,533m.
[ Wynik: ok. 7,53 m. }

Sprawdzenie: wprost: 2 + 2(1,2 + 0,72 + 0,432 + 0,2592 4 0,15552) = 2 4 2

2,76672 = 7,533 v. Gdy liczba odbi¢ rosnie, 0,6" znika i droga dazy do 2 + 2,4/0,4 = 8
m. Takie nieskoficzone sumy, czyli szeregi, sa tematem lekcji 1.6 Szeregi liczbowe i
potegowe.

/. ZADANIA - CZESC 6 4 zadania - ok. 25 min

1 Zapisz symbolem sumy 1+ 4+ 9+ -+ 1001 policz te sume.

2 Oblicz Z}:to:ol k oraz Z,lc(fl(% — 1). Co jest ciekawego w drugim wyniku?

3 Na pierwszym polu szachownicy kladziemy 1 ziarno, na kazdym nastepnym dwa razy
= wiecej. Ile ziaren lezy razem na 64 polach? Podaj wynik w notacji wykladnicze;j.

4  Udowodnij wzér na sume geometryczng metoda ,pomndz i odejmij” dla sumy >, q"
e=  (od k = 1). Sprawdz go na przyktadzie 6.1.

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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7 Utamki proste

7.1 Po co rozktadac¢ utamki

P(z)
Q(x)
. Dzialanie odwrotne, czyli rozklad na utamki proste, jest trudniejsze, ale

3z +5
umiemy policzy¢ (lekcja 1.5 Calki), acalkiz —————
z+1 y policzyc (lekej ) (@+1)(z+3)

wprost nie. W automatyce transmitancja obwodu to wlasnie funkcja wymierna, a kazdy utamek
prosty odpowiada jednemu sktadnikowi odpowiedzi w czasie, np. jednej zanikajacej eksponencie
(lekcja 4.4 Transformata Laplace'a).

Funkcja wymierna to iloraz dwoch wielomiandéw, L 1 +
2 3z +5
z+3 (z+1)(z+3)

bardzo potrzebne. Catke z

. Dodawanie utamkéw jest tatwe:
€T

~ )
58 ROZKLAD NA ULAMKI PROSTE (STOPIEN LICZNIKA MNIEJSZY NIZ MIANOWNIKA)

Mianownik rozkladamy na czynniki liniowe i kwadratowe bez pierwiastkéw
rzeczywistych (czes¢ 3.1). Kazdy czynnik daje swoje utamki:

A A A
czynnik (z —a) — ;  czynnik (z —a)? — L ’ 55 czynnik z® +
zT—a zr—a (x—a)
S , Bz +C
pz + g bez pierwiastkow — ——.
x° +pxr+q
- J

Jesli stopien licznika jest réwny stopniowi mianownika lub od niego wiekszy, najpierw dzielimy
wielomiany z reszta. Dostajemy wielomian plus utamek ,wlasciwy”, ktory rozktadamy dale;j.

7.2 Metoda zastaniania

Dla czynnikéw liniowych wystepujacych raz wspétczynniki znajduje sie btyskawicznie. Zeby

, zaslaniamy w mianowniku czynnik (z — a) i w reszte¢ wstawiamy z = a. To

znalez¢ A przy
zT—a
nie sztuczka: po pomnozeniu rdwnosci przez (z — a) wszystkie inne utamki maja czynnik (z — a),

wiec znikaja w z = a.
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Przyktad 7.1

Rozktad metodg zastaniania

3x+5

Roztéog ——————  na utamki proste.
(z +1)(z + 3) P

3z +5 A B
1 AiB = .
Szukamy Ai Bw @G D@ 3 =11 +m—i—3

3-(-1)+5 2

2 A zastaniamy (z + 1) i wstawiamy z = —1: A = (1—_:; =35 = 1.
3-(-3)+5 -4

3 B:zastaniamy (z + 3) i wstawiamy z = —3: B = (3—_31_ == 2.

Wynik: 3z +5 _ 2

(z+1)(z + 3) “eri Tzt

= g v . Dla duzych z obie strony

Sprawdzenie: dla z = 0: lewa strona g, prawa 1l + %
zachowuja sie jak 2: lewa ~ 3z /22, prawa ~ 1/z + 2/z v.
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SYMULACJA 4  Funkcja +

xT—a T—
utamek prosty ro$nie nieograniczenie w punkcie, w ktérym zeruje sie jego mianownik.

2 jako suma dwéch utamkow prostych. Kazdy

Taki punkt nazywamy biegunem; wykres ma tam pionowa asymptote (przerywana
pionowa linia). Na starcie wida¢ funkcje z przykltadu 7.1 (A =1,a = -1, B =2,b = —3).
Zsun bieguny do siebie i zobacz, co sie dzieje z suma.

_________________________.____,______________________

- =A/x-a) ==B/(x-b) =— suma

suma jako jeden utamek (3,0x + 5,0) / (x + 1,0)(x + 3,0) bieguny -1,0; -3,0

Stan na rysunku: A =1,0, a =-1,0, B=2,0, b=-3,0; suma = (3,0x + 5,0) / (x + 1,0)
(x + 3,0).
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Przyktad 7.2

Licznik wyzszego stopnia i czynnik podwaéjny

x4 1
Rozloz ———— orazg —.
z? -1 z?(z + 1)

1 W pierwszym utamku licznik ma stopien 3, a mianownik 2, wiec najpierw dzielimy:

3
+1 z+1
341=z(22-1 1). 2 R 2 o S S
vl=a(@ -+ (@+1).stad 5y e+ oy ey T2 Ty
2 1 A A C

W drugi ik z wystepuje dwa razy: ——— = -
rugim Czynnik £ wystepuje awa razy :172(:13 T 1) = 22 z+1

1 ,
3 Zaslanianie dziata dla C (wstaw z = —1): C' = e =1, oraz dla A, (zaston z2,
1
sta =0):A4y=——=1
wstaw z = 0): 4y = 5=
4 A, wyznaczamy z innej wartosci, np. z = 1: % =A +1+ %, wiec A; = —1.
W,kx3+1 Lt 1 1,11
nik: =z oraz ———~=——+ — + ——.
4 z?2 -1 z—1 Zx2(w+l) z 22 z+1

Sprawdzenie:dlaz =2:§ =3i2+1=3v;Si—J+1+3=15 v.

/. ZADANIA - CZESC 7 5 zadan - ok. 40 min

1 Rozléz na utamki proste

2

7
2 ROZléZ L
- (z—1)(z+2)
222 + 3
3 Rogtéz =19
an 113(172 + 1)

1
4 Rozléz ———— i sprawdz wynik dla z = 1.

[ ] | x(w + 2)
5  Rozléz ; na utamki proste i uzyj wyniku, zeby policzy¢ Zgg ;
- k(k+1) p NARUAS ’ yp y k=1 k(k+1)’

moo podstawowe  mmo Srednie maa feynmanowskie
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s Btedne intuicje

x ,Mozna podzieli¢ obie strony przez z.”

Tylko gdy z # 0. Z 2 = 3z po podzieleniu przez x zostaje z = 3, a ginie rozwigzanie z =
0. Bezpiecznie: 22 — 3z = z(x — 3) = 0.

x ,Nierdwnos$¢ mnozy sie jak rownanie.”

Mnozenie przez liczbe ujemng odwraca znak, a przez wyrazenie o nieznanym znaku jest
zabronione (czes¢ 5).

x ,,A < 0,wiec rownanie nie ma rozwigzan.”

Nie ma rozwiazan rzeczywistych. Ma dwa zespolone, a w fizyce drgan to wtasnie one
opisujg oscylacje (lekcje 1.7 Liczby zespolone i fazory i 4.1 Réwnania rézniczkowe
Zwyczajne).

x ,Ujemne rozwiazanie jest btedne, wiec je skreslam.”

Najpierw zastanéw sie, co znaczy. W przyktadzie 2.1 to chwila sprzed rzutu na tej samej
paraboli. Czasem ujemny wynik méwi, ze model nie pasuje do sytuacji.

X yla+b = [a| +[bl.”

Tylko gdy ab > 0. Ogoélnie |a + b| < |a| + |b| (nieréwnos$¢ tréjkata). Dlaa = 3,b = —5:2 <
8.

x oy (apby) = > a - D by

Suma iloczyndéw to nie iloczyn sum.Dlaa = b = (1; 1): 2 # 4.

x ,Kazdy utamek rozktada sie na utamki z czynnikami liniowymi.”

Bz +C
Czynnik kwadratowy bez pierwiastkdw rzeczywistych, np. 22 + 1, daje utamek f—i—l
T

z licznikiem liniowym (zadanie 3 w czesci 7).
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9 Sprawdz sie

1 Co oznacza geometrycznie, Ze wyznacznik ukladu 2 x 2 jest zerem?

Proste sa rownolegte (albo sie pokrywaja), wiec nie maja dokladnie jednego punktu
wspoélnego.

2 Pierwiastki rownania kwadratowego to 21i —5, a a = 1. Jakie to réwnanie?

(x —2)(z+5)=22+3z—10=0.

3 Jak bez dzielenia sprawdzié, czy = — 2 dzieli z* — 8?

Twierdzenie Bézouta: 28 — 8 = 0, wiec dzieli.

4  Zapisz bez warto$ci bezwzglednej: [t — 10| < 2.

8 <t <12 czylit € [8; 12].

5 Ilewynosil+ 2444 ---41024?

S, 2k =21 — 1 =2047.

. J
- N
6 Jakie utamki proste da mianownik (z — 1)?(z? + 4)?
Ay n A n Bx+C
z—1 (z-1)2 2244°
- J
e 3
-1
7 Dlaczego w nieréwnosci z 5 > 0 punkt z = —2 nie nalezy do rozwiazania,
T

cho¢ x = 1 nalezy?

W z = —2 ulamek nie istnieje (dzielenie przez zero), a w x = 1 jest rOwny zeru, co
spelnia nier6wno$¢ nieostra.
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10 Karta wzorow i co dalej

4 N
ROWNANIA NIEROWNOSCI, SUMY, ULAMKI
uklad 2x 2: W = arby — ashy, @ = 7, [z —al|<e <= zec(a—¢&ate)
Y= wy mnozenie przez liczbe ujemna odwraca
w znak; mianownika o nieznanym znaku nie
A =% — dac, 19 = % mnozymy
n ~n(n+1) no ok 1—g""!
:131—1—1:2:—5, w1$2:§; ax® +bx +c= 2pmr k= 2 s Lm0 q = 1—gq
a(x — z1)(x — z2) P — A + B , A=
) (x—a)(x—b) z—a z-0b
Bézout: resztaz P(z) : (x — a) to P(a) P(a)
pierwiastki wymierne p/q: p | ag, q | a, a—b M M
1 2
stabilnie: Ty, = ¢ (z —a)? — T a + (z— a)2; @’ + pa +
a Tduzy
Bz +C
ﬁ ——
2+ pr+q
& J
Do przeczytania u Feynmana
* Obowiazkowo: 22-5 (liczby zespolone jako ,,ostatni wynalazek”, dzieki ktéremu kazde
réwnanie algebraiczne ma rozwiazanie).
Do przeczytania w podrecznikach matematyki
* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: cze$¢ wprowadzajaca (réwnania, nieréwnosci,
wielomiany, utamki proste). Duzo zadan z odpowiedziami.
¢ Dowolny podrecznik do matematyki w szkole $redniej na poziomie rozszerzonym:
rozdzialy o wielomianach, warto$ci bezwzglednej i ciagach.
/ )
Nastepna lekcja to trygonometria i funkcje hiperboliczne (0.3 Trygonometria i funkcje
hiperboliczne). Utamki proste wrdcq przy catkach (1.5 Catki) i w transformacie Laplace'a (4.4
Transformata Laplace'a), sumy geometryczne w szeregach (1.6 Szeregi liczbowe i potegowe), a
wartosc bezwzgledna w definicji granicy (1.2 Ciqgi, granice i ciggtosc).
- J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. Z drugiego z = y + 4; wstawiamy: 3y + 12 + 2y = 7, wiecy = —1, ¢ = 3. Sprawdzenie: 9 —2 =7 v,
3+1=4v.

2.W =2-(—2)—4-(—1) = 0 w obu uktadach. Pierwszy jest sprzeczny: drugie rGwnanie po podzieleniu
przez 2 daje 2z — y = 1,5 # 1. Drugi jest nieoznaczony: oba rOwnania opisuja te sama prosta y = 2z —
1.

3. Odejmujemy réwnania: 60s = 0,72 mm, wiec s = 0,012 mm/K i Ly = 1000,24 — 20 - 0,012 = 1000,00
mm. a = 1,2-107° K}, typowa warto$¢ dla stali.

4.z +y=3oraz0,lz + 0,4y = 0,2- 3 = 0,6. Stad y = 1 1 roztworu 40% i x = 21 roztworu 10%.
5.v+u = 12km/h, v — u = 8 km/h, wiec v = 10 km/h, v = 2 km/h.

Zadania - czesc 2

1

1.21i5; 3i—2;brak pierwiastkow rzeczywistych (A = —4).

2.Suma 12/3 = 4, iloczyn 5/3. Pierwiastki istnieja, bo A = 144 — 60 = 84 > 0.
3. A =m? - 36 = 0, wiec m = 6 (pierwiastek —3) albo m = —6 (pierwiastek 3).
4.6cmi8cm.

108 — /106 — 4
5. Wprost: 5 0
1/Zausy = 1/108 = 1,00 - 10~8. Poprawny jest drugi: +/1016 — 4 r6zni sie od 10® dopiero na 17. cyfrze, a
komputer przechowuje ok. 16 cyfr, wiec réznica w liczniku to gtéwnie blad zaokraglenia.

~ 7,45 - 1079 (w arytmetyce podwdjnej precyzji). Ze wzoru Viéte'a: Tpyary =

Zadania - czes¢ 3
1.lloraz #? — z — 6 = (z — 3)(x + 2), reszta 0. Pierwiastki: 1, 3, —2.
2.2;2.2-3=1;1-241=%3-2-5=1. Q(2) =1.
3. Z twierdzenia Bézouta: 1'°° = 1 oraz (—1)!% = 1. Bez wykonywania dzielenia.

4.V(3)=3-14-24 =1008 v. V(z) — 1008 = 4(z — 3)(z® — 22z + 84), wiec pozostate pierwiastki to 11 +
V3T:z ~ 4,92 cmiz ~ 17,08 cm. Drugi odpada, bo z < 10 cm. Odpowiedz: z = 3 cm lub = ~ 4,92 cm.

5.P(z) =a(zx —1)(z — 2)(z + 1), P(0) =a- (-1)(-2) -1 = 2a = 4, wieca = 2: P(z) = 223 — 42? — 2z + 4

Zadania - czesc 4
1.2z +1=>5albo2z + 1= —5,czyliz =2lubx = —3.
2.(2,5; 3,5). Druga: odlegto$¢ z od —1 co najmniej 2, czyliz < —31lub z > 1: (—oo; —3] U [1; o0).

3.|d — 25,00] < 0,02 mm. Dla 24,97 mm: |—0,03| = 0,03 > 0,02, wiec nie spelnia.
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4. Szukamy punktow, ktérych suma odlegtosci od 11i od —2 wynosi 5. Miedzy —2 a 1 suma wynosi
zawsze 3.Dlax > 1: 2z +1 =5,z =2.Dlaz < —2: —2x — 1 = 5, z = —3. Rozwigzania: 21 —3.

Zadania - cze$¢ 5
1. -2z > 4, wiec ¢ < —2 (dzielenie przez —2 odwraca znak).
2. Pierwiastki —21i 3, ramiona w gére: x € [—2; 3.

3.4,905¢% — 12t + 6,5 < 0: A = 16,47, pierwiastki 0,810 s i 1,637 s. Pilka jest wyzej niz 8 m przez ok. 0,83
S.

4. Pierwsza: (—oo; —2) U [1; 00). Druga: (—2; 1]. Zero w mianowniku nigdy nie nalezy do rozwiazania.

.. .1 1-z .
5.Dla z < 0 mnozenie przez x odwraca znak. Poprawnie: — — 1 < 0 — —— < 0, a tabela znakéw
X xr

dajex < 0lubz > 1. Np.z = —5: —0,2 < 1 v, auczen ten przypadek zgubil.

Zadania - czesc 6

(10-11-21 a0

n(n+1)(2n+1) dlan — 10
6 b

1300 k? = 385 Wzor: ) k? =
2. 5050 oraz 2 - 5050 — 100 = 10 000 = 1002. Suma kolejnych liczb nieparzystych to zawsze kwadrat:
Dhoi(2k = 1) =n’.

63 ok 1_264f64 ~ 19
3.Zk:02 :ﬁ_2 —1~1,84-10"".

1_ n
4-S=Q+"'+qn,q5:q2+"'+q"+1,5—q5’=q—q"*l,WchS:%
0,6 - 0,92224

0,4

.Dlag =0,6,n =5:

=1,38336,a2+4-1,38336 = 7,533 m v.

Zadania - czesc 7

12 1/2 1/ 1 1
2 1 — (o . e _ _ = _
l.z?— 1= (= 1)(973—|—1),zaslan1an1e.x_1 pori 2(30—1 a:—l—l)'
o A= T _8 p_ 247 5 83 5/3

142 3 -2-1 3 z—1 x+2
A= % = 3. Wtedy 222 + 3 = 3(2? + 1) + (Bz + C)z, czyli 22°> + 3 = (3 + B)2? + Cz + 3, wiec
B:—1,C:0;§—2L.

z z¢41

1/2 1/2 1:1 1 _ 1
5 1 L W sumie skraca sie prawie wszystko (,suma teleskopowa”): (1 — 1
RETD R RTT 2P yetho, powa): (1 - 3)

=3+ (=) = 1- 7~ 090,

Matematyka - Réwnania, nieréwnosci, wielomiany i utamki proste. Zrodta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1
(Addison-Wesley 1963; New Millennium Edition 2011), 22-5; K. A. Stroud, Engineering Mathematics. Wszystkie liczby w przyktadach policzone na nowo.
Cytaty w ttumaczeniu wtasnym.
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