MATEMATYKA 0.1

Liczby, potegi,
logarytmy i
funkcje elementarne

Okotlo 1620 roku Henry Briggs policzyl logarytmy dziesietne na
czternascie miejsc po przecinku. Miat do dyspozycji tylko pidro,
papier i cierpliwo$¢ do wyciggania pierwiastkow
kwadratowych. Pod koniec tej lekcji zrobisz to samo, z
doktadnoscia do szesciu cyfr, w kilka minut i zrozumiesz, skad
bierze sie liczba e. Po drodze uporzadkujemy narzedzia, z
ktorych korzysta caty kurs: potegi, notacje wykladnicza, funkcje

iich wykresy.
CZAS ZADANIA ZRODtA
ok.3hteorii+3h 36 zadan w tresci, Feynmana
zadan vA wyktady z fizyki, t.
podpowiedziami i I, rozdz. 22 (22-1...
odpowiedziami 22-4); K. A.
Stroud,
Engineering
Mathematics
(czesc
wprowadzajaca)
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o Prolog: tablice pana Briggsa

Do polowy XX wieku inzynier, ktéry chcial pomnozy¢ dwie liczby siedmiocyfrowe, nie mnozyt
ich. Sprawdzat w tablicach ich logarytmy, dodawat je i odczytywal wynik z tablic z powrotem.
Dodawanie jest duzo tatwiejsze niz mnozenie, a logarytm zamienia jedno w drugie: log(ab) =
log a + log b. Na tej samej zasadzie dzialat suwak logarytmiczny, z ktérym liczono mosty, silniki i
trajektorie pierwszych rakiet.

Skad jednak wziely sie liczby w tablicach? Feynman poswieca temu fragment rozdziatu o
algebrze. Henry Briggs wyciagal pierwiastek kwadratowy z 10, potem pierwiastek z wyniku,
potem znowu, i tak wiele razy. Dostawat liczby 10%/2, 101/4,10/8 .. i kazda inna liczbe sktadal z ich
iloczynu. Feynman pisze, ze przez trzysta lat wszystkie tablice logarytméw przepisywano z tablic
Briggsa, tylko z mniejsza liczbg cyfr. FLP I-22-4

Ta historia bedzie nam towarzyszy¢ przez calg lekcje. Zeby ja zrozumieé, potrzebujemy poteg o
wyktadnikach utamkowych (czes¢ 2), funkcji wyktadniczej (czes$¢ 4) i logarytmu (czes$é 5). Na
koncu zobaczysz, Ze ten sam rachunek prowadzi do liczby e ~ 2,718, podstawy, ktéra sama
pojawia sie w prawach przyrody.

Pytanie na start. Ile wynosi log,, 2, czyli do jakiej potegi trzeba podniesc 10, Zeby dostac 2? Bez
kalkulatora. Odpowiedz (i metoda Briggsa) w czesci 5.

1 Liczby: od liczenia do osi liczhowej

1.1 Kazde dziatanie odwrotne wymaga nowych liczb

Feynman opowiada historie liczb jako ciag rozszerzen. Zaczynamy
od liczb naturalnych N = {0, 1, 2, ...}, ktérymi liczymy. Dodawanie
i mnozenie zawsze daja liczbe naturalng. Dzialania odwrotne juz nie:

3 — 5 nie ma wyniku ws$rod liczb naturalnych. Zamiast sie poddad,
dopisujemy nowe liczby tak, zeby stare reguly rachunku dalej

obowigzywatly. Feynman nazywa to ,,abstrakcjq i uogélnieniem”. ~ o
FLP I-22-2, I-22-3

* Odejmowanie wymusza liczby catkowite Z: dochodza —1, -2, ...

* Dzielenie wymusza liczby wymierne Q, czyli utamki p/q z catkowitymi p, g i ¢ # 0.

* Pierwiastkowanie wymusza liczby niewymierne: v/2 nie jest zadnym ulamkiem.
Niewymierne sa tez liczby, ktére nie sg pierwiastkami, np. 7 i e. Razem z wymiernymi
tworza liczby rzeczywiste R.

¢ Pierwiastek z liczby ujemnej wymusza liczby zespolone. Wrécimy do nich w lekcji 1.7
Liczby zespolone i fazory.

Za kazdym razem nowe liczby musza spelniaé te same reguty: przemiennos$¢, tacznosé,
rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania. To wlasnie reguly, a nie obrazek ,,dodawania
jabtek”, méwia nam, co znaczy (—2) - (—3) albo 273. Te sama my$l wykorzystamy przy potegach.
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1.2 Dlaczego V2 nie jest utamkiem

Przypusémy, ze v/2 = p/q, gdzie utamek jest skrécony, czyli p i ¢ nie maja wspdlnego dzielnika.
Wtedy p? = 2¢%, wiec p? jest parzyste, a zatem p tez (kwadrat liczby nieparzystej jest nieparzysty).
Piszemy p = 2m i dostajemy 4m? = 2¢2, czyli ¢° = 2m?. Teraz q tez jest parzyste. Utamek dat sie
wiec skrécié przez 2, whrew zalozeniu. Sprzecznos¢ oznacza, ze v/2 nie jest ilorazem liczb
catkowitych.

W praktyce liczby niewymierne poznajemy przez przyblizenia: 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142... Kazde
przyblizenie jest utamkiem, a kolejne sa coraz blizej v/2. Feynman podkresla, ze $ciste
zdefiniowanie takiej ,,granicy przyblizen” to najtrudniejszy krok w calym ciagu rozszerzen. Nam
wystarczy obraz: liczby rzeczywiste wypelniaja o$ liczbowa bez dziur. FLP I-22-3

1.3 Przedziaty

Zbiory liczb rzeczywistych zapisujemy jako przedziaty. Nawias kwadratowy oznacza, ze koniec
nalezy do przedziatu, okragly, ze nie nalezy:

[a; b) ={z: a <z <b}, (a; ) ={x: a<z <b}.

Przedzial moze by¢ nieograniczony: [a; 0o) to wszystkie z > a. Symbol oo nie jest liczba, wiec
przy nim zawsze stoi nawias okragly. W polskim zapisie konce oddziela $rednik, bo przecinek jest
separatorem dziesietnym: [0,5; 2]. W tekstach angielskich pisze sie [0.5, 2].

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 15 min

1 Ktére z liczb sa wymierne: 0,125; 1/9; v/8; 0,333.. ; m; 32

2  Zamien na utamki zwykte: 0,1666 . .. oraz 0,272727 . ..

3 Pokaz,zel++/2 jestliczba niewymierna.

moo podstawowe mmo Srednie maa feynmanowskie

2 Potegi, pierwiastki i notacja wyktadnicza

2.1 Reguty potegowania

Dla naturalnego n potega to mnozenie powtdérzone n razy: a" = a - a- - - a. Z tej definicji wynikaja
trzy reguly, z ktorych korzystamy bez przerwy: FLP I-22-1 (wzory 22.1)
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~ N
fs REGULY POTEG

am . an — am+n, (am)n — amn, (ab)n — anbn.

Pierwsza méwi: mnozenie poteg o tej samej podstawie to dodawanie wyktadnikow.
To z niej wyro$nie logarytm.
N J

2.2 Wyktadnik zero, ujemny i utamkowy

Co znaczy 2° albo 2732 Nie da sie pomnozyé dwoéjki przez siebie ,,minus trzy razy”. Postepujemy
tak jak Feynman przy liczbach ujemnych: zadamy, zeby reguta a™a™ = o™ obowiazywata dalej, i
sprawdzamy, co z tego wynika. FLP I-22-3

e ' a"=a"" =0a",wieca’ =1 (dlaa # 0).
1
e " a"=a’=1,wieca " = —.
an
o a'/?.a'? = a', wiec a'/? to liczba, ktéra pomnozona przez siebie daje a. Takie liczby sa

dwie, 4++/a; wybieramy dodatnia, zeby potega dodatniej podstawy byta dodatnia. Ogdlnie
al/" = {/a oraz aP/1 = V/ap.

Nic tu nie jest umowg wymys$lona dla wygody. Poza wyborem znaku pierwiastka kazda z tych
réwnosci jest jedyna mozliwoscia, jesli reguty maja dalej dziataé. Dla wyktadnikow
niewymiernych, np. 10v2, bierzemy coraz lepsze przyblizenia wykladnika: 1014, 10141, 101414,
wyniki zblizaja sie do jednej liczby. FLP I-22-4

4 )
A PULAPKA
Potega sumy to nie suma poteg: (a + b)? = a® + 2ab + b # a* + b*. Tak samo
Va+b#./a+vVbnp. v/9+16 =5,a+/9 + /16 = 7. Reguly poteg dotycza
iloczynéw. Druga pulapka: va? = |a/, a nie a. Dla @ = —3 mamy v/9 = 3.

- J

W calym kursie potegi o wykladnikach niecatkowitych bierzemy tylko z dodatniej podstawy. Dla

1/2

a < 0 wyrazenie a™/“ nie jest liczba rzeczywista, a al? bywa definiowane réznie w réznych

programach, wiec pierwiastek z liczby ujemnej piszemy wprost, np. v/ —8 = —2.
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Przyktad 2.1

Rachunek na wyktadnikach
(a® )"
Oblicz bez kalkulatora 8%/% oraz o dlaa,b > 0.

1 823 = (81/3)2 = 22 = 4. Kolejno$¢ jest dowolna: (82)1/3

najpierw daje mniejsze liczby.

= 641/3 = 4, ale pierwiastek

2 Licznik: (a%2)" = a%b4,

3 Dzielenie to odejmowanie wykltadnikéw (a™/a"™ = a™ ™, bo1/a" = a™"):
Q511 — 423

2
[ Wynik: 8%/% = 4, a wyrazenie jest réwne 2—3. }
. . . (8/4)* 4 1 . .
Sprawdzenie: dla a = b = 2 wyrazenie wyjSciowe to 16/2 =3= 3 a wynik daje

4 1
3= 3 v. Sprawdzenie z b = 1 nie wykryloby btedu w wyktadniku b.

2.3 Notacja wyktadnicza

Fizyka siega od rozmiaru jadra atomu (10~ '® m) po rozmiar obserwowalnego Wszechéwiata (10
m). Takie liczby zapisujemy jako m - 10¥, gdzie 1 < m < 10 (to tzw. mantysa) i k jest catkowite:

299792458 m/s ~ 3,00 - 10® m/s, 0,00000052m = 5,2 - 1077 m.

Mnozenie liczb w tej postaci to mnozenie mantys i dodawanie wykladnikéw, doktadnie wedtug
reguty 107 - 107 = 10P"4. Dlatego rzad wielkosci wyniku, czyli wyktadnik k, zwykle wida¢ od razu.
Przedrostki jednostek to skréty poteg dziesieciu:

przedrostek znak mnoznik przedrostek znak mnoznik
kilo k 103 mili m 103
mega M 106 mikro M 106
giga G 10° nano n 1077
tera T 1012 piko P 10712
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Przyktad 2.2
Ile sekund ma rok?

Policz liczbe sekund w roku (365,25 doby) i poréwnaj z tatwq do zapamietania liczbg - 107. Ile
metrow ma rok swietlny?

1 365,25 -24 - 3600 = 365,25 - 86 400 = 31557600 s ~ 3,156 - 107 s.
2 7-107 ~ 3,142 - 10". Réznica wynosi ok. 0,45%.

3 Rok éwietlny to droga $wiatta w ciaggu roku: 3,00 - 10% - 3,156 - 107 = 9,47 - 1015 m.
Mantysy mnozymy (3,00 - 3,156 = 9,47), wykltadniki dodajemy (8 + 7 = 15).

[ Wynik: rok ~ 3,16 - 107 s ~ 7 - 107 s; rok $wietlny ~ 9,5 - 10 m. ]

Sprawdzenie: z doktadna predkoscia Swiatta 2,998 - 108 m/s wychodzi 9,461 - 10 m,
zgodnie z warto$cia w tablicach v.

/. ZADANIA - CZESC 2 6 zadan - ok. 35 min
1 Oblicz bez kalkulatora: 163/4,27-2/3 273 . 41/2 /50 - /2.

212 43

Je 0: ——.
- Upros¢dlaz,y > (a; y2)3/2

3 Korzystajac tylko z reguly a™a™ = ™", uzasadnij, ze a*? = av/a dla a > 0.

4 MasaZiemi to 5,97 - 10?4 kg, a jej $redni promieni 6,37 - 10° m. Oblicz objeto$¢ Ziemi (jak

e kuli, V = %71'7'3) ijej srednig gestos¢. Poréwnaj z gestoscia skat na powierzchni, ok.

2,7 g/cm3. Co z tego wynika?

5 Dysk opisany jako ,,1 TB” ma 10'? bajtéw. System operacyjny czesto liczy w potegach
e dwdjki: 1 TiB = 2%° bajtéw. O ile procent 240 jest wieksze od 10'?? Uzyj 2!° = 1024.

6 Oszacuj, ile razy uderzy serce w ciagu 80-letniego Zycia przy $rednim tetnie 70 na
== minute. Podaj wynik w notacji wykladniczej z jedna cyfra znaczaca.

moo podstawowe mmo Srednie sas feynmanowskie
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3 Funkcja, prosta i parabola

3.1 Co to jest funkcja

Funkcja f przyporzadkowuje kazdemu argumentowi x z pewnego zbioru, zwanego dziedzina,
dokladnie jedna warto$¢ f(x). Zbiér wszystkich wartosci to zbiér wartosci funkcji. W fizyce
argumentem jest najczesciej czas: potozenie z(t), temperatura T'(t), napiecie U(t). Wazne jest
stowo ,,dokladnie jedng”: w danej chwili ciato jest w jednym miejscu.

Wykres funkcji to zbidr punktéw (z; f(z)) na plaszczyznie. Prosta pionowa przecina wykres
funkcji najwyzej raz. Okrag z2 + y? = 1 nie jest wiec wykresem funkcji y(z), ale jego gérna
potéwka y = V1 — z? juz tak.

Jesli wzér funkcji nie méwi inaczej, za dziedzine bierzemy wszystkie z, dla ktérych wzér ma sens.
Szukamy trzech przeszkod: dzielenia przez zero, pierwiastka parzystego stopnia z liczby ujemnej
ilogarytmu z liczby niedodatniej (czes¢ 5).

3.2 Funkcja liniowa: state tempo zmian

Funkcja liniowa f(z) = az + b ma wykres w postaci prostej. Wspélczynnik b = f(0) to wartosé
poczatkowa, a a to nachylenie: o tyle rosnie f, gdy « ro$nie o 1. Z dwdch punktdéw prostej:

_ f(@2) — f(z1)
Ty — T

W fizyce funkcja liniowa oznacza state tempo zmian. Predko$¢ w ruchu jednostajnie
przyspieszonym, v(t) = vy + at, ro$nie o a w kazdej sekundzie. Przeliczanie skal temperatury,
tr = 1,8tc + 32, to tez funkcja liniowa. Nachylenie 1,8 méwi, Ze stopien Celsjusza jest 1,8 razy
swiekszy” od stopnia Fahrenheita. Obie skale pokazuja to samo przy to = —40, bo 1,8 - (—40) +
32 = —40. W lekcji 1.3 Pochodne nachylenie stanie sie pochodng: tempem zmian funkcji, ktéra
nie jest prosta.

3.3 Funkcja kwadratowa i postac kanoniczna

Funkcja kwadratowa f(z) = az® + bz + cza # 0 ma wykres w
postaci paraboli: ramiona w gére dlaa > 0, w d6t dla a < 0. Najwiecej
mowi o niej posta¢ kanoniczna, ktéra dostajemy przez uzupelnienie

do pelnego kwadratu:

b ’ *

b\> b?
2 - _ 2

2a 4a

Wierzchotek paraboli lezy w punkcie (p; q). Kwadrat (z — p)? nigdy nie jest ujemny, wiec dla a >
0 najmniejsza warto$¢ funkcji to g, a dla a < 0 najwieksza. Miejsca zerowe paraboli, czyli
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rozwigzania réwnania kwadratowego, omawia lekcja 0.2 Réwnania, nieréwnosci, wielomiany i
utamki proste.

Przyktad 3.1
Jak wysoko doleci pitka?

Pitke wyrzucono pionowo w gore z wysokosci 1,5 m z predkosciq 12 m/s. Jej wysokosc to h(t) =
1,54+ 12t — "ZZtQ, gdzie g = 9,81 m/s% Kiedy pitka jest najwyzej i na jakiej wysokosci?

1 Symbolicznie: h(t) = ho + vot — $t*. Wyciggamy —2
przed wyrazy zt: h = ho — § (t2 — 243115).

2 2
2 Uzupeliamy do kwadratu: t* — 24;’% = (t - Eﬂ) — 3

g
vy/g t
2 2 T .
3 - v g 0o . Wysokos¢ pitki w funkcji czasu:
Stad h(t) = ho + 29 2 (t a 5) - Ostatni wyraz parabola z wierzchotkiem w chwili
nie jest dodatni i znika dla t = vg/g. Vo/g

144
4 Liczby: t* = 12/9,81 ~ 1,22'S, Aypay = 1,5 + 063~ 1,5+ 7,34 = 8,84 m.

[ Wynik: pitka jest najwyzej po t* = vy/g ~ 1,22 s, na wysokosci hy + v3/(2g) ~ 8,84 m. ]

Sprawdzenie: jednostki vZ/g: (m/s)?/(m/s?) = m v. Ten sam wynik daje zasada
zachowania energii: mg (huyax — ho) = 2mu} (zob. Dziat 2: Energia). Wigksze g
oznacza nizszy lot v.

/. ZADANIA - CZESC 3 6 zadan - ok. 40 min
o 1 1
1 Wyznacz dziedziny: f(z) = vz — 3, g(z) = ot h(z) = =
. - -z

2  Prosta przechodzi przez punkty (2; 5) i (6; 13). Podaj jej rownanie.

3 Sprezyna bez obcigzenia ma 12 cm diugosci, a z ciezarkiem 0,5 kg ma 15,5 cm.
e« Zakladajac, ze dlugo$c¢ zalezy od masy liniowo, podaj wzér L(m) i oblicz dlugo$é z
ciezarkiem 1,2 kg. Co oznacza nachylenie?
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4 Sprowadz do postaci kanonicznej f(z) = 222 — 12z + 13. Podaj wierzchotek i
== najmniejsza warto$¢.

5 Droga zatrzymania samochodu to droga przejechana w czasie reakcji kierowcy (1 s) plus
2

droga hamowania z op6znieniem 7 m/s?: s(v) = v-1s+ Oblicz s dla 50 km/h

v
2-7Tm/s?
i 100 km/h. Ile razy wzrosta droga?

6 Masz 40 m siatki na ogrodzenie prostokatnej dzialki. Jaki prostokat ma najwieksze pole?
=== Wyraz pole przez dlugos¢ jednego boku z i uzyj postaci kanonicznej.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

4 Funkcja wyktadniczai liczba e

4.1 Wzrost o staty czynnik
Funkcja liniowa w réwnych odstepach czasu dodaje te sama wielkos¢. Funkcja wyktadnicza
mnogzy przez ten sam czynnik:

f&)=fo-b',  b>0.

Dla b > 1 to wzrost wykladniczy, dla 0 < b < 1 zanik wykladniczy. Bakterie dzielace sie co 20
minut po 4 godzinach (12 podziatéw) sa 22 = 4096 razy liczniejsze. Izotop o czasie potowicznego
rozpadu 7" po czasie t ma (%)t/ T poczatkowej liczby jader. Kondensator roztadowujacy sie przez
opornik ma napiecie, ktére w kazdej milisekundzie spada o ten sam procent.

Wzrost wykladniczy zawsze w koncu wyprzedza kazda potege t", nawet przy wolnym starcie. To
dlatego epidemie, reakcje tancuchowe i procent sktadany zaskakuja ludzi mys$lacych liniowo.

4.2 Procent sktadany i liczba e

Lokata z oprocentowaniem 100% rocznie zamienia 1 zt w 2 zt. A gdyby odsetki dopisywac co pét
roku, po 50%? Po roku mamy 1,5? = 2,25 zi. Co miesigc: (1 + 11—2)12 ~ 2,613. Codziennie:

(1+ %5)365 ~ 2,7146. Wynik ro$nie, ale coraz wolniej i zbliza sie do granicy:

n—oo

1 n
e = lim <1+—> — 2,718 2818...
n

To jedna z dwoéch drég do liczby e. Druga pokazuje Feynman i jest dla fizyka wazniejsza.

0.1 - Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne 10/29



4.3 Podstawa, przy ktorej b* ~ 1 + ¢

Podnie$my dowolng podstawe b do bardzo malej potegi €. Wynik jest bliski 1, bo ° = 1. Ile
doktadnie? Dla b = 10 Feynman odczytal to ze swojej tabeli pierwiastkow (czesé 5). Dostat

wspoélczynnik 2,3025 i dodat, ze dokladna wartosé to 2,3026:  FLP I-22-4

10° ~ 1+ 2,3026 ¢ dla matych e.

Na wykresie wspotczynnik przy e to nachylenie stycznej w punkcie x = 0, czyli prostej, ktéra w

tym punkcie najlepiej przylega do wykresu (dokladnie zdefiniujemy ja w lekcji 1.3 Pochodne). Dla
podstawy 2 wspoétczynnik wynosi ok. 0,693, dla podstawy 3 ok. 1,099. Rosnie razem z podstawa,

wiec jest taka podstawa, dla ktérej wspdiczynnik jest rowny doktadnie 1. To wiasnie e:

~ )
58 LICZBAE
e ~1+¢ dlamatyche, e~ 2,71828.
Na wykresie: styczna do y = e” w punkcie £ = 0 ma nachylenie dokladnie 1. Dla
innej podstawy nachylenie w zerze wynosi In b (czes¢ 5).
- J

Dlaczego to wazne? W lekcji 1.3 Pochodne zobaczysz, ze wtedy funkcja e” jest swoja wiasna
pochodna: tempo wzrostu jest rowne aktualnej wartosci. Stad w kazdym procesie, w ktéorym

tempo zmian jest proporcjonalne do aktualnej wartoéci, pojawia sie !/ albo e~*/": w rozpadzie

promieniotwoérczym, przy roztadowaniu kondensatora, a przy stygnieciu herbaty dla réznicy

temperatur herbaty i otoczenia. Dlatego w prawach przyrody pojawia sie e, a nie 10 czy 2. Funkcje

e’ zapisuje sie tez jako exp z.
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SYMULACJA 1 Funkcja b” i jej styczna w zerze. Zmieniaj podstawe b i obserwuj
nachylenie stycznej. Przy b = e ~ 2,718 styczna to dokladnie y = 1 + z. Gdy o$ pionowa
ma skale logarytmiczng (cze$¢ 5), wykres funkcji wykladniczej jest prosta.

nachyleniew0=Ilnb=0,693
6
4
2
O —’ -

- - 5 ! - :

X
— y=b* = =stycznawx=0 ==y=1+x

b 2,000 In b (nachylenie w x =0) 0,693 czas podwojenia 1,00

Stan na rysunku: b = 2,000, 1In b = 0,693. Dla b = e styczna w zerze to y = 1 + Xx.

/. ZADANIA - CZESC 4 5 zadan - ok. 35 min

1  Kultura bakterii podwaja sie co 20 minut. Ile razy liczniejsza jest po 4 godzinach? A po 1
= godzinie i 40 minutach?

2 Oblicz (1+ %)" dlan = 10in = 1000. Ile cyfr po przecinku zgadza si¢ z e?

3 Lokata ma oprocentowanie 5% rocznie. Ile razy wzrosnie kapitat po 10 latach przy
== kapitalizacji rocznej, miesiecznej i ciagtej (czynnik e®0%)?

4 ,Regula 70”: przy wzroscie o p% rocznie wielko$¢ podwaja sie po ok. 70/p latach.
== Sprawdzja dla p = 7, liczac dokladnie n z warunku 1,07" = 2 (po przeczytaniu czesci 5)
albo prébujac kolejne n.
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10° —1 €—1
5  Policz kalkulatorem 5 oraz c - dlae = 0,1; 0,01; 0,001. Do czego daza? Porownaj

z liczba 2,3025 z tabeli Feynmana.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

5 Logarytm

5.1 Drugie dziatanie odwrotne do potegowania

Potegowanie ma dwa dziatania odwrotne, bo b* i a’ to zwykle rézne liczby. Feynman zwraca na to
uwage: pytanie ,jaka liczba podniesiona do trzeciej potegi daje 82” prowadzi do pierwiastka, a
pytanie ,,do jakiej potegi podnies¢ 2, zeby dostac¢ 82” do logarytmu. FLP I-22-2

e N
58 DEFINICJA LOGARYTMU

logse=a <= b =c, b>0,b#1,c>0.

Logarytm dziesietny piszemy log x (bez podstawy), logarytm naturalny o podstawie
e to Inz, a logarytm dwoéjkowy w informatyce log, x.

& J

Logarytm istnieje tylko dla ¢ > 0, bo dodatnia podstawa w dowolnej g2 g2

potedze daje liczbe dodatnia. Przyktady: log, 32 = 5, log 0,001 = —3, | N Y

Ine* = 4, log, 1 = 0 dla kazdej podstawy. N
2-3=6

Kazda regula poteg ma swoja wersje dla logarytméw:

~ )
58 REGULY LOGARYTMOW

log, (zy) = log, x + log, v, logb§ = log, x — logy v, log, (") = rlogyz  (z, y > 0).

log, =

log, z = (zmiana podstawy).

logy a
& J

Pierwsza regula to b™b" = b czytana od tytu. Zmiana podstawy moéwi, ze logarytmy przy
réznych podstawach réznia sie tylko statym czynnikiem. Feynman ujmuje to tak: dowolna tablice
logarytméw dostaje sie z innej, mnozac wszystkie liczby przez jedna stalg. Na przyktad Inz =
2,302585 - logx. FLP I-22-4
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5.2 Metoda Briggsa

Wracamy do pytania z prologu. Briggs wyciagat kolejne pierwiastki kwadratowe z 10:

k wyktadnik s = 1/2*
1 1/2

2 1/4

3 1/8

4 1/16

5 1/32

6 1/64

7 1/128
8 1/256
9 1/512
10 1/1024

10°

3,162278
1,778 279
1,333521
1,154 782
1,074 608
1,036 633
1,018 152
1,009 035
1,004 507

1,002 251

10° -1

S

4,325
3,113
2,668
2,477
2,387
2,345
2,323
2,313
2,308

2,305

Zeby znalez¢ log 2, dzielimy 2 przez najwiekszy czynnik z tabeli, ktéry sie miesci, potem reszte

przez nastepny, ktory sie miesci, i tak dalej. Kazde dzielenie przez 10° dodaje s do logarytmu.

Zostaje reszta bliska 1. Dla niej korzystamy z ostatniej kolumny: kolejne liczby r6znig sie o 0,021;
0,010; 0,005; 0,003, czyli réZznice maleja mniej wiecej o polowe. Dalsze wyrazy zmniejszylyby wiec
ostatnig liczbe jeszcze o ok. tyle, ile wynosi ostatnia réznica, i kolumna zbiega do ok. 2,3026. Stad

10° ~ 1 + 2,3026 ¢, wiec € ~ (reszta — 1)/2,3026.

0.1 - Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne
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Przyktad 5.1
log 2
recznie
Znajdz log,, 2 metodq Briggsa z tabeli powyzej.
1 10Y/2 = 3,16 jest za duze. Miesci sie 10/4: 2/1,778 279 = 1,124 683. Logarytm > 1,
2 10%8110Y1 sg za duze. Miesci sie 10/%2: 1,124 683/1,074 608 = 1,046 598.

3 Miesci sie 101/64: 1,046 598 /1,036 633 = 1,009 613. Potem 10/2%: 1,009 613 /1,009 035 =
1,000 573.

4 Sumawyktadnikéw: + + L + L 4 ;L = 38 — 0,300 781.

5 Reszta 1,000573: ¢ ~ 0,000573/2,3026 = 0,000 249.

[ Wynik: log 2 ~ 0,300 781 +- 0,000 249 = 0,301 030. ]

Sprawdzenie: kalkulator daje log 2 = 0,301 030 0, zgodnie na sze$ciu miejscach v.
Feynman dostat ta samg droga 0,30103, zgodnie na pieciu cyfrach, z tymi samymi
czynnikami. | FLP I-22-4, tabela 22-2
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SYMULACJA 2  Metoda Briggsa. Wybierz liczbe ci liczbe pierwiastkow w tabeli. Stupki
pokazuja, z jakich poteg 10"/ 2" sklada sie c. Bez poprawki dla reszty wynik jest dokladny
do 1/2", gdzie n to liczba pierwiastkéw w tabeli, z poprawka 10° ~ 1 + 2,3026 € duzo
lepie;j.

wyktadnik: log,o € .

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
107(1/2) 107 (1/4) v 107(1/8) 107(1/16) 107(1/32) v 107(1/64) v
3,162278 1,778279 1,333521 1,154782 1,074608 1,036633
10~(1/128) 107(1/256) v 10~(1/512) 104(1/1024)

1,018152 1,009035 1,004507 1,002251
— czynniki 10°(1/2%) —— poprawka dlareszty = = log,o c doktadnie

c 2,00 suma wyktadnikow 0,300781 reszta 1,000573
poprawka (reszta - 1)/2,3026 0,000249 logio ¢ (Briggs) 0,301030

log,o ¢ (doktadnie) 0,301030 btad < 0,0000005

Stan na rysunku: c = 2,00, n = 10; uzyte czynniki 107 (1/2%) dla k = 2; 5; 6; 8; logie
c = 0,301030 (doktadnie 0,301030).

Feynman zauwaza przy tym cos$ wiecej. Liczby w ostatniej kolumnie tabeli zblizaja sie do stalej,
ktéra on oszacowal na 2,3025 (doktadnie 2,3026). Gdyby logarytmy mierzy¢ nie w ,,potegach
dziesiatki”, lecz w jednostkach 2,3026 razy mniejszych, to dla matych wykladnikéw byltoby po
prostu ef ~ 1 + ¢. Tak wybrana podstawa to e = 101/23026 — 1004343 ~ 2,718. Feynman pisze, Ze
podstawa 10 bierze sie tylko z liczby palcéw u ludzi, a e jest podstawa ,,naturalna”, niezwiazana z
nasza anatomiag. FLP I-22-4

Teraz mozemy tez dopowiedzie¢ zdanie z czesci 4.3. Kazda podstawe da sie zapisac jako potege e:
b= et Wtedy b° = e ~ 1 + ¢ In b. Wspotczynnik przy e to wiec Inb: dlab = 10 jest to In 10 ~
2,3026, dla b = 2 jesttoIln2 ~ 0,693.

5.3 Logarytmy w fizyce i technice
Logarytm pojawia sie wszedzie tam, gdzie wielkos¢ zmienia sie o wiele rzedéw wielkosci albo

gdzie pytamy o czas w procesie wykladniczym.

I
* Decybele. Poziom natezenia dzwieku L = 10log A dB. Dziesieciokrotny wzrost natezenia to
0

+10 dB, dwukrotny to 43 dB.
* pH = —log[H"]|, gdzie stezenie joné6w wodorowych podaje sie w mol/l.
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N,
* Czas w procesie wyktadniczym. Z réwnania N, (%)t/ " = N dostajemy ¢ = T'log, WO° Dla

U="Upe /" mamyt=Tln %.

e Liczba cyfr. Liczba caltkowita N > 1 ma |log N| + 1 cyfr, gdzie | | to cze$¢ catkowita. 2100
ma |100 - 0,30103] + 1 = 31 cyfr.

Przyktad 5.2
Roztadowanie kondensatora

Kondensator roztadowuje sie przez opornik: U (t) = Use /7, gdzie stata czasowa T = RC = 2 ms.
Po jakim czasie napiecie spadnie do 10%, a po jakim do 1% wartosci poczqtkowej?

1 Warunek U = 0,1Up: e ¥/ = 0,1. Logarytmujemy obie strony: —t/7 = In0,1 = — In 10.
2ty =7In10 ~ 2,303 7 = 4,61 ms.

3 Dla1%:t;% = 7In100 = 27In10 ~ 4,605 7 = 9,21 ms.

[ Wynik: 10% po ok. 4,6 ms, 1% po ok. 9,2 ms. j

Sprawdzenie: spadek do 1% to dwa spadki po 10 razy, wiec czas jest dwa razy
dtuzszy v. W czasie T napiecie spadado 1/e ~ 37%, aln 10 ~ 2,3 to ta sama liczba,
ktéra Feynman znalazl w tabeli pierwiastkow.

/. ZADANIA - CZESC 5 7 zadan - ok. 45 min

1 Oblicz: log, 32, log 0,001, In €%, log, 3, log; 1.

2  Wiedzac, ze log 2 ~ 0,30103 i log 3 ~ 0,47712, oblicz log 6, log 5, log 1,5, log 8.

3 Dwa jednakowe glosniki grajg razem. O ile decybeli wzrasta poziom dzwieku w
== pordéwnaniu z jednym? Ile razy wzrasta natezenie, gdy poziom rosnie o 25 dB?

4  Izotop ma czas potowicznego rozpadu 8 dni. Jaka czes¢ jader zostaje po 30 dniach? Po ilu
== dniach zostaje 0,1%?

5 Oblicz log, 10 ze wzoru na zmiane podstawy. Ile bitéw potrzeba, Zeby zapisac liczbe
== milion?
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6 Ile cyfr maliczba 32" i jaka jest jej pierwsza cyfra? Uzyj log 3 ~ 0,477121.

7  Metoda Briggsa z tabeli w czesci 5.2 znajdz log 3. Ktére pierwiastki z 10 wchodza do
== jloczynu?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

6 Ztozenie i funkcja odwrotna

6.1 Ztozenie funkcji

Plama oleju na wodzie ma promien rosnacy z czasem: r(t) = 0,5¢ (m, s). Pole kota to A(r) = mr.

Pole plamy w chwili ¢ dostajemy, wstawiajac jedna funkcje do drugiej:
A(r(t)) = (0,5t)? = 0,25mt%.
To zlozenie funkcji, zapisywane (f o g)(z) = f(g(z)): najpierw dziala g, potem f. Kolejnos¢ ma

znaczenie. Dla f(z) = 22ig(z) = z + 1 mamy f(g(z)) = (z + 1)?, ale g(f(z)) = ? + 1. W lekcji 1.3
Pochodne zlozZenie da regute tanicuchowa, jedna z najczesciej uzywanych regut w fizyce.

6.2 Funkcja odwrotna

Funkcja odwrotna f! ,cofa” dziatanie f:jesliy = f(z),toz = f (). e L
Przeliczenie Fahrenheita na Celsjusza jest odwrotne do przeliczenia /

Celsjusza na Fahrenheita: z tp = 1,8 t¢ + 32 wyznaczamy tc = (tp —

32)/1,8. Logarytm log, jest odwrotny do b%, a In do e*: _///

et =z (z >0), Ine® = z.

Funkcja ma odwrotna tylko wtedy, gdy réznym argumentom przypisuje rézne wartosci (jest
réznowarto$ciowa). Funkcja x? na catej osi tego warunku nie spetnia, bo (—3)% = 32.
Ograniczamy wiec dziedzine do z > 0 i wtedy odwrotna jest y/z. Tak samo powstana funkcje
cyklometryczne, np. arcsin, w lekcji 0.3 Trygonometria i funkcje hiperboliczne.

Wykres funkcji odwrotnej to odbicie wykresu f wzgledem prostej y = z, bo punkt (a; b) zamienia
sie w punkt (b; a). Wykres In z to odbity wykres e®.
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SYMULACJA 3  Funkcjaijej odwrotna. Punkt (zo; f(zo)) na wykresie f ijego odbicie
(f(zg); zo) na wykresie f~! lezg symetrycznie wzgledem prostej y = z. Wybierz pare

funkcji i przesuwaj z.

(0,50;1,65)

(1,65;0,50)

A
2
B —————
-2
s
rd
s
’
4
rd
s
7
4
4
s
s
-4 //
7
’
-4
—y=f) —y=f10) =-y=x

f(x) e f2(x) In x Xo 0,50

Stan na rysunku: f(x) = ex, £-*(x) = 1n x, xo = 0,50, f(xe) = 1,649.
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Przyktad 6.1
Odwracanie wzoru krok po kroku
Znajdz funkcje odwrotng do f(z) = 2°! + 3 i jej dziedzine.
1 Piszemyy = 227! + 3iwyznaczamy z. Najpierw y — 3 = 2°~1,
2 Logarytmujemy przy podstawie 2: z — 1 = log,(y — 3), wiec z = log,(y — 3) + 1.

3 Zamieniamy nazwy zmiennych: f ' (z) = log,(z — 3) + 1. Dziedzina: = > 3, bo tylko
takie wartosci przyjmuje f.

[ Wynik: f~1(z) = log,(z — 3) + 1dlaz > 3. j

Sprawdzenie: f(3) =22 +3 =71 f }(7) = log,4 + 1 = 3 v. Dziedzina f ! to zbidr
wartosci f, a zbiér wartoéci £ ! to dziedzina f.

/. ZADANIA - CZESC 6 5 zadan - ok. 30 min

1 Znajdz funkcje odwrotna do f(z) = 3z — 2. Sprawdz, ze f(f '(z)) = =.

2 Dla f(z) = 2% i g(z) = 2z + 1 oblicz f(g(2)), g(f(2)) oraz wzér f(g(x)).

3 Zapisz h(z) = v/1 + x2 jako zlozenie dwdch prostszych funkcji. Czy rozktad jest
== jednoznaczny?

4  Wryjasénij, dlaczego f(z) = z? — 4z nie ma funkcji odwrotnej na calej osi. Na jakim
==  mozliwie duzym przedziale zawierajacym z = 5 jag ma?

2 1
5 Znajdz funkcje odwrotna do f(z) = vt

anp w_l

dla z # 1. Jaka jest jej dziedzina?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

7 Przeksztatcenia wykresu

Wiekszos¢ funkcji w fizyce to kilka podstawowych ksztaltéw, przesunietych i rozciagnietych.
Wystarczy rozpoznaé, co zrobiono z wykresem y = f(z):
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wzor co sie dzieje z wykresem

f(z) + przesuniecie o c w gore

c

flx— przesuniecie o h w prawo (znak minus!)

h)

A f(z) rozciagniecie w pionie |A| razy; dla A <0 takze odbicie wzgledem
osi =z

f(kz) $ciéniecie w poziomie |k| razy (dla |k| <1 rozciagniecie); dla k<0

takze odbicie wzgledem osi y

Przesuniecie w prawo zapisuje sie minusem, co na poczatku myli. Logika jest taka: wykres f(z —
h) w punkcie z = h ma warto$¢ f(0), czyli to, co pierwotny wykres mial w zerze, jest teraz w h.
Tak samo w f(kx) warto$¢ f(1) pojawia sie juzw z = 1/k.

Ogolny przypadek y = A f(k(z — h)) + c czytamy od $rodka: przesuwamy o h, $ciskamy k razy
wokot x = h, rozciggamy A razy, podnosimy o c.
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SYMULACIA 4  Przeksztalcenia wykresuy = A f(k(z — h)) + c. Wykres przerywany to f
bez zmian. Zmieniaj po jednym parametrze i sprawdz, czy wykres porusza sie tak, jak
przewiduje tabela.

4
2
0]
-2
-4

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
X
==y=f(x) = y=A-f(k(x-h))+c = punktcharakterystyczny

wzory = (x - 2,0)2 + 1,0 punkt (1; 1) przechodziw (3,00; 2,00)

Stan na rysunku: f(x) = x?, A=1,0, k=1,0, h=2,0, ¢c=1,0; yv=(x-2,02+1,0.
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Przyktad 7.1
Stygnaca kawa

Kawa o temperaturze 80 °C stygnie w pokoju o temperaturze 20 °C. Jej temperatura to T'(t) = 20 +
60 e /" z 7 = 10 min. Opisz wykres jako przeksztatcenie e i oblicz, kiedy kawa ma 40 °C.

1 Zaczynamy od e *: dla z > 0 maleje od 1 do 0. Wstawiamy = = t/7, czyli rozciagamy
wykres w poziomie 10 razy (k = 1/7).

2  Mnozymy przez 60: rozciagniecie w pionie (réznica temperatur na starcie). Dodajemy
20: przesuniecie w gore do temperatury pokoju, do ktorej krzywa dazy.

3 Warunek 40 = 20 + 60e*/" daje e /7 = 3, czylit = 7In3 ~ 10,99 min.

{ Wynik: kawa ma 40 °C po ok. 11 minutach. }

Sprawdzenie: T'(0) = 80°C v, T — 20°Cdlat — oo v. Po czasie 7 r6znica
temperatur spada do 1/e ~ 37%, czyli z 60 do 22 K, a do 20 K (temperatura 40 °C)
spada odrobine poézniej, po 1,17 v.

/. ZADANIA - CZESC 7 4 zadania - ok. 25 min

1 Opisz, jak powstaje wykres y = (z — 2)? + 3 z wykresu y = z°. Gdzie jest wierzchotek?

2 Parabole y = z? przesunieto o 1 w lewo, rozciggnieto 2 razy w pionie i odbito wzgledem
== 0osiz. Podaj wzor.

3 Dlakawy z przykladu 7.1 oblicz, kiedy bedzie miata 25 °C. Ile czasu zajmuje ostatnie 5
e stopni (z 25 do 20 °C)?

4  Czy wykresy = f(2z — 6) jest przesuniety wzgledem y = f(2z) o0 6 czy o 3 w prawo?
== Uzasadnij.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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g Btedne intuicje

X

s(a+b)?=a>+b%ava+b= /a+Vb”
Reguty poteg dotycza iloczynéw, nie sum. (3 + 4)? = 49, a 32 + 42 = 25 (czeéé 2.2).

x r?=z”

Va? = |z|. Pierwiastek kwadratowy z definicji nie jest ujemny.

x ,log(a+b) =loga + logbd.”

Logarytm zamienia iloczyn w sume: log(ab) = log a + log b. Dla sumy nie ma prostego
wzoru.

x ,273 to liczba ujemna.”

Ujemny wykladnik oznacza odwrotno$é: 273 = % > 0. Funkcja wykladnicza o dodatniej
podstawie nigdy nie jest ujemna.

x ,f(z — 2) przesuwa wykres w lewo, bo jest minus.”

W prawo. Warto$¢ z punktu 0 pojawia sie teraz w punkcie 2 (czesé 7).

X Fl(z) = ——
O Ry

Funkcja odwrotna to inna funkcja, a nie odwrotnos¢ wartosci. Dla f(z) = 2z mamy
f (=) ==/2,a1/f(z) = 5. Zapis f ' jest niefortunny, ale powszechny.

x  ,Wzrost wyktadniczy to po prostu szybki wzrost.”

To wzrost o staly procent w réwnych odstepach czasu. Na poczatku bywa wolniejszy od
liniowego, ale w koncu wyprzedza kazda potege t" (cze$¢ 4.1).

9 Sprawdz sie

1 Dlaczego a’ = 1, anie 0?

Bo reguta a™a” = a™*" ma dziata¢ dalej: a° - a"® = a", wiec a® musi by¢ rowne 1.
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2 Ile wynosi log 2000, jesli log 2 ~ 0,301?

log(2 - 10%) = 3 + 0,301 = 3,301.

3 Co moéwi nachylenie wykresu funkcji liniowej opisujacej predkos¢ w czasie?

To przyspieszenie: o tyle ro$nie predkos¢ w kazdej sekundzie.

4  Czym wyrodznia sie podstawa e sposrod wszystkich podstaw funkcji
wykladniczej?

Tylko dla niej e ~ 1 + ¢ dla malych ¢, czyli styczna w zerze ma nachylenie 1. Dlatego e”
jest swoja wlasna pochodna.

5 Jak z wykresu e” dosta¢ wykres In z?

Odbi¢ go wzgledem prostej y = .

6 Natezenie dzwieku wzroslo 1000 razy. O ile decybeli wzrdst poziom?

101og 1000 = 30 dB.

7  Wielko$¢ maleje wykladniczo ze stala czasowa 7. Po jakim czasie spada do
10%?

Po7Inl0 ~ 2,3 7.
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10 Karta wzorow i co dalej

4 N
POTEGI I LOGARYTMY FUNKCJE I WYKRESY
a™a® = am+n, (am)n — amn’ (ab)n = a™b" liniowa: y = az + b, @ — Y — Y1
1 T2 — I1
=1 a"=—, a?1=YaP 5 b
a” kwadratowa: y = a(z —p)* +¢q, p= ——,
“ 2a
logyc=a <= b"=c (b>0,b#1, c> wierzchotek (p; q)
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Do przeczytania u Feynmana

* Obowiazkowo: 22-1...22-4 (algebra jako cigg uogolnien, potegi utamkowe, tablice Briggsa i
liczba e).

* Dla chetnych: 22-5...22-6 (liczby zespolone i ,najbardziej niezwykly wzér w matematyce”).
Wrécimy do nich w lekcji 1.7 Liczby zespolone i fazory.

Do przeczytania w podrecznikach matematyki

* K. A. Stroud, Engineering Mathematics: cze$¢ wprowadzajaca (arytmetyka, wyrazenia
algebraiczne, funkcje, funkcja wyktadnicza i logarytmiczna). Bardzo duzo zadan z
odpowiedziami.

* Dowolny podrecznik do matematyki w szkole $redniej na poziomie rozszerzonym:
rozdzialy o potegach, logarytmach i funkcjach.

4 2
Nastepna lekcja to rownania, nierownosci i wielomiany (0.2 Rownania, nierownosci, wielomiany i
utamki proste), w tym miejsca zerowe paraboli, ktorej wierzchotek umiemy juz znalezc. Funkcje
wyktadnicza i logarytmiczna wrdcq w lekcji o pochodnych (1.3 Pochodne), gdzie okaze sig,
dlaczego € jest wyjatkowa, oraz w réwnaniach rézniczkowych (4.1 Rownania rozniczkowe
zwyczajne), gdzie opiszq rozpad, stygniecie i roztadowanie kondensatora.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. Wymierne: 0,125 = %, V9 = 3,0,333... = %, . Niewymierne: V8 =2V2ir.

=

—

2.2 =0,1666...:10z — z = 1,5, wiecz = 12

o=

_ ) _ : _
.y =0,2727...:100y — y = 27, wiecy = 2 = &.

3. Gdyby 1 + +/2 = r bylo wymierne, to v/2 = r — 1 tez byloby wymierne, bo réznica utamkéw jest
utamkiem. To przeczy czesci 1.2.

Zadania - czesc 2

1.16%4 =23 =8; 27723 = ?% = %; 273.2=2; /100 = 10.

|

1
2. Mianownik: #3/2y3. Tloraz: £1/273/2 ¢33 = ¢~ 1 = =,
T
3.3 =1+ 3, wieca®? = a' - a'/? = a\/a. Wyktadnik } to pierwiastek, bo a'/2a/? = a.

4,73 =258-10¥ m?, V ~ 1,08 - 10! m3, gesto$é ~ 5,5 - 10° kg/m? = 5,5 g/cm?®. To dwa razy wiecej niz
skaly powierzchniowe, wiec wnetrze Ziemi musi by¢ duzo gestsze (zelazne jadro).

5. 240 = (210)4 = 1024* = 1,0995 - 10'?, czyli o ok. 10% wiecej. Dlatego dysk ,,1 TB” system pokazuje jako
ok. 0,91 TiB.

6.70-60-24 - 365 - 80 ~ 2,9 - 10%, czyli ok. 3 - 10° uderzen. Rachunek w gtowie: rok ~ 7 - 107 s, wiec 80 lat
~ 2,5-10° s; tetno ~ 1,2 na sekunde daje 3 - 10°.

Zadania - czesc 3

1. frx >3, czyli[3; 00). g: R\ {—2; 2}. h:5 —x > 0, czyli (—oo; 5); zero jest wykluczone, bo
pierwiastek stoi w mianowniku.

13 —
2.a= % =2,b=5-2-2=1,wiecy = 2z + 1. Sprawdzenie: 2-6 +1 =13 v.
. 3,5cm . .
3. Nachylenie 05 ke =7 cm/kg, wiec L = 12 4+ 7m (cm, kg). Dla 1,2 kg: 20,4 cm. Nachylenie to

0,5 kg - 9,81 m/s?
0,035 m

wydluzenie na kilogram, zwiazane ze sztywnoscig sprezyny: k = ~ 140 N/m.

4.2(z* — 6z) + 13 =2 [(z — 3)? — 9] + 13 = 2(z — 3)? — 5. Wierzchotek (3; —5), najmniejsza warto$¢ —5.

5.50 km/h = 13,9 m/s: s = 13,9 4+ 13,8 = 27,7 m. 100 km/h = 27,8 m/s: s ~ 27,8 4+ 55,1 = 82,9 m. Droga
zatrzymania wzrosta prawie trzykrotnie, bo droga hamowania ro$nie z kwadratem predkosci.

6. Drugi bok to 20 — z, pole A(z) = (20 — ) = —(z — 10)? + 100. Najwieksze pole 100 m? daje kwadrat o
boku 10 m.

Zadania - czesc 4
1. 4 h to 12 podwojen: 2'2 = 4096. 100 minut to 5 podwojen: 2° = 32.

2.n =10:2,5937; n = 1000: 2,7169. Przy n = 1000 zgadzajq sie dwie cyfry po przecinku (2,71). Bltad
maleje mniej wiecej jak e/(2n), czyli wolno.
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3. Roczna: 1,050 ~ 1,6289. Miesieczna: (1 + %)120

daje coraz mniejszy zysk dodatkowy.

~ 1,6470. Ciagta: e*® ~ 1,6487. Czestsza kapitalizacja

4.1,07'° ~ 1,967, 1,07*! ~ 2,105. Doktadnie n = ~ 10,24 roku, a reguta daje 10. Liczba 70 bierze

In
In1,07
siez1001n2 ~ 69,3.

5. Dla 10: 2,589; 2,329; 2,305, granica In 10 = 2,302 585. Dla e: 1,0517; 1,0050; 1,0005, granica 1. Feynman,
liczac recznie, dostat 2,3025; poprawna wartos¢ to 2,3026, o czym on sam wspomina.

Zadania - cze$¢ 5
1.5; —3; 4; —2; 0.

2.log 6 = 0,77815; log5 = 1 — 0,30103 = 0,69897; log 1,5 = log3 — log2 = 0,17609; log8 = 3log2 =
0,90309.

3. Natezenie roénie 2 razy: 10log 2 ~ 3,0 dB. Wzrost o 25 dB to natezenie 10%° ~ 316 razy wieksze.

3
4.2730/8 = 9-375 ~ 0,074, czyli ok. 7,4%. Dla 0,1%: ¢ = 8log, 1000 = § - logz ~ 8997~ 79,7 dnia.

1
5.log, 10 = a3 3,32.1og, 10° = 6 - 3,32 ~ 19,9, wiec potrzeba 20 bitéw (220 = 1048 576 > 10°).

og
6.1og 32 = 95,424, wiec 96 cyfr. 10%4** ~ 2,66, wiec liczba zaczyna sie od 2 (doktadnie: 2656. . .).
7.3 =10Y%.10Y% . 10116 . 101/32 . 101/128 . 1,001 287. Wykladniki: 226+128:64:32+8 — (0,476 563, poprawka
0,001 287/2,3026 = 0,000 559. Razem 0,477 122 (doktadnie 0,477 121).
Zadania - czesc 6

x+ 2 T+ 2

3

—2=zxv.

1 fY(z) = (=) =3-

2. f(9(2)) = £(5) = 25; 9(f(2)) = 9(4) =9 f(9(z)) = (22 +1)* = 42° + 4z + 1.

3.Np.h= fogzg(z) =1+ 2?i f(u) = v/u. Rozklad nie jest jednoznaczny: mozna tez wziaé g(z) = z*i

flu) =1+ u.
4. f(z) = (z — 2)® — 4, wiec np. f(0) = f(4) = 0. Na przedziale [2; co) funkcja roénie i jest
réznowarto$ciowa; tam f1(y) = 2 +/y + 4.

z+1
T — 2

Sylz—1)=2z+1=z(y—-2)=y+1= fl(z)=
3

nigdy nie przyjmuje: f(z) =2 + 1

, dziedzina = # 2. Warto$c¢ 2 to ta, ktorej f

Zadania - czesc 7
1. Przesuniecie o 2 w prawo i o 3 w gére. Wierzcholek (2; 3).

2.y = —2(z + 1)2. Kolejnos¢ przesuniecia i rozciagniecia w pionie nie ma tu znaczenia, bo rozciagniecie
odbywa sie wzgledem osi z, a przesuniecie jest poziome.

3.elT = 6—50, t = 7In12 ~ 24,8 min. Ostatnie 5 stopni trwa nieskonczenie diugo: krzywa zbliza sie do 20
°C, ale tej temperatury nie osiaga. W praktyce po kilku 7 réznicy nie da sie zmierzyc¢.
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4.03: f(2x — 6) = f(2(z — 3)). Warto$¢, ktéra f(2z) ma w zo, funkcja f(2z — 6) ma w z + 3. Zanim
odczytasz przesuniecie, wyciagnij wspétczynnik przy x przed nawias.

Matematyka - Liczby, potegi, logarytmy i funkcje elementarne. Zrédta: R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, The Feynman Lectures on Physics, t. 1
(Addison-Wesley 1963; New Millennium Edition 2011), rozdz. 22; K. A. Stroud, Engineering Mathematics. Tabela pierwiastkdw z 10 i wszystkie liczby w
przyktadach policzone na nowo. Cytaty w ttumaczeniu wtasnym.
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