DYNAMIKA LOTU 5

Lot w ptaszczyznie
symetrii: model
podtuzny i pochodne
statecznosci

Statyka z lekcji 4 mowila, w ktdra strone samolot ciggnie po
zaburzeniu. Teraz piszemy réwnania ruchu. Ograniczamy sie do
plaszczyzny symetrii: predkosé, kat natarcia, pochylenie i
predkosé pochylania. Najpierw szukamy stanu réwnowagi
(trymu) metoda Newtona, potem linearyzujemy wokot niego i
dostajemy uktad czterech rownan liniowych, x = Ax + Bu.
Wspotczynniki macierzy A to pochodne statecznosci. Kazda z
nich ma konkretny sens fizyczny: jedne sg sprezynami, inne
ttumikami, a jedna wynika wprost z tego, ze szybszy samolot ma
wieksza site nosna.
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o Prolog: Bryan, 1911

W 1911 roku, osiem lat po pierwszym locie braci Wright, brytyjski matematyk George Bryan
wydat ksigzke Stability in Aviation. Zapisal w niej réwnania ruchu samolotu jako bryly sztywnej,
zlinearyzowal je wokét lotu ustalonego i kazda site oraz moment rozwinat w szereg Taylora
wzgledem zaburzen predkosci, kata natarcia i predkosci katowej. Wspotczynniki tych rozwiniec
(Bryan nazywatl je pochodnymi oporu, ang. resistance derivatives) nazywamy dzi§ pochodnymi
statecznosci. Brakowato mu tylko danych: nikt jeszcze nie umiat ich zmierzy¢. Kilka lat wczesniej
Frederick Lanchester opisat bez rownan rézniczkowych wolne falowanie toru szybowca, ktore
nazwal fugoida. Bryan pokazal, Ze jest ono jednym z dwoéch rozwigzan tego samego uktadu
réwnan.

Ta lekcja to program Bryana w nowoczesnej postaci: rOwnania w osiach ciata, trym policzony
numerycznie, linearyzacja do postaci x = Ax + Bu z lekcji 4.5 Uklady rownan liniowych i
przestrzen stanéw. Liczby bierzemy z przykladu 3.3 Tewariego, dla lekkiego samolotu przy 55
my/s.

Pytanie na start. Fugoida to wolne falowanie toru z okresem ok. 30 s. Ktdra sita je ttumi: opdr, sita nosna,
czy moment usterzenia? Odpowiedz w czesci 4 i w symulacji 2.

1 RAwnania ruchu w ptaszczyznie symetrii

Gdy samolot sie nie przechyla, nie odchyla i nie §lizga (P = R = V = 0), ruch odbywa sie w
plaszczyznie symetrii. Zostaja cztery zmienne w osiach ciala: sktadowe predkosci U (wzdtuz osi x
)i W (wzdluz z, w dot), predkos¢ pochylania @ i kat pochylenia ©. Prawo Newtona zapisane w
osiach obracajacych sie z brylg ma, tak jak réwnania Eulera z lekcji 2 Bryta w 3D: tensor

bezwladnosci, réwnania Eulera i 0§ posrednia, dodatkowy czton: m(v + w x v) = F.

~ )
58 RUCH PODLUZNY (OSIE CIALA, NED)

m(U + QW) = X —mgsin O, m(W — QU) = Z + mgcos ©, JyQ:M, 0 = Q.

X, Z to sily aerodynamiczne i ciag w osiach ciata, M moment pochylajacy. Kat
natarcia a = arctan(W /U), kat toruy = © — a. Potozenie: & = U cos © + W sin ©,
h=Usin® — W cos ©.

- J

Czlon —QU w drugim réwnaniu to przyspieszenie dosrodkowe: samolot, ktéry obraca sie z
predkoscia @Q, zakrzywia tor, a to wymaga sity normalnej mU Q. Ten czlon pojawi sie w kazdym
manewrze.

Czego potrzebujemy, zeby te rownania rozwiazac? Sit X, Z i momentu M w funkcji stanu i
sterowania: X = X (U, ,@,9,T,...) itd. W lekcji 4 Statecznos$¢ statyczna i trym: dlaczego
samolot ma ogon mieliSmy prosty model wspoétczynnikow Cr, Cp, Cp,. To wystarczy do trymu.
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/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 20 min

1 Samolot leci poziomo i prosto z predkoscia 55 m/s przy kacie natarcia 4,3° (0$ z ciala
=« wzdluz osi zerowej sity no$nej skrzydta). Ile wynosza U, W, Q i ©?

2  Wyprowadz drugie rownaniezm(v + w x v) = Fdlav = (U,0,W),w = (0,Q,0) i
=« grawitacji mg w dét NED.

3 Pilot ciagnie drazek: @ = 0,2 rad/s przy U = 55 m/s, W stale. Jakie przyspieszenie
== normalneijakie przeciazenie odczuwa?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Trym jako uktad réwnan nieliniowych

Lot ustalony to punkt, w ktérym wszystkie pochodne stanu sa zerowe. Dla lotu prostoliniowego
ze stalg predkoscia V' i katem toru vy niewiadome to kat natarcia a, wychylenie steru § i ciag 7.
Réwnania (ciag wzdtuz osi z, przez srodek ciezkosci):

T cosa — D(a,d) — mgsiny
r(a,6,T) = | L(a,8) + Tsina — mgcosy | = 0.
Crn(a, )

Uktad jest nieliniowy przez T cos o, T’ sin e i op6r kwadratowy w Cr.. W lekcji 4 Statecznosé
statyczna i trym: dlaczego samolot ma ogon rozwiazali$my jego wersje liniowa; tu robimy to
porzadnie metoda Newtona z lekcji 6.2 Metody numeryczne: Python i C++: x 11 = x5, — J 'r(xy),
z jakobianem J = dr/0x liczonym réznicami skonczonymi. Tak licza trym prawdziwe symulatory
(Zipfel, rozdz. 7): dla kazdego punktu z obwiedni lotu, przed linearyzacja.

5 . Lot w ptaszczyznie symetrii: model podtuzny i pochodne statecznosci 4719


http://127.0.0.1:42997/pl/flight/4/
http://127.0.0.1:42997/pl/flight/4/
http://127.0.0.1:42997/pl/math/6-2/

SYMULACJA 1 Trym samolotu z lekcji 4 (Srodek ciezkosci w 30% cieciwy) metoda

Newtona. Wykres: logarytm normy reszty w kolejnych iteracjach; tabela: warto$ci

niewiadomych. Zmieniaj predko$c¢ i kat toru. Sprobuj startu z daleka.

2101080 |1l

-10

-12

— norma reszty |r| (skala log.)

atrymu 4,26° 6 trymu -2,64°

cigg 1111 N

—@ g ®

iteracja

predkos¢ wznoszeniaVsiny 0,00 m/s

Reszta spada z ok. 10* do 1078 w trzech krokach: zbiezno$¢é kwadratowa, liczba poprawnych cyfr
podwaja sie w kazdym kroku. Cigg rosnie o mg-sin y przy wznoszeniu; kat natarcia i ster prawie sie

nie zmieniaja.

Stan na rysunku: V = 55 m/s, y = 0,0°, samolot z lekcji 4 (h = 0,30), ciag wzdiuz osi
zerowej sity nosnej skrzydia, przez s$rodek ciezkosci; jakobian liczony rdéznicami

skonczonymi.
it. a [°]
0 00,0000
1 4,2925
2 4,2610
3 4,2611
4 4,2611
5 4,2611

6 [°]
0,0000
-2,6716
-2,6389
-2,6389
-2,6389

-2,6389
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T [N] |zl
0,0 1,17e+4
866,9 2,55e+2
1110,8 1,34e-1
1110,8 1,15e-8
1110,8 1,83e-12
1110,8 2,27e-13
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Przy 55 m/s w locie poziomym Newton startujacy z zera daje po trzech krokach a = 4,26°, § =
—2,64°, T = 1111 N (przyktad 6.1). Reszta spada jak 10* — 10?2 — 10~ — 10~%: zbiezno$¢
kwadratowa. Wznoszenie pod katem 5° wymaga ciagu 2050 N; kat natarcia i ster prawie sie nie
zmieniaja, bo sita no$na musi zréwnowazyc¢ tylko mg cos .

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 25 min

1 Ilejest rownan i niewiadomych w trymie lotu prostoliniowego w plaszczyznie symetrii?
= Cojest dane, a co szukane?

2 Normy reszty w kolejnych krokach: 1,2 - 10%; 2,5 - 10%; 0,13; 1,2 - 10~%. Sprawdz, ze
== |rgi1|/|7e|? jest mniej wiecej state. Co to méwi o metodzie?

3  Przy 35 m/s trym wymaga mniejszego ciagu (883 N) niz przy 55 m/s (1111 N). Dlaczego?
«=  Przy jakiej predkosci opor jest najmniejszy? (Cpo = 0,03,e = 0,8, AR = 7,3.)

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

3 Linearyzacja i pochodne statecznosci

Wokot trymu piszemy U = U, + u, a = a, + o' (dalej bez primu), © = 6, + 6, Q = q, i pomijamy
iloczyny matych zaburzen (lekcja 4.6 Uklady nieliniowe, ptaszczyzna fazowa i stabilnosc).
Przyrosty sil i momentu rozwijamy w szereg Taylora do pierwszego rzedu:

X =Xu+ X, a+ X,q, Z = Zwu+ Zyo+ Zyo+ 244, M = M,u+ M, o + My + Mq.

Wspblczynniki X, = 0X /0u itd. to pochodne statecznosci. Czion z & wyglada dziwnie (sita
zalezna od predkosci zmian kata natarcia), ale ma prosty sens, ktory omowimy w czesci 4. W
osiach statecznosci (0§ z wzdtuz predkosci w trymie, 6. = 0 dla lotu poziomego) i przy
pominieciu matych Xy, Zs, Z,, M, dostajemy uklad Tewariego (réwn. 3.151-3.152):

e N
fs MODEL PODLUZNY W PRZESTRZENI STANOW (LOT POZIOMY)
Xy Xo _ 0
U ZL Zz_ g U
i a p—i p-—r 0 1 o B 0
awlel| =] o 0 0 1 9| 77 |AT/m|"
Przyklad 3.3 (Tewari), U = 55 m/s: X,,/m = —0,045/s, Z,,/m = —0,36/s, Xo/m = 1,96
m/s?, Z,/m = —108 m/s*, M, /J, = —8,6/s*, M /J, = —0,9/s, M,/ J, = —2/s.
N J
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Skad wiersz czwarty? Réwnanie momentu ma M,;& po prawej stronie, a & wyrazamy z wiersza

drugiego. Wartosci wlasne tej macierzy (przyklad 6.2) daja dwa mody: wolny o okresie 30 s i
szybki o okresie 2,4 s. To fugoida i oscylacja krétkookresowa, tematy lekcji 6 Mody podtuzne:

fugoida i oscylacja krotkookresowa.

/. ZADANIA - CZESC 3

1  Policz z danych przyktadu 3.3 elementy drugiego wiersza macierzy A.

3 zadania - ok. 25 min

2 Tewari pomija Z, i Z,. Gdyby je zachowa¢, drugie réwnanie miatoby posta¢ (mU —

= Zy)& = Zyu+ Zyo + (mU + Z;)q. Dlaczego pominiecie jest uzasadnione?

3 Sprawdz jednostki: X,,/m w 1/s, Z,/m w m/s*, M, /J, w 1/s*, M,/ J, w 1/s. Pokaz, ze
== kazdy wiersz rownania x = Ax jest wymiarowo spéjny.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

4 Coznaczy kazda pochodna

Pochodne wylicza sie pétempirycznie z geometrii albo mierzy w tunelu i w locie. Dla zrozumienia

wystarczy prosty model z lekcji 4 Stateczno$¢ statyczna i trym: dlaczego samolot ma ogon. W

tabeli obok wartosci Tewariego sa nasze oszacowania z tego modelu (1100 kg, J, = 1825 kg-m?,

$rodek ciezkosci w 44% cieciwy, przy ktérym M, wychodzi jak u Tewariego):

pochodna

Xu/m

Zu/m

X,/m

wzér (model z lekcji 4)

—2gSCp /(mU)

23S0/ (mU) =

—29/U

g5(Cr — Cpa)/m

—gS(a+Cp)/m

gScCma/ Jy

sens fizyczny

szybciej, to wiekszy opor
(ttumik predkosci)

szybciej, to wieksza sila
nosna

wiekszy kat natarcia
przechyla site no$na do
przodu

nachylenie krzywej
nos$nosci

statecznos¢ statyczna
(,,sprezyna”)
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Tewari

-0,045

-0,36

1,96

-108

nasz
model

-0,037

-0,357

4,07

—-148

-8,65
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pochodna wzér (model z lekcji 4) sens fizyczny Tewari nasz

model
M,/J, GSCCrgs5/Jys Cng = ttumienie przez usterzenie -2 -5,0
!
—2nag V4
Mg/ J, jak My, z Crmg = Cing 2 opéznienie odchylenia -0,9 -2,1

strumienia

Najpiekniejszy wiersz to Z,: przy statym kacie natarcia sita no$na roénie jak U?, wiec 8L /0U =
2L/U = 2mg/U. Ta pochodna nie zalezy od ksztattu samolotu, tylko od predkosci, i rzeczywiscie
Tewari ma —0,36, a 2g/U = 0,357. Pozostale rdznia sie o czynnik do 2,5, bo to inny samolot o
nieznanej nam masie i bezwladnosci, a nasz model ttumienia (samo usterzenie, bez kadtuba i
skrzydta) jest zgrubny. Zgadzaja sie rzedy wielkosci i znaki, i to wystarcza, zeby rozumie¢ mody.

Pochodna M, ma sens czasowy: strumien odchylony przez skrzydto dociera do usterzenia po
czasie Iy /U ~ 0,08 s. Gdy kat natarcia ro$nie, usterzenie widzi jeszcze odchylenie ,sprzed chwili”,
mniejsze niz obecne, wiec ma wiekszy kat natarcia i daje dodatkowy moment hamujacy. Dziata

jak dodatkowe tlumienie.
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SYMULACJA 2 Model z przykladu 3.3. Wybierz pochodna i zmien jej mnoznik (0 wylacza
ja zupelnie). Na gorze bieguny: fugoida (zbliZenie przy zerze) i oscylacja krotkookresowa,
szare kétka to model wyjsciowy. Na dole odpowiedZ na krétki impuls steru wysokosci w
gbre. Sprawdz, co ttumi fugoide, a co oscylacje krétkookresowa.

fugoida (zblizenie) 4 krotkookresowa
0,2 18
5 38
0,0 0 E
-2
-0,2 a ﬁ
-4
-0,10 -0,05 0,00 0,05 -6 -4 -2 0
Res Re s

puls steru —=2° przez 1 s: o [°], © [°], u [m/s]

5
0] R
LY
A Y
LS
~
\\
-5 ~o
10 20 30 40 50
t sl
— bieguny przy wybranych pochodnych = = bieguny wyjsciowe (Tewari 3.3) = a[°] =— 6[°]
— U [m/s]

fugoida w = 0,210 rad/s, ¢ = 0,082, T = 30,1 s
krotkookresowa w = 3,542 rad/s, C = 0,688, T = 2,4 s pierwiastki rzeczywiste brak

statecznos¢ stateczny

M_q to ttumik: obracajacy sie samolot zmienia kat natarcia usterzenia, ktére hamuje obrot. Bez M_g
oscylacja krotkookresowa jest stabiej ttumiona (€ 0,69 - 0,49).

Stan na rysunku: macierz A z przykitadu 3.3 Tewariego (U = 55 m/s), mnozniki: Ma x1,00,
Mg x1,00, Mad x1,00, Za x1,00, Xu x1,00, Zu x1,00; sterowanie Z_6/m = -9,7 m/s?, M_&6/]
= -25 1/s? (model z lekcji 4).

Odpowiedz na pytanie z prologu: fugoide ttumi X, czyli wzrost oporu z predkoscia. Bez niego
fugoida w tym modelu jest lekko niestateczna ({ = —0,025). Moment usterzenia (M,, M) ttumi
oscylacje krotkookresowa. Na fugoide M,, prawie nie wplywa, a M, zmienia jej okres i ttumienie o
ok. 20-25% (bez M, okres spada do 25 s, warto$ci Lanchestera z lekcji 6). Giléwne mechanizmy
tlumienia sa wiec rézne dla obu modow.
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/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 30 min

1 Policz Z,/m = —2¢g/U dla 55 m/s i dla 40 m/s. Jak zmieni sie ta pochodna, jesli samolot
- poleci wyzej z ta sama predkoscia?

2 ZM,/J, = —8,6/s? policz C),, i zapas stateczno$ci, przyjmujac Jy = 1825 kg'm?, gS¢ =
e 44600 N-mia = 5,39/rad.

3 Wsymulacji 2 wyzeruj X,. Fugoida dostaje ( = —0,025. Wyjasnij to energetycznie: co
== robi opdr rosnacy z predkoscia, gdy samolot na przemian nurkuje i wznosi sie?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

5 Ster wysokosci i przepustnica

Do macierzy B potrzebujemy pochodnych sterowania. Z modelu z lekcji 4 (przy srodku ciezkosci
0,44): Z;/m = —qSCrs/m = —9,7m/s*i M;/J, = qScC,,;/J, = —25/s* (znak wedtug konwencji z
lekcji 4: § > 0 to ster w dot). Ciag dziata wzdluz osi x przez srodek ciezko$ci, wiec wptywa tylko na

pierwsze réwnanie, z X7/m = 1/m na niuton.

~ )
8 STAN USTALONY PO ZMIANIE STEROWANIA
0 = Ax, + Bu, czylix,, = —A ! Bu. Wiersz momentu (zq = 0, & = 0): Mo +
M;sé = 0 (doktadnie: cztony z M, znosza sie dzieki wierszowi drugiemu), wiec ster
ustala kat natarcia, a przez niego predkosé. Wiersz sity wzdluz toru: nadmiar ciagu
ustala kat wznoszenia, Ay = AT /(mg).

- J

To jest jedna z najwazniejszych lekcji pilotazu i automatyki lotu jednoczesnie, sprzeczna z
intuicja kierowcy. Ciggniecie dragzka na state przede wszystkim spowalnia samolot do nowego
kata natarcia. Kat toru zmienia sie tylko o tyle, o ile przy nowej predkosci zmienia sie opor. Przy
55 m/s, powyzej predkosci najmniejszego oporu (38 m/s, zadanie 2.3), wolniejszy lot ma mniejszy
opor, wiec staly ciag daje lekkie wznoszenie; ponizej tej predkosci ten sam ruch drazka datby
opadanie. Dodanie gazu przy tym samym trymie nie przyspiesza samolotu: predkos$¢ wraca do tej
samej wartosci, a samolot zaczyna sie wznosi¢. W modelu: § = —1° (ster w gore) daje w stanie
ustalonym a wieksze o 2,9°, predko$¢ mniejsza o ok. 15 m/s (to juz daleko poza zakresem
linearyzacji, ale kierunek jest dobry) i kat toru tylko o 1,6° wiekszy, a nadmiar ciagu 550 N daje
wznoszenie pod katem 2,9° bez zmiany predkosci. Autopilot z lekcji 9 Autopilot: petle
wewnetrzne i zewnetrzne uzywa dokladnie tego podziatu: przepustnica trzyma tor albo predkos¢,

sterem wysokosci drugg z tych wielkosci.
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/. ZADANIA - CZESC 5 3 zadania - ok. 25 min

1 Pilot dodaje 550 N ciggu przy niezmienionym trymie. Jaki bedzie kat wznoszenia i
= predkos¢ wznoszenia przy 55 m/s?

2 Pokazz wierszy drugiego i czwartego, ze w stanie ustalonym a., = —Ms6/M, dokladnie.
== Policzdlad = —1°i porownaj z wynikiem pelnego rozwigzania (2,9°).

3 Dlaczego dobrze zaprojektowany samolot ma linie ciagu przechodzaca blisko $rodka
== ciezkosci (Mt ~ 0)? Co by sie dzialo przy silniku wysoko nad srodkiem ciezkos$ci (jak w
wodnosamolotach)?

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: OD SAMOLOTU DO MACIERZY A , B
1. Model sit i momentéw (Cr, Cp, C,, w funkcji a, 4, ¢, &) i ciagu.

2. Trym metoda Newtona dla zadanej predkosci, wysokosci i kata toru.
3. Pochodne analitycznie albo réznicami skoficzonymi wokot trymu.
4. Macierze A, B w osiach statecznosci; jednostki w kazdym wierszu.

5. Sprawdzenie: Z, ~ —2g/U; znaki M, < 0, M, < 0; wartosci wlasne: jedna wolna i jedna

szybka para.

Przyktad 6.1
Trym przy 55 m/s metoda Newtona
Samolot z lekcji 4 (h = 0,30), lot poziomy, 55 m/s. Start: a = 6 = 0, T = 0.
1 Krok0:r = (—902; —11620; 0,034), |r| = 1,2 - 10* (brak sily nosnej i ciagu).
2 Krokl:a =4,293°6 = —2,672°, T = 867 N; |r| = 255.
3  Krok2:a =4,261°,§ = —2,639°, T = 1110,8 N; |[r| = 0,13.

4  Krok 3: zmiany w piatej cyfrze; |r| = 1,2 - 1075,

[ Wynik: o = 4,26°, § = —2,64°, T = 1111 N. j

Sprawdzenie: liniowy trym z lekcji 4 dawat 4,29° i —2,67°; ciag ~ opdr 1,1 kN z
przyktadu 10.5 fizyki v.
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Przyktad 6.2
Macierz
A

i jej wartosci wtasne
Zt6z macierz A z danych przykiadu 3.3 i policz wartosci wlasne.

1 Wiersz 4: % 2o — (-0,9)(—0,0065) = 0,0059; —8,6 + (—0,9)(—1,964) = —6,833; —2 —

0,9=—209.
2 —0,045 1,96 -981 0
4 _ |-0.0065 —1,964 0 1
- 0 0 0 1
0,0059 6,833 0 —2,9

3 Wartosci wlasne (numerycznie): —0,0173 + 0,209 i —2,44 + 2,574.

Wynik: fugoida w = 0,21 rad/s, { = 0,082, okres 30 s; krotkookresowa w = 3,54 rad/s,
¢ = 0,69, okres 2,4 s.

Sprawdzenie: zgodne z wynikiem polecenia damp u Tewariego v'. Stosunek
czestosci 17: mody sq dobrze rozdzielone, co wykorzystamy w lekcji 6.

Przyktad 6.3

Skad
Zy, = —29/U
Pokaz, ze w locie poziomym przy statym kqcie natarcia Z,,/m = —2g/U, i sprawdz wartos¢
Tewariego.
1 W osiach statecznosci Z ~ —L = —% pU%SCy, (sita noéna dziata w gére, czyli w strone

—2).
2 Z,=0Z/0U =—-pUSCL, = -2L/U.

3 Wtrymie L = mg, wiec Z,/m = —2¢/U = —2-9,81/55 = —0,357/s.

[ Wynik: —0,357/s wobec —0,36/s u Tewariego. ]

Sprawdzenie: pominelismy zaleznos$¢ Cr, od liczby Macha i Reynoldsa, uzasadniona
przy 55 m/s v.
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7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

x ,,Ster wysokosci stuzy do wznoszenia.”

W stanie ustalonym ustala kat natarcia, czyli predkos$¢. Kat toru zmienia sie tylko przez
zmiane oporu przy nowej predkosci (w naszym modelu o ok. 1,6° na stopien steru, przy
predkosci najmniejszego oporu wcale). O wznoszeniu decyduje nadmiar mocy, czyli
przepustnica. Krétkotrwale ster oczywiscie podnosi nos i tor, ale energii z niego nie
przybedzie.

x . Pochodne statecznosci to state samolotu.”

Zaleza od punktu lotu: predkosci, wysokosci, masy, potozenia srodka ciezkosci, klap.
Dlatego trym i linearyzacje robi sie dla wielu punktéw obwiedni, a regulatory
programuje sie w funkcji tych warunkéw (lekcja 3.3 automatyki).

x ,Kat pochylenia to kat natarcia.”

0 = a + . W locie poziomym sg réwne, we wznoszeniu i nurkowaniu nie. Samolot moze
mie¢ nos w gore i lecie¢ w dét (podejscie do ladowania przy matej predkosci).

x  ,Model liniowy wystarczy do kazdego manewru.”

Opisuje mate zaburzenia wokoét trymu. Zmiana predkosci o 15 m/s przy 55 m/s albo
przeciagniecie wychodza poza jego zakres; tam potrzebny jest pelny model z lekcji 10.

x ,Czton M, to egzotyka.”

To opo6znienie, z jakim odchylony strumien dociera do usterzenia. Daje zauwazalna
cze$¢ ttumienia krétkookresowej (bez niego ¢ spada z 0,69 do 0,56).

s Zadania do przemyslenia
Te zadania wymagaja wiecej my$lenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1  Wysokos¢. Samolot leci na 3000 m z tg sama predkos$cia przyrzadowa (ci$nienie
=== dynamiczne bez zmian). Gestos¢ jest mniejsza o 26%. Ktore pochodne sie zmienig i jak?
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2  Osie ciala czy statecznos$ci? Dlaczego Tewari linearyzuje w osiach statecznosci, a
=== symulatory 6 DOF (Zipfel) licza w osiach ciata?

3 Podmuch. Jak wprowadzi¢ do modelu wiatr: podmuch pionowy w, i poziomy u,? Ktére
== zmienne widzi aerodynamika, a ktére bezwtadnos¢?

4  Jedna pochodna na raz. W symulacji 2 ustaw mnoznik M, na —0,25, czyli M, /J, ~
«= 12 15/s? ($rodek ciezko$ci za punktem neutralnym). Co dzieje sie z modami i dlaczego
niestatecznos¢ jest wolna?

5 Pochodne z symulatora. Majac nieliniowy model sit (np. z lekcji 10), jak policzy¢
==> macierz A bez wyprowadzania wzorow? Na co uwazac przy wyborze kroku réznic
skonczonych?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

L4 °
9 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Jakie sa zmienne stanu modelu podiuznego?

u (zaburzenie predkosci), a, 0, q.

2 Jakznalezé trym?

Rozwiazac¢ nieliniowy uklad réwnan sit i momentu (np. metoda Newtona) ze wzgledu
naca,d,T.

3 Coto sa pochodne statecznosci?

Wspoélczynniki rozwiniecia Taylora sit i momentow wzgledem zaburzen stanu i
sterowania wokot trymu, np. M, = 0M /0a.

4 Ile wynosi Z,/m w locie poziomym?

—2g/U, niezaleznie od samolotu.
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5 Ktoére pochodne tlumia fugoide, a ktore oscylacje krétkookresowa?

Fugoide X, (op6r od predkosci); krétkookresowa My, My i Z,.

6 Czym w stanie ustalonym steruje ster wysokosci, a czym przepustnica?

Ster: katem natarcia, czyli predko$cia. Przepustnica: katem toru (wznoszeniem).
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10 Karta wzorow i co dalej

7 N
ROWNANIA I TRYM POCHODNE (MODEL PROSTY)
m(U + QW) = X — mgsin®, m(W — X, =—-2¢5Cp/U, Z,, = —2¢GSCL/U =
QU)=Z+mgcos© —2mg/U
J,Q=M,0=0Q,y=0—a Zy = —GS(a+ Cp), M, = GSeCra
trym: r(a,6,T) = 0, X1 = x, — J 't M, = (jSECmq%, Cng = —217aHVH£§
%, = —A~'Bu; Ay = AT/(mg) G ~ g

\ )

Do przeczytania

* Obowiazkowo: A. Tewari, Advanced Control of Aircraft, Spacecraft and Rockets, rozdz. 3.5-3.5.1
i przyktad 3.3 (kilka stron, z macierza A i warto$ciami wiasnymi).

* Dla chetnych: P. H. Zipfel, Modeling and Simulation of Aerospace Vehicle Dynamics, rozdz. 7
(pochodne w réznych uktadach osi, linearyzacja z modelu symulacyjnego); D. J. Newman,
rozdz. 4.3.

4 )
Mamy macierz A i jej wartosci wlasne: jedng pare wolnq i stabo ttumiong, drugq szybka i dobrze
ttumiong. Nastepna lekcja zaglgda do srodka obu: jak wyglada kazdy mod (wektory wtasne), skqd
biorg sie jego czestosc i ttumienie, i dlaczego bardzo proste modele, Lanchestera dla fugoidy i
dwustanowy dla krotkookresowej, trafiajq prawie doktadnie.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.U = 55c0s4,3° = 54,85 m/s, W = 55sin4,3° = 4,12 m/s, Q = 0, © = a + v = 4,3°. W osiach statecznosci
(0$ = wzdluz predkosci w trymie) bytoby W = 0i © = 0; Tewari uzywa wiasnie ich.

2.wxv=(QW, 0, —QU). Grawitacja w osiach ciata przy pochyleniu ©: mg(—sin ©, 0, cos ©) (trzeci
wiersz macierzy R z lekcji 1 Orientacja w 3D: macierz obrotu, katy Eulera, o$ i kat, kwaterniony).
Sktadowa z: m(W — QU) = Z + mgcos ©.

i

3. W = 0, wiec Z 4 mg cos ©® = —mUQ: przyspieszenie dosrodkowe UQ = 11 m/s? skierowane ,w gore’
samolotu. Przeciazenien = 1+ UQ/g = 2,1 (przy © ~ 0).

Zadania - czes$¢ 2

1. Trzy réwnania (sita wzdtuz z, wzdtuz z, moment) i trzy niewiadome (e, d, T'). Dane: masa, predkosé,
kat toru, gesto$¢ powietrza, potozenie sSrodka ciezkosci.

2.2,5-102/(1,2- 1042 = 1,7- 1075, 0,13/(2,5 - 10%)2 = 2,1-1075;1,2- 108/0,132 = 7- 10~". Rzad wielkosci
ten sam: zbiezno$¢ kwadratowa (lekcja 6.2 Metody numeryczne: Python i C++). Ostatni stosunek jest
mniejszy, bo reszta zbliza sie do doktadnos$ci réznic skonczonych.

3. Opdr to suma oporu szkodliwego, rosnacego jak V2, i indukowanego, malejacego jak 1/V2. Minimum,

gdy sg rowne: Cp, = /meARCpy = 0,74, czyli V = /2mg/(pSCL) = 38 m/s. 35 m/s lezy tuz ponizej, 55
m/s wyraznie powyzej. Wolniej niz 38 m/s opér znowu rosnie: ,druga strona” krzywej oporu.

Zadania - czes¢ 3
1. Z,/(mU) = —0,36/55 = —0,0065/s, Z,/(mU) = —108/55 = —1,964/s, potem 01 1. Zgadza sie z
macierzg u Tewariego.

2. Oba czlony pochodza od sity no$nej usterzenia, ktére jest mate w poréwnaniu ze skrzydtem.
Poréwnujemy je z mU, przy masie rzedu 1100 kg ok. 60 500 kg-m/s; dla samolotu lekkiego |Z,|, | Z4| to
setki do kilku tysiecy w tych samych jednostkach, czyli poprawka rzedu procenta.

3. Wiersz 1: [4] = m/s?; (X, /m)u: 1/s'm/s v, (X, /m)a: m/s*rad v, g8 v. Wiersz 2: [&] = 1/s; Z,u/(mU):
(1/s)(m/s)/(m/s) v; Zaa/(mU): (m/s?)/(m/s) v; g v. Wiersz 4: [¢] = 1/s*; Mya/J, v, Myq/J,: (1/s)(1/s)
V.

Zadania - czesc 4
1. —0,357/s i —0,49/s. Wysokos$¢ nie zmienia jej wcale: —2¢g/U nie zawiera gestosci (mniejsza gestos¢ jest

skompensowana wiekszym Cy, w trymie).

2. Cpo = —8,6 - 1825/44 600 = —0,35/rad; K, = 0,35/5,39 = 0,065. W geometrii z lekcji 4 to Srodek
ciezko$ci w 0,51 — 0,065 = 0,44 cieciwy, blisko tylnej granicy.

3. W fugoidzie energia przelewa sie miedzy kinetyczna a potencjalna. Opér rosnacy z predkoscia
zabiera wiecej energii w szybkich fazach, czyli ttumi wahania. Bez X, idealny model Lanchestera
(staly kat natarcia) datby fugoide obojetna. Mate ujemne ttumienie w pelnym modelu bierze sie ze
sprzezenia z ruchem kata natarcia: skoficzone M, razem z M, sprawiaja, Ze o zmienia sie troche w
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niekorzystnej fazie (przy dziesieciokrotnie wiekszym M, ujemne ttumienie prawie znika). Czlon X,
dziata wrecz lekko ttumiaco. To, Ze samoloty maja fugoide stateczng, zawdzieczamy oporowi.

Zadania - cze$¢ 5

1. Ay =550/(1100 - 9,81) = 0,051 rad = 2,9°; predkos¢ wznoszenia 55 - 0,051 = 2,8 m/s (ok. 550 stép na

minute).

2. Wiersz drugi przy & = ¢ = 0: Z,u + Zya + Zs6 = 0. Wiersz czwarty zawiera M, /(mU) razy dokladnie

to samo wyrazenie, wiec te czlony sie zeruja i zostaje Mo + M350 = 0. o = —(—25)(—1°)/(—8,6) =
2,9° v. Wiersz momentu ustala wiec kat natarcia niezaleznie od ciggu.

3. Przy Mr # 0 zmiana ciggu zmienia tez trym kata natarcia, wiec przepustnica przestaje by¢ czystym

sterem toru. Silnik wysoko nad $rodkiem ciezkos$ci przy dodaniu gazu opuszcza nos (moment
ujemny), przy ujeciu gazu podnosi: zmiana mocy przy podejéciu do ladowania wymaga jednoczesnej
korekty sterem. Tewari wymaga Zr = My = 0 w swoim projekcie autopilota.

Zadania do przemyslenia

1.

1. Predko$¢ rzeczywista rosnie 0 1/4/0,74 = 1,16 raza. Sily i momenty przy tym samym g sa te same, wiec

Zy/m, M, /J, bez zmian; Z,/(mU) maleje o 14% (stabsze ,zakrzywianie toru” na radian).

. M, zawiera ¢/(2U): maleje o 14%, thumienie krétkookresowej spada. Z, = —2g/U tez maleje, fugoida

wolniejsza. Wysoko samolot jest ,luzniejszy” w ttumieniu, co jest jednym z powodéw stosowania
ttumikow w samolotach odrzutowych.

. W osiach statecznosci W, = 0, 6, = 0 (dla lotu poziomego): ro6wnania liniowe sg najprostsze, a sita nosna i

opoér leza wzdtuz osi. Ale osie te zalezg od trymu: inne dla kazdego punktu lotu.

. Symulator nieliniowy musi dziataé przy dowolnych katach i manewrach, wiec pisze réwnania w osiach

ciala (staly tensor bezwtadnosci, czujniki), a wspdtczynniki aerodynamiczne przelicza z osi predkosci.
Linearyzacja jest dla niego tylko narzedziem analizy.

. Sity aerodynamiczne zaleza od predkosci wzgledem powietrza: u — u, i @ — w,/U. Bezwtadnos$¢ (lewa

strona rownan) od predkosci wzgledem ziemi.

. W modelu liniowym podmuch wchodzi wiec jak sterowanie: x = Ax + Bu + E [u,; w,|, gdzie E to minus

kolumny A odpowiadajace u i a (z czynnikiem 1/U dla w,). Z tego modelu korzysta symulacja turbulencji
w lekcji o autopilocie.

. Pojawia sie dodatni pierwiastek rzeczywisty ok. +0,19/s (podwojenie w ok. 3,6 s), szybki pierwiastek

rzeczywisty ok. —4,5/s i wolna para zespolona o okresie ok. 25 s. Mody przestaja by¢ rozdzielone: nie ma
juz ani klasycznej fugoidy, ani oscylacji krétkookresowe;j.

. Moment przywracajacy zniknat, ale thumienie M, i Z, wciaz dziata: samolot obraca si¢ powoli, bo kazdy

obrot jest hamowany. Tak byto w tabeli w czesci 5 lekcji 4.

. Znalez¢ trym (Newton), potem dla kazdej zmiennej stanu i sterowania zaburzy¢ ja o +A i policzy¢

réznice centralng pochodnych stanu: kolumna A to (f(x + Ae;) — f(x — Ae;))/(24A).

. Krok za duzy: btad od nieliniowosci (np. przeciagniecie). Za maty: btedy zaokraglen i tablic

interpolowanych. Kroki dobiera sie osobno dla kazdej zmiennej, w jej naturalnych jednostkach (np. 0,1
m/s, 0,1°), a wynik poréwnuje z wartosciami wtasnymi z symulacji.

Dynamika lotu - Lekcja 5: Model podtuzny i pochodne statecznoéci - Zrédta: A. Tewari, Advanced Control of Aircraft, Spacecraft and Rockets (Wiley 2011,
rozdz. 3.5, przyktad 3.3); P. H. Zipfel, Modeling and Simulation of Aerospace Vehicle Dynamics (AIAA 2000, rozdz. 7); G. H. Bryan, Stability in Aviation (1911).
Wszystkie liczby policzone na nowo (tools/verify/l5.py).
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