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Bryta w 3D: tensor

bezwtadnosci,
rownania Eulera
| 0s posrednia

W ptaskim obrocie moment pedu to moment bezwtadnos$ci razy
predkosé katowa, oba wzdtuz tej samej osi. W trzech wymiarach
przestaje to by¢ prawda: moment pedu i predkosé katowa moga
wskazywac rézne kierunki, a bryta wirujaca bez zadnych sit
potrafi sie sama przewrocié. Ta lekcja wyprowadza rownania
ruchu obrotowego brylty w 3D (réwnania Eulera), pokazuje,
dlaczego obrot wokot jednej z trzech osi jest niestabilny,
dlaczego pierwszy amerykanski satelita zaczal koziotkowac i jak

wirujace smiglo sprzega pochylanie samolotu z odchylaniem.
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o Prolog: satelita, ktory zgubit Stonce

W sierpniu 1997 roku NASA wyniosta na orbite matego satelite obserwacyjnego Lewis. Po kilku
dniach byl stracony. Markley i Crassidis opisujq przyczyne w pierwszym rozdziale swojej ksigzki.
W trybie awaryjnym satelita miat trzymacd jedna swoja o$ skierowang na Stonce. Byta to o$ o
posrednim momencie bezwladnosci. Niewielka asymetria silniczkow rozkrecita satelite wokot tej
osi, a obrot zaczal przelewac sie na 0§, ktérg sterowanie prébowato utrzymac. Silniczki pracowaty
coraz wiecej, az program je wylaczyl. Wtedy obrét przeszed! na inna o$ gtéwna, satelita obrocit
sie 0 90°, panele ustawily sie prawie bokiem do Storica i wyczerpaly sie baterie.

Ten sam efekt mozna zobaczy¢ w domu. Podrzué ksiazke (zabezpieczona gumka) tak, zeby
wirowata wokoét osi przechodzacej przez grzbiet, potem wokét osi prostopadlej do oktadki, a na
koniec woko! trzeciej osi, rownoleglej do oktadki i prostopadtej do grzbietu. Dwa pierwsze obroty
sg spokojne. Trzeci prawie zawsze konczy sie przewrotem. W 1985 roku kosmonauta Wiadimir
Dzanibekow zauwazyl na stacji Salut 7, ze odkrecona nakretka motylkowa co kilka sekund sama
przewraca sie o 180° i wraca. Nie dzialala na nig zadna sita ani moment.

Pytanie na start. Moment pedu swobodnej bryly jest staty, energia kinetyczna tez. Jak to mozliwe, ze os
obrotu sama sie przewraca? Odpowiedz w czesci 3.

1 Moment pedu w 3D: tensor bezwtadnosci

Moment pedu bryty wzgledem srodka masy to sumar x (w x r) po wszystkich jej kawatkach,

pomnozonych przez mase. Rozwijajac podwdjny iloczyn wektorowy, r X (w X r) = r2

w— (r-w)r,
ito jest wyrazenie liniowe w w. Kazda zaleznos$¢ liniowgq zapisujemy macierza (lekcja 2.2

Przeksztalcenia liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza):

4 )
ss TENSOR BEZWELADNOSCI
J@W?+22)dm  — [zydm — [zzdm
L=]w, I:/(r21—rrT)dm: — [zydm  [(22+2%)dm - [yzdm
— [zzdm — [yzdm  [(z®+y?)dm

Energia kinetyczna obrotu: T' = %wTI w. Na przekatnej sq znane momenty
bezwladnosci wzgledem osi, poza nia iloczyny dewiacji.

- J

Macierz I jest symetryczna, wiec (lekcja 2.3 Warto$ci i wektory wlasne) ma trzy rzeczywiste
wartosci wlasne i trzy wzajemnie prostopadie wektory wiasne. To sa osie gléwne bryly i gléwne
momenty bezwladnosci 11, I», I5. Tylko przy obrocie wokoét osi gtéwnej L || w. Przy kazdym
innym L odchyla sie od w w strone osi o wiekszym momencie.

Jedna rzecz decyduje o tym, w jakich osiach piszemy réwnania. W osiach zwigzanych z bryla
macierz I jest stala (masa nie przesuwa sie wzgledem bryly), a w osiach gtéwnych diagonalna. W
osiach inercjalnych zmienia sie przy kazdym obrocie: I" = RI’R". Dlatego réwnania ruchu
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obrotowego zawsze zapisuje sie w osiach ciala, cho¢ prawo Newtona (moment sity rowna sie
pochodnej momentu pedu) obowiazuje w ukladzie inercjalnym.

/Z ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 35 min

1 Hantla: dwie masy po 1 kg na konicach niewazkiego preta o dtugosci 1 m. Pret lezy w
= plaszczyznie zz pod katem 30° do osi z, a hantla obraca sie wokét osi z z w = 2 rad/s.
Policz L i kat miedzy L a w.

2 Ksigzka 24 x 17 x 3 cm o masie 1 kg (jednorodny prostopadtoscian, I, = 33 (6% + c?) itd.).
= Policz gtéwne momenty bezwladnosci. Ktéra o$ jest posrednia?

3 Pokaz, ze dla cienkiej ptytki w ptaszczyznie xy zachodzi I, = I, + I,,. SprawdZ na
== ksigzce, dlaczego rownos¢ nie jest dokladna.

4 Pokaz,zeT = %wTI w > 0 dla kazdego w i Ze wszystkie gtéwne momenty bezwladnosci
== sgnieujemne. Dlaczego kazdy z nich jest nie wiekszy od sumy dwdéch pozostatych?

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

2 Rownania Eulera

Prawo dynamiki ruchu obrotowego z lekcji Dziat 4: Ruch obrotowy i bryla sztywna: pochodna
momentu pedu w ukladzie inercjalnym rowna sie momentowi sit zewnetrznych. Chcemy je
zapisa¢ w osiach ciala, gdzie [ jest stala. Wektor zapisany w osiach obracajacych sie z predkoscia
w zmienia sie z dwoch powoddéw: bo zmieniaja sie jego sktadowe i bo obracaja sie same osie. To
ten sam rachunek co R = R[w]« zlekcji 1 Orientacja w 3D: macierz obrotu, katy Eulera, o$ i kat,
kwaterniony: L‘ =L +w x L.

inercjalnie | ciato

- N
58 ROWNANIA EULERA (OSIE CIAtA, SRODEK MASY)

Tw+wx ITw=rT.
W osiach gtéwnych:
L = (Ir — I3) waws + 71, Lwy = (Is — I) wswy + T2, Iyws = (I — L) wiwy + 73.

Razem z kinematyka ¢ = 3¢ ® (0, w) to pelny opis ruchu obrotowego bryty.
N\ J
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Czlon w x Iw jest nieliniowy i nazywa sie zyroskopowym. Znika, gdy bryla obraca sie wokoét osi
gléwnej (w || w) albo gdy jest kulisto symetryczna. W pozostatych przypadkach obrot wokét
jednej osi wywoluje przyspieszenie katowe wokoét innej, bez zadnego momentu sity. Nie jest to
nowa sita: to skutek tego, ze piszemy réwnania w osiach, ktére same sie obracaja.

Dla samolotu oznaczamy w = (p, ¢, r), a osie ciala zwykle nie sa osiami gtéwnymi: przy symetrii
lewo-prawo zostaje jeden iloczyn dewiacji I, bo ptaszczyzna symetrii zawiera osie z i z.
Réwnania Eulera z I, zobaczymy w lekcji 5 Lot w plaszczyZnie symetrii: model podiuzny i
pochodne statecznos$ci i w pelnej symulacji (lekcja 10 Symulacja 6 stopni swobody: sktadamy
samolot).

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 30 min

1 Brytaosiowo symetryczna, I = I, bez momentéw. Co wynika z trzeciego réwnania
= Eulera?

2 Dlatej samej bryly pokaz, ze (w1, ws) obraca sie w osiach ciala ze stala predkoscia 2 =

I3—1I
[ 1] _SFL ws.

3 Pokaznaréwnaniach Euleraz T = 0, ze |L|* = Y [fw}i2T = Y I w; sa stale.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

3 Ruch swobodny i 0$ posrednia

Utézmy osie tak, zeby I; < I < I3. Czy obrét wokot osi k ze stalg predkoscia €2 jest stabilny?
Linearyzujemy jak w lekcji 4.6 Uktady nieliniowe, plaszczyzna fazowa i stabilno$¢: w = Qe + dw

i pomijamy iloczyny matych zaburzen. Dla obrotu wokot osi 2:

(Is — L) (L2 — Ih)
51

>0

1150:)1 = (I2 — Ig) Qéwg, I35d)3 = (Il — IQ) Q5w1 — 5('4')1 = Q2 5(4)1.
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7~ N
3 STABILNOSC OBROTU WOKOt OSI GEOWNEJ
(I — L) Ik — L))

I, 02 jw, gdzie i, j to dwie

Zaburzenie obrotu wokot osi k spetnia 6 = —

pozostate osie.

0$ najmniejszego i najwiekszego momentu: wspoélczynnik dodatni, chybotanie z
czestoscig %, stabilne.

0% posrednia: wspétczynnik ujemny, zaburzenie roénie jak eM, A =

Q\/(I3 — D) — I)
I3

\_ J

. Niestabilne.

Odpowiedz na pytanie z prologu daje obraz geometryczny. W osiach ciala koniec wektora L musi
leze¢ na sferze o promieniu |L| (staly moment pedu) i jednocze$nie na elipsoidzie L2 /I, +

L3/I, + L3/I; = 2T (stata energia). Porusza sie wiec po krzywej ich przeciecia, zwanej polhodia.
Wokot osi 11 3 przeciecia sg zamknietymi petlami. Przez o$ 2 przechodzi krzywa szczegélna,
separatrysa: dwa wielkie kota przecinajace sie na osi 2. Ruch rozpoczety minimalnie obok osi 2
biegnie wzdluz separatrysy az na druga strone sfery, czyli L w osiach ciala odwraca sie o 180°. W
przestrzeni L stoi w miejscu, wiec to bryla odwraca sie wzgledem L. Po czasie wraca: przewroty
powtarzaja sie okresowo. To dokladnie nakretka Dzanibekowa. O$ 2 jest punktem siodlowym w
jezyku lekcji 4.6 Uklady nieliniowe, ptaszczyzna fazowa i stabilnosé.
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SYMULACJA 1 Ksiazka albo klucz T wiruja swobodnie z (2 = 10 rad/s, z maltym
zaburzeniem € na pozostalych osiach. Rysunek pokazuje bryle z wektorem L ustawionym
pionowo (w przestrzeni jest staty), wykres pokazuje predkos¢ katowa w osiach bryty.
Uruchom animacje dla kazdej z trzech osi.

predkosé katowa w osiach bryty

1,0
0.0 [

-0,5

-1,0

t [s]

—_— W,/Q - (.oy/Q — w,/Q — wektor L (staty, pionowo)
I,:I,:1,1,00 : 1,96 : 2,91 moment wokét osi obrotu posredni

wzrost zaburzeniaA 5,59 1/s przewroty do8s 4

zmiana energii (btad catkowania) 0,000000%

0$ posrednia: zaburzenie ros$nie jak exp(At), A = 5,59 1/s. Bryta co pewien czas przewraca sie 0 180°
i wraca do obrotu wokot tej samej osi, ale ,,do gory nogami”. Zmniejsz €: przewroty przychodza
pdzniej, ale przychodza.

Stan na rysunku: ksigzka 24 x 17 x 3 cm, I = (0,002480; 0,004870; 0,007210) kg-m?,
obrét wokdt osi y z Q = 10 rad/s, zaburzenie € = 0,0100 na pozostatych osiach, t =
0,00 s.
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SYMULACJA 2 Sfera statego |L| w osiach bryly i drogi konica wektora L (polhodie) dla
réznych energii. Czerwone okregi to separatrysa. Ustaw start bardzo blisko osi 2 (maty
kat) i zobacz, jak daleko odjezdza zielona krzywa.

0$ 3

02

— polhodie wokét osi najmniejszego i najwiekszego I

— separatrysa (energia jak przy obrocie wokét osi posredniej) === wybrany ruch
energia 2T/L2 0,558 na separatrysie 2T/L2=1/I, 0,500
wybrany ruch krazy wokot osi 1 (najmniejszy moment)
W osiach bryty wektor L ma statg dtugosc (sfera) i statg energie (elipsoida). Ruch biegnie po

przecieciu obu: wokot osi 1 i 3 to mate zamkniete petle, a przez o$ 2 przechodzi separatrysa. Start
blisko osi 2 lezy blisko separatrysy, wiec L odjezdza az na drugg strone sfery: to jest przewrét.

Stan na rysunku: I = (1; 2,00; 3), |L| =1, start wybranego ruchu 20° od osi 2 w
strone osi 1.

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 30 min
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1 Ksiazka z zadania 1.2 wiruje wokoét osi posredniej z 2 = 10 rad/s. Ile wynosi A? Po jakim
= czasie zaburzenie rosnie e razy?

2  Wyprowadz warunek dla obrotu wokoét osi 3 (najwiekszej) i pokaz, ze chybotanie jest
== stabilne.

3 Rakieta tenisowa: ktéra o$ jest najmniejsza, ktora najwieksza, a ktéra posrednia?
== Ktorym rzutem rakieta sie przewraca?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

4 Rozpraszanie energii i reguta osi hajwiekszej

Bryta doskonale sztywna stabilnie wiruje zaréwno wokoét osi najwiekszego, jak i najmniejszego
momentu. Prawdziwy satelita nie jest sztywny: anteny drgaja, paliwo sie przelewa, konstrukcja
sie ugina. Sily wewnetrzne nie zmieniaja momentu pedu (dzialaja parami), ale zamieniaja energie
obrotu w cieplo. Przy stalym |L| energia czystego obrotu wokoét osi k wynosi

L2
T=—,
21,

wiec jest najwieksza dla osi najmniejszego momentu, a najmniejsza dla osi najwiekszego. Brytla,
ktéra traci energie przy stalym L, musi wiec w koficu wirowac¢ wokot osi najwiekszego momentu.
To regula osi najwiekszej (ang. major axis rule).

Explorer 1, pierwszy amerykanski satelita (1958), byt wydtuzonym walcem z czterema gietkimi
antenami pretowymi. Po wejsciu na orbite wirowat z predkoscig 750 obr/min wokét osi podtuznej,
czyli osi najmniejszego momentu. Drgania anten rozpraszaly energie, kat chybotania (nutacji)
rést, az satelita koziotkowal w ,,ptaskim obrocie” wokdt osi poprzecznej. Moment pedu przez calty
czas byl ten sam. Satelity wirujace projektuje sie od tamtej pory jako sptaszczone (0§ wirowania
jest osig najwiekszego momentu) albo dwuspinowe (zadanie 4.2), a sptaszczonym celowo dodaje
sie thumiki nutacji: rurki z ciecza lub masg na sprezynie, ktére rozpraszajq energie chybotania i
stabilizujq obrot.
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SYMULACJA 3  Satelita osiowo symetryczny z antenami, wektor L staty (pionowo).
Model rozpraszania jest prosty: energia maleje tym szybciej, im wieksze chybotanie. Dla
stosunku momentéw 0,034 (Explorer 1) nutacja ro$nie do 90°. Przesun stosunek powyzej
1 (satelita sptaszczony): ten sam mechanizm tlumi chybotanie.

| 01°1190-T/T,
~

L

— kat nutacji 6 (0$ symetriiodL) — energiaT/T, —— wektor L (staty)
ksztatt wydtuzony (o$ symetrii = o$ najmniejszego I) kat nutacji 6 3,0°

energiaT/T, 1,000 energia koncowa / poczatkowa 0,034

Moment pedu jest staty, a anteny zamieniajg energie obrotu w ciepto. Przy statym L najmniejsza
energie ma obrdét wokot osi najwiekszego I, wiec satelita przechodzi w ,,ptaski obrot” (8 - 90°). Tak
skonczyt Explorer 1.

Stan na rysunku: I_osiowy/I_poprzeczny = 0,034, tempo rozpraszania 0,05 1/s, 6(0) =
3°, t =0s, 8 = 3,0°.

/Z ZADANIA - CZESC 4 2 zadania - ok. 20 min

1 Explorer 1 (Kluever, przyktad 12.4): Lsiowy = 0,17 kg'm?, Ipoprsecany = 5 kg'm?, poczatkowo
= 750 obr/min wokét osi podtuznej. Policz energie poczatkowa i koncowa oraz predkosé
koncowego ptaskiego obrotu.
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2 Dlaczego tlumik nutacji pomaga satelicie splaszczonemu, a szkodzitby wydtuzonemu?
== Co zrobi¢, jesli satelita musi by¢ wydiuzony (np. ze wzgledu na owiewke rakiety)?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

5 Sprzezenie zyroskopowe: smigto i wirniki

Samolot ze Smigtem to bryla z dodatkowym wirujacym elementem o momencie pedu h (stalym w
osiach ciala, jesli obroty silnika sa stale). Catkowity moment pedu to Iw + h i réwnania Eulera
dostaja jeden czlon wiece;j:

e M
58 BRYLA Z WIRNIKIEM

Io+wx (Iw+h)="T.

Czlon w x h dziala jak dodatkowy moment —w X h, prostopadty zaré6wno do osi
wirnika, jak i do osi obrotu kadtuba.

- J

Smigto obracajace sie zgodnie z ruchem wskazéwek zegara, patrzac z kabiny, ma h = (h, 0,0)
wzdtuz osi z (do przodu). Gdy samolot pochyla sie z predkoscia g, —w x h = —(0,¢,0) x
(h,0,0) = (0,0, gh): moment odchylajacy. Podnoszenie nosa odchyla samolot w prawo,
opuszczanie w lewo. Te druga sytuacje zna kazdy pilot samolotu z kétkiem ogonowym: przy
podnoszeniu ogona na rozbiegu samolot ucieka w lewo (obok innych przyczyn, jak strumien
zasmigltowy).

Ten sam czlon ttumaczy, dlaczego wielowirnikowce maja wirniki obracajace sie parami w
przeciwne strony: suma h wynosi zero, wiec sprzezenie zyroskopowe znika (a przy okazji znosi
sie moment oporu wirnikéw, ktéry inaczej obracatby kadtubem). Satelity robig odwrotnie:
celowo montuja wirnik o duzym h (kolo zamachowe), Zeby usztywni¢ orientacje (lekcja 13
Sterowanie orientacja: kota reakcyjne, magnetyki i silniczki).

/. ZADANIA - CZESC 5 3 zadania - ok. 25 min

1 Przyjmij $migto o momencie bezwtadno$ci 3 kg-m? przy 2400 obr/min (liczby przyjete
= dla przyktadu). Samolot pochyla sie z ¢ = 0,5 rad/s. Jaki moment odchylajacy daje
sprzezenie zyroskopowe i jakie przyspieszenie katowe odchylania przy I, = 2500 kg-m??

2  Samolot z tym samym $miglem wykonuje zakret w prawo z predkoscig odchylania r =
= (0,2 rad/s (bez pochylania). Jaki moment zyroskopowy powstaje i wokot ktorej osi?
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3 Dlaczego w modelu samolotu z lekcji 5 Lot w plaszczyznie symetrii: model podtuzny i
== pochodne stateczno$ci zwykle pomija sie h, a w modelu §miglowca nie mozna?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

:= METODA: DYNAMIKA OBROTOWA BRYtLY

1. Tensor: policz I w osiach ciala (z tablic i twierdzenia Steinera); znajdz osie gléwne jako
wektory wlasne.

2. ROéwnania: Jw + w x (Iw + h) = 7 w osiach ciata, kinematyka na kwaternionie.
3. Stabilnos¢: linearyzacja wokot obrotu ustalonego; o$ posrednia jest siodtem.
4. Bryla gietka: state L, malejace T'; dazy do osi najwiekszego momentu.

5. Sprawdzenie: bez momentéw |L| i T musza by¢ stale w symulacji (dobry test

integratora).

Przyktad 6.1
Ile obrotow do przewrotu ksigzki

Ksigzka z zadania 1.2 wiruje wokot osi posredniej z 2 = 10 rad/s, a poczqtkowe zaburzenie na
kazdej z pozostatych osi to 1% predkosci (wektor w odchylony od osi o ok. 0,8°). Kiedy nastqpi
przewrot?

1 A =5,581/s (zadanie 3.1).
2  Zaburzenie musi urosnaé z 0,01 do rzedu 1, czyli e~ 100: ¢t ~ In 100/5,58 = 0,83 s.
3 W tym czasie ksigzka wykonuje 10 - 0,83/(27) ~ 1,3 obrotu.

4  Symulacja nieliniowa (symulacja 1): pierwsza zmiana znaku w, przy t = 1,14 s,
kolejne co 2,03 s.

[ Wynik: przewrdt po okoto sekundzie, zanim ksigzka spadnie na ziemie z reki. ]

Sprawdzenie: zmniejszenie zaburzenia dziesieciokrotnie opdznia przewrot tylko o
In10/A = 0,41 s: dlatego ,,idealny” rzut nie pomaga v'.
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Przyktad 6.2
Explorer 1: dokad prowadzi rozpraszanie

Dane z zadania 4.1. Pokaz, Ze obrot wokdt osi podtuznej przy statym L ma wiecej energii niz
kazdy inny ruch i ze stan koricowy to ptaski obrct.

1 Dlabryly osiowo symetrycznej z katem nutacji 6 (miedzy osia symetriiaL): T =
L (20 4 20) gdzie I, = 0,17, I, = 5.

2 % —Lsin20(4-4)<0dla0<0<90,bol, < L.

3 Malejaca energia wymusza wiec rosnace 6, az do 90°, gdzie T' = L?/(2I,) = 17,8 7.

[ Wynik: nutacja ro$nie monotonicznie do 90°; ptaski obrét z 25,5 obr/min. j

Sprawdzenie: dla bryly sptaszczonej (I, > I;) znak pochodnej sie odwraca i
rozpraszanie zmniejsza 6 (symulacja 3) v.

Przyktad 6.3
Rownania ruchu obrotowego samolotu

Zapisz rownania Eulera dla samolotu z plaszczyzng symetrii xz (tensor z I, # 0) i Smiglem h =
(h,0,0), z momentami aerodynamicznymi (L, M, N').

1 I, 0 —-I,,
I= 0 I, 0 |, Iw+h=(I;p—I,.r+h, Iq, Lr — I,.p).
—I,, O I,

2  w X (Iw+ h), sktadowa y: r(I;p — L,r + h) — p(I.r — I.p) = (I, — I,)pr + Im(p2 —
r?) + rh.

3 Pochylanie: I,g = M — (I, — L.)pr — I.(p? — r?) — rh. Analogicznie dla przechylania i
odchylania, ktére sa sprzezone przez I,,: [,p — It =L+ ..., I — I,,p=N +...

Wynik: trzy réwnania z cztonami zyroskopowymi kadtuba (pr, p* — 7%, pq, qr) i $migta
(rh, gh). W locie prostym (p, ¢, » mate) cztony kwadratowe znikaja po linearyzacji, a
przy pominieciu h ruch podtuzny (q) oddziela sie od bocznego (p, r). Cztony $migta rh
igh saliniowe i sprzegaja oba ruchy.

Sprawdzenie: dla h = 0, I, = 0 wracamy do rownan Eulera w osiach gtéwnych;
czlon —rh zgadza sie z zadaniem 5.2 v.
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7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

x ,Moment pedu zawsze jest rownolegty do predkosci katowej.”

Tylko przy obrocie wokoét osi gtéwnej. W ogédlnosci L = Jw i oba wektory moga tworzyé
duzy kat (hantla: 60°).

x ,,Bez momentu sity predkos¢ katowa jest stata.”

Staly jest moment pedu w przestrzeni. Predko$¢ katowa w osiach ciata zmienia sie
zgodnie z Jw = —w X Iw, czasem gwaltownie (nakretka Dzanibekowa).

x ,,Przewrot przy osi posredniej to efekt niedoktadnego rzutu.”

Niedoktadno$¢ tylko go uruchamia. Zaburzenie ro$nie wyktadniczo, wiec dziesieé razy
staranniejszy rzut opoznia przewrot o niecate pét sekundy.

x  Obrot wokot osi najmniejszego momentu jest stabilny, wiec satelita moze tak wirowac.”

Dla bryly sztywnej tak. Kazda gietko$¢ rozprasza energie i przy statym L przenosi obrot
na o$ najwiekszego momentu.

x ,Sita zyroskopowa to nowa sita.”

To skutek zapisu réwnan w osiach obracajacych sie razem z bryla. W ukladzie
inercjalnym jest tylko L = 7.

s Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej my$lenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 Chybotanie Ziemi. Ziemia jest sptaszczona: (C — A)/A ~ 1/305, gdzie C' to moment
== wzgledem osi biegunowej, A wzgledem osi w plaszczyznie rownika. Jesli o$ obrotu nie
pokrywa sie dokladnie z osia figury, jaki okres chybotania przewiduje zadanie 2.2?

Obserwowany okres (chybotanie Chandlera) to ok. 433 dni. Skad réznica?
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Lewis. Wyjasnij na polhodiach, dlaczego obrdt satelity Lewis wokot osi posredniej
»przelal sie” na inng o$ i dlaczego silniczki sterujace jedna osia nie mogty tego
powstrzymac.

Bak i zyroskop. W lekcji Dziat 4: Ruch obrotowy i bryla sztywna zyroskop z ciezarkiem
nie przewraca sie, tylko krazy (precesja). Wyprowadz predkoséé¢ precesji z L = 7 dla
szybkiego wirnika i poréwnaj z cztonem —w x h z czesci 5.

Przy ro6wnych momentach. Co sie dzieje z niestabilno$cig osi pos$redniej, gdy I» — I1
albo I, — I3? Co to znaczy dla bryt prawie symetrycznych?

Test integratora. W symulacji 1 zmiana energii po 8 s jest rzedu 10~ %%. Zaproponuj, jak
to wykorzysta¢ do sprawdzania kodu symulacji samolotu, w ktérym momenty sit nie sa
zerowe.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

9

Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

Kiedy L || w?

Gdy brytla obraca sie wokoét osi gtdwnej, czyli wektora wiasnego tensora bezwtadnosci.

Dlaczego ré6wnania obrotu pisze sie w osiach ciata?

Tam tensor bezwladnosci jest staty (w osiach gléwnych diagonalny). Cena jest czton
w X Jw.

Jak brzmia ro6wnania Eulera?

Iw + w x Iw = T; w osiach gtéwnych Iw; = (I2 — I3)waws + 71 i cyklicznie.

Wokot ktorej osi obrot jest niestabilny i jak szybko rosnie zaburzenie?

Wokot osi posredniej; A = Q4/(Is — L)(I. — L) /(11 13).
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5 Co mowiregula osi najwieksze;j?

Bryta rozpraszajaca energie przy stalym L konczy w obrocie wokot osi najwiekszego
momentu, bo tam T = L?/(21) jest najmniejsza.

6 Jaki moment daje wirnik o momencie pedu h w obracajacym sie kadlubie?

—w x h; przy $migle pochylanie daje odchylanie i odwrotnie.
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10 Karta wzorow i co dalej

Ve
TENSOR I ENERGIA

L=1Iw,I= [(r’l—rr")dm

T = %wTIw; osie gléwne = wektory wlasne
1

I" = RI’RT

prostopadtoscian: I, = % (b? 4 ¢?)

DYNAMIKA

Iw+wx (Iw+h)=1

& 4 foe ) — I3—D)(—1
o$ posrednia: A = 24/ s

I;—1I
I w3

stale L: T = L?/(2I;), minimum dla Iyax

symetryczna: (2, =

Do przeczytania

* Obowiazkowo: C. A. Kluever, Space Flight Dynamics, rozdz. 12.2-12.4 (tensor, rOwnania

Eulera, stabilno$¢ obrotu, Explorer 1 w przyktadzie 12.4).

* Dla chetnych: H. Schaub, J. L. Junkins, Analytical Mechanics of Aerospace Systems, rozdz. 4
(dynamika bryty, polhodie, bryta z wirnikiem); F. L. Markley, J. L. Crassidis, rozdz. 1

(historia satelity Lewis) i 3.3.

Mamy juz orientacje i dynamike bryty. Zanim zajmiemy sie sitami aerodynamicznymi, wrocinyy
do problemu z automatyki: skqd kontroler lotu wie, jak samolot jest zorientowany? W lekcji 4.5
automatyki tqczylismy gyroskop i akcelerometr w jednej osi. Nastepna lekcja robi to w trzech
osiach, na kwaternionach, z magnetometrem do kursu.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.Masy w +r, r = 0,5 [sin 30°; 0; cos 30°] = [0,25; 0; 0,433]. L =2mr X (w X 1) =2m (r2w —(r-w)r) =
2(0,25 - [0;0; 2] — 0,866 [0,25; 0; 0,433]) = [—0,433; 0; 0,25] kg-m?/s. Kat z osia 2: arctan(0,433/0,25) =
60°. L jest prostopadly do preta i obraca sie razem z nim, wiec tozyska musza dawa¢ zmienny
moment: to ,bicie” niewywazonego kota.

2.1, = £(0,17% + 0,03%) = 2,48 - 103 kg-m? (0§ wzdhuz 24 cm), I, = £ (0,242 + 0,032) = 4,87 - 103 (08
wzdtuz 17 cm), I, = (0,24 4 0,17%) = 7,21 - 10~? (0$ prostopadta do oktadki). Posrednia: o$
rownolegta do krétszego boku oktadki.

3.Dlaplytki z ~ 0: I, = [y’dm, I, = [2*dm, I, = [(z* + y*)dm. Ksiazka: 2,48 + 4,87 = 7,35 wobec 7,21
(w 10~® kg-m?®): réznica 2 - Z¢* = 0,15 - 10~? pochodzi od grubosci 3 cm.

4. w'lw = [ (r’w? — (r-w)?) dm = [|w x r|*dm > 0. Dla wektora wlasnego daje to I;; > 0. Nier6wnos$¢
trojkata: I; + I, — Iy = 2 [ 2°dm > 0 w osiach gléwnych (i analogicznie dla pozostalych). Rownosé
tylko dla plaskiej bryty.

Zadania - czes$¢ 2

1. Lws = (I; — I)w w, = 0, wiec ws jest stale. Predko$¢ obrotu wokoét osi symetrii nie zmienia sie, nawet
gdy bryla sie chwieje.

2.1 = —Quwa, @y = Quw,zQ = (I3 — I)ws/I;. To réwnania oscylatora: w; + iws = Ae™* (lekcja 1.7
Liczby zespolone i fazory). Dla bryly sptaszczonej (I3 > I;) wektor w obiega o$ symetrii w te sama
strone co obrdt, dla wydtuzonej w przeciwna.

3. % ZIkwi = 2Zwklkd)k = 2w wows [(I2 — Ig) + (_[3 — Il) + (Il - IQ)} =0. dit ZIfjw% :
2w1w2w3 [Il(Iz — I3) + Iz(I3 — Il) + 13(_[1 — Iz)] =0. Og(’)lniej: L|cia}o = wxLlLiT=w-Iw=—w-
(w x Tw) = 0.

Zadania - czes¢ 3

1.\ = 10\/(7,21—42,?478)'(74,72817*2’48) =104/0,312 = 5,58 1/s. Czas 1/\ = 0,18 s, czyli mniej niz jedna trzecia

obrotu.

2. Il(sdjl = (IQ — Ig)Q 5&)2, Iz(sd)g = (I3 — Il)Q 6(.1.)1, WIQC 5(4)1 = %925{#1. Pierwszy czynnik

ujemny, drugi dodatni: wspdiczynnik ujemny, czyli oscylator. Ksigzka: czesto$¢ 104/0,911 = 9,5 rad/s.

3. Najmniejszy moment: wokot osi raczki (masa blisko niej). Najwiekszy: wokot osi prostopadiej do
naciagu (cata masa daleko). Posredni: wokot osi lezacej w plaszczyznie naciagu, prostopadtej do
raczki. Rzut ,koziotkiem” woké? tej osi konczy sie dodatkowym pdtobrotem wokot raczki: tzw.
twierdzenie o rakiecie tenisowej.

Zadania - czesc 4

1.wo = 78,5 rad/s, L = 0,17 - 78,5 = 13,35 kg'-m?*/s. T;, = L2/(2 -0,17) =524, T}, = L2/(2 -5) =17,87,
wr, = L/5 = 2,67 rad/s = 25,5 obr/min. Energia spadtla 29 razy, tyle co stosunek momentéw.
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2.

Ttumik rozprasza energie; przy statym L to zawsze przybliza bryte do obrotu wokoét osi najwiekszego
momentu. Dla satelity sptaszczonego to jest 0$ wirowania (chybotanie maleje), dla wydtuzonego os$
poprzeczna (chybotanie rosnie). Satelita wydiluzony potrzebuje aktywnego sterowania albo
konstrukcji dwuspinowej: wirnik w sSrodku daje moment pedu, a reszta wiruje wolno; rozwiazanie z
kursu astronautyki (lekcja 11 Satelita bez sterowania: wirowanie, dwuspin i gradient grawitacyjny).

Zadania - czesc 5

1.

h =3-2400 - 2w /60 = 754 N-m's; moment gh = 377 N-m; 7 = 377/2500 = 0,15 rad/s”. Po sekundzie
gwaltownego pochylania samolot odchyla sie z predkos$cia rzedu 0,15 rad/s, czyli 9°/s: wyraznie
odczuwalne, latwe do skorygowania sterem kierunku.

.—w xh=-(0,0,7) x (h,0,0) = (0, —rh,0): moment pochylajacy —rh = —151 N-m, czyli w d6t (nos w

dot). Przy zakrecie w lewo nos idzie w gére. Pochylanie sprzega sie z odchylaniem w obie strony.

. W samolocie lekkim moment zyroskopowy jest maty w poréwnaniu z momentami

aerodynamicznymi od usterzenia (zadanie 5.1: setki N-m wobec tysiecy), wiec liniowe modele go
pomijaja lub traktuja jako zaktécenie. W §migtowcu wirnik no$ny ma moment pedu poréwnywalny z
momentem pedu catego kadtuba i wlasnie przez niego sterujemy (przechylanie ptaszczyzny wirnika),
wiec sprzezenie jest czescia dynamiki.

Zadania do przemyslenia

1.

1.2 = S4w;, wiec okres w osiach Ziemi to 305 dob: przewidywanie Eulera.

2. Ziemia nie jest sztywna: ptaszcz i oceany odksztalcaja sie pod wplywem zmieniajacej sie sity
odsrodkowej, co czesciowo ,,dopasowuje” wybrzuszenie do chwilowej osi i wydtuza okres. Chandler
zmierzyl go w 1891 roku. To przyklad, w ktérym model bryly sztywnej daje poprawny rzad wielkosci, ale
nie doktadna liczbe.

1. Obrét wokot osi posredniej lezy na separatrysie: najmniejsze zaburzenie przenosi L w osiach ciata daleko
od osi 2, w strone osi o skrajnych momentach. Energia i moment pedu sie nie zmieniaja, zmienia sie tylko
0$, wokot ktorej satelita wiruje.

2. Wedtug raportu komisji badajacej awarie obrotu wokot tej osi nikt nie mierzyt: jedyny czujnik predkosci
katowej w trybie awaryjnym byt dwuosiowy i tej osi nie obejmowat, a sterowanie prébowato utrzymac
inng o$. Silniczki walczyly z przeptywem momentu pedu miedzy osiami, zuzywaty paliwo, az
zabezpieczenie je wylaczylo. Wiasciwe rozwigzanie: wybra¢ do trybu awaryjnego o$ najwiekszego
momentu.

1. Dla szybkiego wirnika L ~ h, poziomo. Moment ciezaru 7 = mgd jest poziomy i prostopadty do h, wiec
obraca h w plaszczyznie poziomej z predkoscia Q, = mgd/h.

2. W osiach zwiazanych z rama zyroskopu: obrét ramy z 2, (pionowo) daje czion €2, x h, ktéry musi by¢
réwny momentowi ciezaru: {2,h = mgd. Ten sam rachunek co moment zyroskopowy $migta.

1. A — 0: niestabilno$¢ stabnie, a separatrysa przylega do okregu wokoét osi o réwnych momentach. Przy
I, = I, 0§ 2 przestaje by¢ wyrézniona, a kazda o§ w plaszczyznie 1-2 jest osia gtéwna.
2. Bryta prawie symetryczna ma bardzo wolny przewrot, fatwo zastoniety przez rozpraszanie energii i

momenty zaklécajace. Klucz T i ksiazka maja momenty wyraznie rézne, dlatego efekt jest szybki i
widoczny.

1. Wytacz sily i momenty zewnetrzne (lub ustaw je na zero na chwile) i sprawdz, czy |L| (w ukladzie
inercjalnym: wektor R Iw) i T pozostaja state. Dryf wskazuje btad w réwnaniach (np. zly znak czltonu
zyroskopowego) albo za duzy krok.

2. Z momentami: sprawdz bilans AT = [ 7 - wdti AL = [ 7" dt. To tani test, ktéry wytapuje wiekszos¢
pomytek w lekcji 10 Symulacja 6 stopni swobody: sktadamy samolot.
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