DYNAMIKA LOTU @ 10

Symulacja 6
stopni swobody:
sktadamy samolot

Dziewie¢ lekcji opisywalto samolot kawatkami: orientacje, bryle
sztywna, aerodynamike ruchu podtuznego i bocznego, ttumiki,
autopilota. Prawie zawsze w postaci liniowej, przy malych
zaburzeniach. Ta lekcja jest projektem: skltadamy wszystko w
jeden nieliniowy symulator sze$ciu stopni swobody, trymujemy
go, sprawdzamy na modelach liniowych, a potem lecimy tam,
gdzie modele liniowe przestaja dziata¢: w przeciagniecie, w
ciasny zakret i w powolna spirale.
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Control and
Simulation, rozdz.
2-3; lekcje 1-9 tej
czesci
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1 Réwnania ruchu: 13 stanéw

2 Model aerodynamiczny: wspétczynniki, przeciggniecie, opoznienie
3 Architektura symulatora: trym, catkowanie, linearyzacja

4 Walidacja i manewry nieliniowe

5 Monte Carlo i projekt
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9  Sprawdz sie
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o Prolog: niebieskie pudto Edwina Linka

Pod koniec lat dwudziestych Edwin Link, syn producenta organéw, zbudowat z mieszkow
organowych i pomp kabine, ktora przechylala sie i pochylata w odpowiedzi na drazek. Lotnicy
traktowali ja jak atrakcje wesolego miasteczka, dopdki w 1934 roku armia amerykanska, po serii
wypadkow pilotéw wozacych poczte w chmurach, nie kupita pierwszych trenazeréw do nauki
lotu wedlug przyrzadéw. W czasie wojny przez ,niebieskie pudta” przeszty setki tysiecy pilotow.

Trenazer Linka nie liczyl zadnych réwnan: odtwarzat tylko, z grubsza, odczucia i wskazania
przyrzadéw. Dzisiejszy symulator to program, ktéry catkuje réwnania ruchu bryly sztywnej z
sitami aerodynamicznymi i jest podstawowym narzedziem projektanta: na nim testuje sie
autopilota, zanim samolot oderwie sie od ziemi. Ta lekcja buduje taki program od zera, z
elementéw, ktére juz znamy.

Pytanie na start. Model liniowy z lekcji 4-5 i symulacja nieliniowa dajq dla matego podmuchu prawie ten
sam przebieg. Po co wiec symulacja nieliniowa? Wymien trzy sytuacje, w ktorych model liniowy na
pewno zawiedzie. Odpowiedz w czesci 4.

1 Rownania ruchu: 13 stanow

Samolot to bryta sztywna (lekcja 2 Bryta w 3D: tensor bezwladnos$ci, rownania Eulera i 0$

posrednia) o masie m i tensorze bezwltadnosci I. Jej stan opisuje 13 liczb:

e M
fs STAN SYMULATORA 6 DOF

vy = [u; v; w| — predkos$¢ w osiach ciata (x w nos, y w prawe skrzydlo, z w dét), m/s;
w = [p; ¢; ] — predkos¢ katowa w osiach ciata, rad/s;

a4 = [q0; ¢1; @; q3) — kwaternion orientacji ciato — NED (lekcja 1 Orientacja w 3D: macierz
obrotu, katy Eulera, o$ i kat, kwaterniony), |q| = 1;

p = [zn; yE; 2p| — polozenie w uktadzie NED, m (wysokos$¢ h = —zp).
_ J

Rownania ruchu to cztery wektorowe rownania pierwszego rzedu:

0
. F,+F . _
Vb:TT—i—RTO — w X Vp, wzfl(Ma—waw),
g

4=390®(0,w), p=R(q)vs

Pierwsze réwnanie to druga zasada dynamiki zapisana w obracajacym sie uktadzie ciata: czton
—w X v pojawia sie dlatego, ze osie, w ktorych mierzymy predko$¢, same sie obracaja (lekcja 2
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Bryta w 3D: tensor bezwladno$ci, réwnania Eulera i o$ posrednia). Grawitacja jest prosta w NED,
wiec przenosimy ja do osi ciata macierza R'. Drugie réwnanie to réwnania Eulera bryty
sztywnej. Trzecie to kinematyka kwaternionu z lekcji 1, czwarte zamienia predkos¢ w osiach ciata

na ruch po mapie.

Dlaczego kwaternion, a nie katy Eulera? Katy Eulera maja osobliwo$¢ przy 6 = £90° (lekcja 1):
symulacja petli albo pionowego wznoszenia by sie wysypala. Kwaternion nie ma osobliwosci,
kosztem jednej nadmiarowej liczby i wiezu |q| = 1, ktéry po kazdym kroku przywracamy, dzielac
przez norme. Katy 1, 6, ¢ liczymy z kwaternionu tylko do wy$wietlania i dla autopilota.

A DLACZEGO ZALOZENIE PLASKIEJ, NIERUCHOMEJ ZIEMI WYSTARCZA

NED traktujemy tu jak uklad inercjalny, a Ziemie jak ptaska. Pomijamy
przyspieszenie Coriolisa od obrotu Ziemi: 2QzV ~ 2-7,3-107° - 55 = 0,008 m/s?,
ok. tysieczna czes¢ g. Dla samolotu lekkiego w locie trwajacym minuty to duzo
mniej niz niepewnos¢ aerodynamiki. Dla pocisku dalekiego zasiegu albo rakiety
nosnej trzeba juz ukltadu zwigzanego z Ziemia, z jej obrotem i krzywizng; Zipfel
opisuje takie symulacje i do tego wrécimy w czesci o rakiecie.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 20 min

1 Bryla sztywna ma 6 stopni swobody. Dlaczego symulator ma 13 stan6éw, a nie 12?

2  Samolot leci poziomo, bez przechylenia, z pochyleniem 6§ = 4,26° (réwnym katowi
= natarcia). Ile wynosi sktadowa sity ciezkosci wzdtuz osi z ciata przy m = 1100 kg? Co
musi ja zrownowazyc¢?

3 Samolot leci z predkoscia u = 55 m/s i zaczyna podnosi¢ nos z ¢ = 0,1 rad/s, przy statych
= 9 = 0iw.Jakie przyspieszenie wzdluz osi z ciala musi wytworzy¢ sita aerodynamiczna
(ponad ciezar), i co to oznacza fizycznie?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

Model aerodynamiczny: wspoétczynniki,
przeciagniecie, opéznienie

Cala fizyke samolotu zawieraja sity F, i momenty M,. Symulator liczy je w kazdym kroku z
biezacego stanu: najpierw predkos¢ V = |v;|, kat natarcia a = atan2(w, u), kat Slizgu g =
arcsin(v/V) i ciénienie dynamiczne g = 1 p(h)V? z gestoscia z atmosfery wzorcowej, a potem
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wspotczynniki. Uzywamy doktadnie samolotu z lekcji 4 Statecznos¢ statyczna i trym: dlaczego
samolot ma ogon-7 Ruch boczny: przechylenie, spirala i holendrowanie:

~ )
5fa MODEL AERODYNAMICZNY SYMULATORA

Skrzydto: Cr, = awa do a, = 147, dalej spada z nachyleniem —1,5/rad (przeciagniecie).
Usterzenie: ay = a1 — j—;) + j—i dl‘ff +i +718.+gq l{}, Cr.H = agom.
Calosé: Cr, = CL,w + US?HCL,H, Cpn = myac T (h — haC)CL — UVHCL,H-

2
Lw

Opor: Cp = Cpy +
meA

+ 1,0 - max(0, |a| — ay).

Ruch boczny: Cy, Ci, C, liniowe w 3, p, 7, 4,4, 6, z pochodnymi z lekcji 7 (np. Cy,, = -CL/8,
Clr = CL/4 +...).

Sily w osiach ciala: X = Lsina — Dcosa+7T, Z = —Lcosa — Dsina, Y = gSCy.
- J

Trzy rzeczy w tym modelu sa nowe w poréwnaniu z modelami liniowymi. Po pierwsze,
przeciagniecie: powyzej 14° sita no$na skrzydta maleje, a op6r gwaltownie ro$nie. To bardzo
uproszczony model (prawdziwe przeciagniecie ma histereze, zalezy od &, jest niesymetryczne i
potrafi przej$¢ w korkociag), ale wystarcza, zeby zobaczy¢ granice obszaru, w ktéorym dziata
linearyzacja. Po drugie, predko$¢ wplywa przez gi V' w mianownikach dokladnie, a nie przez
pochodne X,, Z,. Po trzecie, ruch podtuzny i boczny sa w jednych rownaniach: w przechyleniu
sita nos$na nie jest pionowa, a to sprzega oba ruchy.

Czlon z @ wymaga uwagi. Strumien odchylony przez skrzydlo dociera do usterzenia po czasie
lg/V (lekcja 5 Lot w plaszczyZznie symetrii: model podtuzny i pochodne stateczno$ci: pochodna
M,). W symulatorze & zalezy od w, a w od sil, ktére zaleza od a: petla algebraiczna. Najprostsze
wyjscie, stosowane w wielu symulatorach, to wziaé & z poprzedniego kroku, z réznicy wstecznej
(ar — ag—1)/At. Przy kroku 0,01 s opdznienie o jeden krok jest pomijalne wobec statej czasowej
ly/V =0,08s.

e
/\ PULAPKA: STALE Z LEKCJI LINIOWYCH TO NIE DANE A
Model ma postaé jawnych wspotczynnikow, ale ich warto$ci dla ruchu bocznego
oszacowalismy w lekcji 7 z geometrii (poréwnujac z wykladem dla Cessny 172), a
geometrie usterzenia przyjeliSmy. Symulator dokladnie catkuje réwnania, ale nie

wie wiecej o samolocie niz ten model. Prawdziwe symulatory uzywaja tablic
wspoéiczynnikéw z tunelu i préb w locie, czesto z setkami punktéw w a, 3, liczbie
Macha i wychyleniach.
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/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 25 min

1 Ile wynosi najwiekszy wspétczynnik silty nosnej skrzydta w modelu (a,, = 4,94/rad)?
- Oszacuj predkos$¢ przeciagniecia samolotu o masie 1100 kg i powierzchni 16,2 m* na
poziomie morza, pomijajac site na usterzeniu.

2 Dlaczego symulator nie moze po prostu policzy¢ & z biezacego w w tym samym
= wywolaniu funkcji prawej strony? Podaj dwa sposoby rozwigzania problemu inne niz ,,&
z poprzedniego kroku”.

3 Policz wspétczynnik oporu w trymie (a = 4,26°) i przy a = 19,4° (najwiekszy kat w
== symulacji silnego wyrwania). Przyjmij Cpy = 0,03, meA = 18,4.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

Architektura symulatora:
trym, catkowanie, linearyzacja

Symulator ma cztery czesci, ktére warto pisaé osobno i testowac osobno (tak radzi tez Zipfel):

4 N
§f8 ELEMENTY SYMULATORA

1. Prawa strona x = f(x, u): model aerodynamiczny, atmosfera, réwnania ruchu. Funkcja

bez pamieci.

2. Trym: szukamy a, ., T, przy ktérych & = w = ¢ = 0 w locie poziomym. Trzy
niewiadome, trzy réwnania, metoda Newtona (lekcja 6.2 Metody numeryczne: Python i
C++) z jakobianem z réznic skoniczonych.

3. Catkowanie: RK4 ze stalym krokiem At = 0,01 s, normalizacja kwaternionu po kazdym
kroku.

4. Petla symulacji: co krok odczyt stanu, regulatory (autopilot) licza sterowanie,
sterowanie stoi przez caly krok (prébkowanie z podtrzymaniem), zapis wynikow.

- J

Trym daje dla naszego samolotu przy 55 m/s: a = 4,261°, 6. = —2,639°, T' = 1123 N. Model liniowy
z lekcji 4 dawat 4,292° i —2,672°. Réznica jest prawdziwa i ma prosty powdd: w symulatorze ciag
dziata wzdluz osi kadtuba, wiec ma sktadowsq pionowa 7'sin a = 83 N, ktéra odcigza skrzydio
(przyklad 6.1).
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Ostatni element to linearyzacja numeryczna: macierz A = 9f/0x w punkcie trymu z réznic
centralnych, kolumna po kolumnie. To pozwala poréwnaé¢ symulator z modelami liniowymi z
lekcji 4-7. Jest jedna putapka: f zalezy tez od &. Linearyzacja, ktéra to pomija, dostaje dla modu
krétkookresowego —3,81 + 5,05¢ (¢ = 0,60), a lekcja 4 miata —4,92 4+ 4,11¢ ({ = 0,77). Brakuje

T

ttumienia od M. Poprawnie: x = Ax + b &, gdzie & = ¢' x, wiec

_8_f T. uwW — WU

. T\ -1 .
XZ(I—bC) AX, b—ad, CX—m.

Z tym poprawionym wzorem: mod krétkookresowy —4,80 + 4,054, fugoida —0,0166 + 0,2084;
lekcja 4: —4,92 £+ 4,117 —0,0165 + 0,206¢. Fugoida zgadza sie prawie dokladnie, mod
krétkookresowy do 2-3%; reszte wyjasniaja uproszczenia lekcji 4 (np. opor liczony z catkowitego
Cr, inny kierunek ciagu).

Druga pulapka linearyzacji dotyczy kwaternionu. Zeby poréwna¢é bieguny z lekcjami 4-7,
sprowadzamy 13 standéw do zmiennych fizycznych (u, w, q,0) i (v,p,r, ¢): x = x¢ + T'z, gdzie
kolumny 7' to pochodne stanu po 0, ¢ itd.,i A, = T AT. Wybranie z macierzy samych wierszy i
kolumn ¢; albo ¢ jest btedem: przy 6y # 0 zmiana przechylenia porusza kilka sktadowych
kwaternionu naraz. Co wiecej, w ruchu bocznym trzeba dotaczy¢ do T takze kierunek v (i potem
go odrzuci¢, bo kurs nie wplywa na dynamike): przy 6y # 0 kierunki ,zmiana ¢” i ,zmiana ¢)” w
przestrzeni kwaternionow nie sa prostopadle, a rzut na samo ¢ myli zmiane kursu ze zmiana
przechylenia. Pierwsza wersja skryptu do tej lekcji popelnila ten blad i dostala mod spiralny trzy
razy za szybki. Najpewniejszy test: warto$ci wiasne calej macierzy 13 x 13 (pie¢ z nich to zera od
potozenia, kursu i normy kwaternionu) musza zawiera¢ wszystkie bieguny modeli
zredukowanych.
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Python - szkielet symulatora (petna wersja: tools/verify/110.py)

import numpy as np

def f(x, u, ald):
"""Prawa strona: x = [uvwpaqgrgd gl g2 g3 xN yE zD], u = [de da dr T]."""
vb, w, g, pos = x[0:3], x[3:6], x[6:10], x[10:13]
F, M = aero(x, u, ald) # model z czeSci 2, osie ciata
R = g2R(q) # ciato -> NED (lekcja 1)
vdot = (F + R.T @ [0, 0, m*g]) / m - np.cross(w, vb)
wdot np.linalg.solve(I, M - np.cross(w, I @ w))
qdot = 0.5 * gmul(qg, np.r_ [0, w])
return np.r [vdot, wdot, gqdot, R @ vb]

def rk4(x, u, dt, ald):
kl = f(x, u, ald); k2 = f(x + dt/2*kl, u, ald)
k3 = f(x + dt/2*k2, u, ald); k4 = f(x + dt*k3, u, ald)
X = x + dt/6*(k1l + 2*¥k2 + 2*k3 + k4)
x[6:10] /= np.linalg.norm(x[6:107]) # wiez |q] =1
return x

def simulate(x0, ctrl, TF, dt=0.01):
x, st, out = x0.copy(), {}, [I
al prev, ald = np.arctan2(x[2], x[0]), 0.0
for k in range(int(round(TF/dt)) + 1):
u = ctrli(k*dt, x, st, dt) # autopilot: prdbkowanie co krok
out.append(np.r [k*dt, x, ul)
x = rkd4(x, u, dt, ald)
al = np.arctan2(x[2], x[0]); ald = (al - al prev)/dt; al prev = al
return np.array(out)

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 25 min

1 Trym szuka trzech niewiadomych z trzech réwnan 4 = w = ¢ = 0. Dlaczego nie trzeba
«  sprawdzac¢ pozostatych trzech rownan dynamiki (v, p, 7)?

2 Najszybszy mod naszego samolotu to przechylenie z A = —12,5/s. Obszar statecznosci
== RK4 na osi rzeczywistej siega AAt ~ —2,79. Jaki najwiekszy krok jest jeszcze stateczny?
Dlaczego uzywamy duzo mniejszego?

3 Linearyzacja bez czlonu & daje mod krotkookresowy —3,81 + 5,054, z cztonem —4,80 +

4,05i. Oblicz w,, i { w obu przypadkach. Ktory parametr zmienia sie bardziej i dlaczego?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Walidacja i manewry nieliniowe

Symulator, ktéry nie zostal sprawdzony, to generator przekonujacych wykreséw. Kolejnos¢
sprawdzania: najpierw testy bez aerodynamiki (bryta swobodna zachowuje energie i moment
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pedu, lekcja 2), potem trym (f = 0 w trymie; u nas reszta 2 - 10~1%), potem zgodno$¢ z modelem
liniowym dla matych zaburzen, a dopiero potem manewry, ktérych model liniowy nie opisuje.

Maly podmuch. Pionowy podmuch zwieksza kat natarcia skokowo o 2°. Symulacja nieliniowa i
model liniowy z lekcji 4 réznia sie najwyzej o 0,010°. Przy 8° réznica rosnie do 0,038°, prawie
dokladnie czterokrotnie. To wazna wskazéwka: gdyby réznica pochodzila z nieliniowo$ci, rostaby
jak kwadrat amplitudy (szesnastokrotnie). Ro$nie liniowo, wiec pochodzi z drobnych réznic
miedzy modelami (ciag wzdtuz kadtuba, opdr), a nie z nieliniowosci.

Wyrwanie. Ster w gére o Ad, przez 3 s, potem z powrotem. Przy 4°: najwiekszy kat natarcia 7,1°,
predkos¢ spada do 40,9 m/s, wysoko$¢ rosnie o 73 m. Przy 8°: 9,9°, 27,6 m/s, 116 m. Przy 12°: 19,4°,
czyli przeciagniecie, predkos¢ 15,8 m/s. Model liniowy (z u jako matym zaburzeniem) juz przy 4°
rozjezdza sie w predkosci: spadek o 14 m/s to nie jest mate zaburzenie predkosci 55 m/s.

Ciasny zakret. Autopilot z lekcji 9 Autopilot: petle wewnetrzne i zewnetrzne zadaje przechylenie i
trzyma wysokosé, z kompensacja g w zakrecie: w ustalonym zakrecie samolot obraca sie w
pochyleniuz g = (g/V) tan ¢ sin ¢, i petla ttumienia nie moze z tym walczy¢. Przy 30° wszystko
jest tagodne: samolot traci najwyzej 19,5 m. Przy 60° przeciazenie wynosi 1/ cos 60° = 2 g; sita
nos$na musi sie podwoié, wiec opor indukowany rosnie czterokrotnie. Z automatem ciagu: ciag
chwilowo do 2458 N, strata wysokos$ci najwyzej 39 m; catka automatu ciggu ustala sie powoli i
dopiero po ok. 200 s zakret jest naprawde ustalony: ciag 1790 N, kat natarcia 8,5°. Bez automatu
ciaggu ten sam autopilot ciagnie coraz mocniej, az do kata natarcia 20°, za przeciagnieciem:
samolot traci 610 m. Modele liniowe, osobne dla ruchu podtuznego i bocznego, nie widza tego
sprzezenia w ogole.

Puszczone stery. Samolot wytrymowany, przechylony o 20°, stery puszczone. Spirala z lekcji 7
Ruch boczny: przechylenie, spirala i holendrowanie jest stateczna, wiec przechylenie maleje: w
symulacji do 16,7° po 10 s, 14,8° po 30 si 11,7° po 60 s. Model liniowy z lekcji 7 daje 15,8°, 10,8° i
6,1°. Linearyzacja symulatora wyjasnia réznice: mod przechylenia —12,46/s (lekcja 7: —12,65) i
holendrowanie —0,68 + 3,05¢ (—0,58 + 3,047) zgadzaja sie niezle, ale mod spiralny ma —0,0067/s,
czyli stalg czasowa 149 s zamiast 52 s. Przyczyna: lekcja 7 liczy w osiach statecznosci (z zerowym
I, w tych osiach), a symulator przyklada te same pochodne do predkosci katowych w osiach
ciata, nachylonych o ay = 4,3°, z zerowym I, w osiach ciata. To dwa troche rézne samoloty.
Sprawdzenie numeryczne: gdy w symulatorze liczy¢ momenty boczne z predkosci katowych w
osiach stateczno$ci i przeliczy¢ tensor bezwladnosci (I, = —102 kg-m? w osiach ciata),
linearyzacja daje —12,65, —0,58 + 3,047 i —0,0193, czyli dokladnie lekcje 7. Spirala, ktéra jest
réznica dwoch matych iloczynow pochodnych (lekcja 7), wychwytuje taka niespojnosc pierwsza.
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SYMULACJA 1 Nieliniowy symulator 6 DOF samolotu z lekcji 4-7, liczony w
przegladarce (RK4, krok 0,01 s). Cztery scenariusze: podmuch (poréwnanie z modelem
liniowym), wyrwanie sterem wysokosci (do przeciagniecia), zakret z autopilotem z lekcji
9 (z automatem ciagu i bez) i puszczone stery w przechyleniu. Suwak czasu przesuwa
samolot po torze.

Ao [°]
2
1
0 L

AV [m/s] (liniowy: u)
1
O /\
-1

5 10 15 20 25
t[s]
— symulacja nieliniowa = = model liniowy (lekcje 4-7) = predkos$¢ albo wysokos¢ (nieliniowo)

= = kat natarcia o (zakret)
najwieksza roznica Aa: nieliniowy - liniowy 0,010° najwiekszy kat natarcia 6,3°

najmniejsza predkos¢ 54,4 m/s wysokos¢: min/ max -6 / 2 m

Maty podmuch: symulacja nieliniowa i model liniowy z lekcji 4 i 5 pokrywaja sie z doktadnoscia
setnych czesci stopnia. To jest test walidacyjny: gdyby sie nie pokrywaty, btad jest w jednym z
modeli.

Stan na rysunku: scenariusz podmuch, parametr 2°; samolot z lekcji 4-7 (1100 kg, 55
m/s, poziom morza), trym metoda Newtona: o = 4,26°, 6_e = -2,64°, T = 1123 N; RK4 z
krokiem 0,01 s, przeciaggniecie skrzydia przy 14°.

Odpowiedz na pytanie z prologu: model liniowy zawiedzie wszedzie tam, gdzie zaburzenie nie
jest mate (predkos¢ zmienia sie o kilkadziesiat procent, kat natarcia dochodzi do przeciagniecia),
gdzie ruch podtuzny i boczny sie sprzegaja (zakret z duzym przechyleniem, korkociag) i gdzie
dzialajg ograniczenia (nasycenie stero6w i ciggu, logika trybow autopilota). Do tego dochodza
efekty, ktérych nie ma w modelu w ogdle, ale to juz kwestia modelu, a nie linearyzacji.
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/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 30 min

1 W symulacji wyrwania sterem o 8° predkos$¢ spada z 55 do 27,6 m/s, a wysoko$¢ rosnie
== najwyzej o 115,8 m. Sprawdz bilansem energii, czy te liczby sa spdjne. Co to mowi o
réznicy ciggu i oporu w tym manewrze?

2 Oszacuj ciag potrzebny w ustalonym zakrecie z przechyleniem 60° przy 55 m/s. Przyjmij,
= 7e w locie poziomym op6r 1123 N sklada sie z oporu indukowanego ok. 220 N i reszty
niezaleznej od sity nosnej. Poréwnaj z symulacja.

3  Wsymulacji z puszczonymi sterami przechylenie po 60 s wynosi 11,7°, a w modelu

== liniowym 6,1°. Spirala ma w linearyzacji symulatora —0,0067/s, a w lekcji 7 —0,0191/s. Ile
wynosza stale czasowe spirali w obu modelach i jaki bytby wynik z samego modu
spiralnego, startujac od 20°?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

5 Monte Carlo i projekt

Jeden przebieg symulatora odpowiada jednemu samolotowi w jednych warunkach. Prawdziwy
samolot lata z réznym zaladunkiem, a Srodek ciezko$ci przesuwa sie z paliwem i pasazerami.
Analiza Monte Carlo losuje parametry z ich rozkladéw, dla kazdego losowania trymuje i
linearyzuje (albo symuluje manewr) i patrzy na rozrzut wynikéw. W naszym przyktadzie:
polozenie $rodka ciezkosci h ~ N(0,30; 0,04%), masa jednostajnie od 900 do 1250 kg, bezwtadnoéci
skalowane z masa, 400 losowan (ziarno 7).

~ )
58 WYNIKI MONTE CARLO (400 LOSOWAN)

Wylosowane h od 0,187 do 0,401; punkt neutralny h,, = 0,51, wiec wszystkie przypadki sa
statecznie statycznie i zaden mod nie jest niestateczny.

Ster wysoko$ci w trymie od —5,4° do —0,4°; najbardziej ujemny przy przednim $rodku
ciezko$ci i duzej masie.
Ttumienie modu krétkookresowego (,,: najmniejsze 0,65 (mediana 0,76). Ttumienie
fugoidy: najmniejsze 0,071 (mediana 0,081).

- J

Najgorszy przypadek dla ttumienia krétkookresowego to przedni §rodek ciezkosci (h = 0,20) z
duza masa: duza sztywnos¢ M, przy tym samym ttumieniu M, podnosi czesto$¢, a nie ttumienie.
Wynik jest sp6jny z lekcja 6 (wymagania MIL dla (,, od 0,35 sa spelnione z duzym zapasem).
Monte Carlo nie dodaje fizyki; dodaje odpowiedz na pytanie ,,czy w calym zakresie”, ktorego jeden
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przebieg nie daje. Ma dwa ograniczenia: wynik jest tylko tak dobry, jak przyjete rozkiady, a
rzadkie zdarzenia (np. z prawdopodobiefistwem 10~%) wymagaja ogromnej liczby losowan.

Projekt: rozbuduj symulator

1. Test integratora. Wylacz aerodynamike i grawitacje, nadaj bryle obrét wokét osi posredniej
(lekcja 2). Sprawdz zachowanie energii i momentu pedu dla krokéw 0,011 0,1 s.

2. Trym w zakrecie. Rozszerz trym o ¢, 04, 6,, 8 i warunek ¢ = const. Poréwnaj ciag z
symulacja z autopilotem.

3. Wiatr. Dodaj predko$¢ wiatru w NED: aerodynamika ma liczy¢ sity od predkosci wzgledem
powietrza v, — R"wygp. Sprawdz, ze staty wiatr tylko przesuwa tor.

4. Turbulencja. Dodaj podmuchy z filtru pierwszego rzedu sterowanego szumem (lekcja 9) i
zbadaj Monte Carlo rozrzut wysokosci w zakrecie 30°.

5. Thumiki i autopilot. Dotacz ttumik odchylenia z lekcji 8 i sprawdz $lizg w zakrecie 60°.

/. ZADANIA - CZESC 5 2 zadania - ok. 20 min

1 Polozenie $rodka ciezko$ci ma rozktad N(0,30; 0,042), a punkt neutralny jest w h,, =
= (,51. Jakie jest prawdopodobienstwo, Ze losowanie da samolot statycznie niestateczny?
Czy Monte Carlo z 400 losowaniami moze to wykry¢?

2 Chcesz oszacowa¢ metoda Monte Carlo prawdopodobienistwo p ~ 1%, ze autopilot w
== turbulencji przekroczy dopuszczalna strate wysokosci, z btedem standardowym 20%
wartosci. Ile losowan potrzeba?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: BUDOWA I SPRAWDZENIE SYMULATORA

1. Konwencje na piSmie: uklady (NED, osie ciala), znaki steréw, kolejnos¢ stanow,
jednostki. Wiekszos$¢ btedéw symulatorow to btedy znakow.

. Prawa strona jako funkcja bez pamieci; aerodynamika osobno od réwnan ruchu.

. Testy bez aerodynamiki: spadek swobodny, bryta swobodna (energia, moment pedu).

A W N

. Trym i sprawdzenie f = 0; poréwnanie z recznym rachunkiem.

5. Linearyzacja (z cztonami zaleznymi od pochodnych stanu) i poréwnanie biegunow z
modelami liniowymi.

6. Mate zaburzenia nieliniowo kontra liniowo; potem manewry duze, ze sprawdzeniem

bilanséw energii.

Przyktad 6.1
Skad réznica trymu
Model liniowy z lekcji 4 daje w trymie o = 4,292°, symulator 4,261°. Wyjasnij roznice
rachunkiem.

1 Wlekcji 4 sita no$na rownowazy caly ciezar: L = mg = 10 791 N.

2 W symulatorze cigg T' = 1123 N jest wzdluz osi kadtuba, nachylonej o a do toru: jego
skladowa prostopadta do toru to T'sina = 1123 - 0,0743 = 83 N.

3 Silanos$na potrzebna jest mniejsza o 83 N. Przy ¢S = 30016 N i nachyleniu krzywej
no$nosci catego samolotu a = 5,39/rad (lekcja 4) to Aa = 83/(30016 - 5,39) = 5,1 -10*
rad = 0,029°.

[ Wynik: 4,292° — 0,03° ~ 4,26°, zgodnie z symulatorem. ]

Sprawdzenie: gdy w symulatorze skierowaé ciag wzdtuz predkosci, trym daje
dokladnie 4,292° i —2,672° jak lekcja 4 v. Ciag 1123 N wobec oporu 1111 N z lekcji 4
to juz inna sprawa: nachylenie ciggu daje tu tylko ok. 3 N, reszte daje nieco inny
model oporu (opér indukowany liczony z sity nos$nej skrzydta, a nie catego
samolotu).
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Przyktad 6.2
Zakret 60° bez automatu ciggu

Autopilot zadaje przechylenie 60° i trzyma wysokosc sterem wysokosci, przepustnica stoi na 1123
N. Przewidz, co sie stanie, i porownaj z symulacjq.

1 W zakrecie n = 2: potrzeba ok. 1600-1800 N ciagu (zadanie 4.2), jest 1123 N. Brakuje
ok. 660 N, czyli E/(mg) = —ATV /(mg) ~ —660 - 55/10791 ~ —3,4 m/s.

2  Petla wysokosci podnosi nos, zeby nie traci¢ wysokosci. Samolot zwalnia, przy
mniejszej predkosci potrzeba wiekszego C, opér indukowany rosnie dalej:
sprzezenie zwrotne dodatnie.

3 Katnatarcia ros$nie do przeciagniecia, sita nosna przestaje rosna¢, samolot opada
mimo nosa w gore.

[ Wynik: symulacja: kat natarcia do 20,1°, predkos$¢ do 41 m/s, strata 610 m w 80 s. ]

Sprawdzenie: $rednio 610/80 = 7,6 m/s opadania, ponad dwa razy wiecej niz
oszacowane 3,4 m/s, bo za przeciagnieciem opor jest kilkukrotnie wiekszy (zadanie
2.3) v. To jest scenariusz ,drugiej strony krzywej oporu” z lekcji 9.
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Przyktad 6.3
Jak duzo daje czton
o

w podmuchu

Po skokowym podmuchu Aa = 2° symulator i model liniowy dajq po 0,3 s Aa = 0,394° i 0,384°.
Czy pominigcie M, zmienitoby ten wynik bardziej niz roznica modeli?

1 Bez a mod kréotkookresowy ma —3,81 + 5,057 zamiast —4,80 + 4,05i: stabsze
tlumienie, ale tez wyzsza czesto$¢ ttumiona.

2 Prosty rachunek z samej obwiedni e ¢“»* sugerowatby, ze bez & odpowiedz po 0,3 s
bedzie wigksza (0,32 wobec 0,24). To mylacy skrét: po 0,3 s jestesmy w okolicy
pierwszego przejscia przez zero, a o wartosci decyduje faza drgan, czyli czestosé
ttumiona.

3 Symulacja z @ wymuszonym na zero daje po 0,3 s Aa = 0,175° zamiast 0,394°: réznica
0,22°.

Wynik: pominiecie cztonu & zmienia odpowiedz ok. dwudziestokrotnie bardziej (
0,22°) niz réznica miedzy modelem nieliniowym a liniowym (0,010°).

Sprawdzenie: to dlatego linearyzacja numeryczna musi uwzgledniac &: bez tego
,walidacja” porownywalaby dwa rézne samoloty. Przy okazji: oszacowanie z
obwiedni pomylito sie co do znaku efektu, wiec liczby, ktére daja sie policzyé¢, lepiej
policzy¢ v.

7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

x ,,Symulacja nieliniowa jest doktadniejsza niz model liniowy.”

Doktadniej catkuje réwnania, ale model sit moze by¢ tak samo niepewny. Dla matych
zaburzen oba modele dajg to samo; réznica w spirali (czes¢ 4) pochodzi z drobnej
niespdjnosci modelu, a nie z nieliniowo$ci.

x  ,,Skoro symulacja daje gtadkie wykresy, jest poprawna.”

Btad znaku albo zamienione osie daja gltadkie, przekonujace i catkowicie fatszywe
wyniki. Poprawnos$¢ pokazuja testy: trym, bilanse energii, zgodno$¢ z modelem
liniowym.

10 - Symulacja 6 stopni swobody: sktadamy samolot 15/21



X

8

»Mniejszy krok zawsze daje lepszy wynik.”

Po pewnym progu btad calkowania jest duzo mniejszy niz btad modelu i niczego juz nie
zmienia, a przy bardzo matym kroku rosna bledy zaokraglen i czas obliczen. Krok
dobiera sie do najszybszych modéw i do czestotliwosci regulatorow.

»Kwaternion nie wymaga normalizacji, bo RK4 jest doktadny.”

Kazdy integrator powoli wyprowadza kwaternion z jednostkowej sfery. Normalizacja po
kroku jest tania i konieczna.

,»Monte Carlo znajdzie kazdy grozny przypadek.”

Znajdzie typowe przypadki z przyjetych rozkladéw. Zdarzenia rzadkie wymagaja
ogromnej liczby losowan albo analizy najgorszego przypadku; zdarzenia spoza modelu
nie pojawia sie wcale.

Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej mys$lenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

Dwa samoloty pod jedna nazwa. Lekcja 7 i symulator maja te same pochodne boczne, a
rézne mody spiralne (—0,0191 i —0,0067/s). Zaproponuj eksperyment numeryczny, ktéry
rozstrzygnie, czy przyczynag jest wybor osi, i przewidz jego wynik.

Przeciagniecie w modelu. Nasz model przeciggniecia jest symetryczny i bez histerezy.
Wymien trzy zjawiska z rzeczywistego przeciagniecia, ktérych symulator nie pokaze, i
jak mozna by je przyblizy¢.

Dlaczego autopilot bez automatu ciagu ciagnie do przeciagniecia. Uldz prosty
argument, ze w zakrecie 60° przy stalym ciaggu petla wysokosci dziala jak sprzezenie
dodatnie, i wskaz, ktére ograniczenie w autopilocie by to przerwato.

Krok symulacji i regulator. Autopilot w symulatorze liczy sterowanie co 0,01 s.
Prawdziwy komputer poktadowy pracuje np. z 50 Hz, a serwo ma stala czasowa 0,05 s.
Jak to zamodelowac i czego sie spodziewac?
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5  Weryfikacja a walidacja. Inzynierowie symulacji odr6zniaja weryfikacje (,,czy dobrze
== rozwigzujemy réwnania”) od walidacji (,,czy to dobre rownania”). Ktore z testéw w tej
lekcji sa ktérymi i czego brakuje do walidacji?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

14 °
9 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Jakie 13 stanéw ma symulator 6 DOF?

Predkos¢ w osiach ciala (3), predkos¢ katowa (3), kwaternion orientacji (4), polozenie w
NED (3).

2 Skad w réwnaniu predkosci czton —w X v;?

Predkos$¢ mierzymy w obracajacych sie osiach ciata; to pochodna wektora w uktadzie
obracajacym sie.

3 Jak symulator trymuje samolot?

Newtonem na «, 6,, T' z warunkéw @ = w = ¢ = 0, z jakobianem z réznic skoficzonych.

4  Dlaczego linearyzacja musi uwzglednia¢ &?

Bo inaczej gubi My, czyli cze$¢ ttumienia modu krétkookresowego (¢ 0,60 zamiast 0,76).

5 Jak odréznié, czy réznica dwoch modeli pochodzi z nieliniowo$ci?

Sprawdzi¢, jak ro$nie z amplituda: nieliniowo$¢ daje réznice rosnaca jak kwadrat
amplitudy, niespdjno$¢ modeli liniowo.

6 Do czego stuzy Monte Carlo i czego nie potrafi?

Do rozrzutu wynikéw przy losowych parametrach w calym zakresie; nie znajdzie
zdarzen bardzo rzadkich ani spoza modelu.
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10 Karta wzorow i co dalej

e M
ROWNANIA 6 DOF NARZEDZIA
vy = (Fo+Fr)/m+ R'g —w x v trym: Newton na (o, d,T),u =w =4 =0
w=I"'M, - wx Iw) RK4: stateczny dla AAt 2 —2,79, biad

4
q4=1q®(0,w), p=Rv At

a = atan2(w, u), B = arcsin(v/V), § = linearyzacjaz &: x = (I —be')1Ax

V2 Monte Carlo: btad /p(1 — p)/N
X =Lsina—Dcosa+T,Z = —Lcosa — zakret: n = 1/ cos ¢, opor indukowany o
Dsina n?

o /

Do przeczytania

* Obowiazkowo: B. L. Stevens, F. L. Lewis, E. N. Johnson, Aircraft Control and Simulation
(Wiley, wyd. 3), rozdz. 2-3: model samolotu, trym, linearyzacja i symulacja; wzorcowy
przyklad w kodzie.

¢ Dla chetnych: P. H. Zipfel, Modeling and Simulation of Aerospace Vehicle Dynamics (AIAA):
cze$ci o symulacjach 5i 6 DOF, w tym z obracajaca sie, kulista Ziemia; tegoz autora Building
Aerospace Simulations in C++ o architekturze symulatoréw.

4 N
Samolot jest zlozony: od kwaternionu po autopilota, w jednym programie, ktory umie powiedziec,
kiedy prostsze modele klamiq. Kolejna czes¢ zamienia skrzydla na silnik: rakieta nie ma sity nosnej,
ktdra by jq stabilizowata, ma za to ciqg, ktory mozna obracac. Ta sama bryla sztywna i te same

petle sterowania, ale z masq, ktora znika w trakcie lotu.

o J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. Sze$¢ stopni swobody to 12 standw (3 polozenia, 3 katy, 3 predkosci, 3 predkosci katowe). Orientacje
opisujemy jednak kwaternionem, czyli czterema liczbami zwiazanymi wiezem |q| = 1. Stad 13 liczb
przy 12 niezaleznych stanach.

2. R"[0;0; mg] ma sktadowa = réwna —mgsin§ = —1100 - 9,81 - 0,0743 = —802 N. Nos jest w gore, wiec
ciezar ,ciggnie” samolot do tylu wzdtuz osi z. ROwnowazy ja prawie w calosci sktadowa sity nosne;j:
sitla nosna jest prostopadia do predkosci, a nie do osi z, wiec ma sktadowa L sin @ =~ mgsina = 802 N
do przodu wzdtuz osi ciata (w locie poziomym 6 = «). Ciag rOwnowazy opor.

3. Sktadowa z wyrazenia —w X vy to —(pv — qu) = qu = 5,5 m/s>. Zeby 1 = 0, silty musza daé —5,5 m/s?,
czyli dodatkowa site nosna 0,56 mg (w goére, czyli w —z). Fizycznie: tor zakrzywia sie z predkoscig
katowa g, a do tego potrzebna jest sita dosrodkowa mUgq. Przecigzenie wynosi wtedy ok. 1,56 g.

Zadania - czesc 2

1. Cpmax = 4,94 - 14 - /180 = 1,21. V, = /2mg/(pSCLmax) = \/21582/(1,225 - 16,2 - 1,21) = 30 m/s. W
lekcji 4 przyjeliSmy Cr max = 1,5 (z klapami) i V; = 27 m/s; nasz model nie ma klap.

2. Bo w dopiero liczymy z sil, a sily zaleza od &, czyli od w: rownanie jest uwiklane. Rozwigzania: (1)
czton z & jest liniowy, wiec mozna go przenies¢ na lews strone i rozwigzac uktad liniowy dla vy, (tak
robi sie w linearyzacji w czesci 3); (2) iteracja: policzy¢ sity z & = 0, wyznaczy¢ w, policzy¢ & i
powtérzy¢ dwa, trzy razy. Trzeci, czesty w praktyce: modelowac opdznienie strumienia jawnie, np.
jako dodatkowy stan z filtrem pierwszego rzedu.

3. Trym: C,, = 4,94 - 0,0744 = 0,367, opér indukowany 0,3672/18,4 = 0,0073, razem Cp = 0,037. Przy
19,4°: Cr = 1,21 — 1,5 - 0,094 = 1,07, indukowany 0,062, przeciagniecie 0,094, razem Cp = 0,19, ok.
pieé razy wiecej. Samolot w przeciagnieciu szybko traci predkos$¢.

Zadania - czesc 3

1. Lot poziomy bez przechylenia i §lizgu jest symetryczny: przy 8 =p =r = 01, = J, = 0 wszystkie
silty i momenty boczne sa zerowe z definicji modelu, wiec ¥ = p = 7 = 0 automatycznie. Dla trymu w
zakrecie albo z bocznym wiatrem trzeba by dotozy¢ 4, d,, ¢ i te réwnania.

2. At < 2,79/12,5 = 0,22 s. Stateczno$é to za mato: btad RK4 roénie jak At*, a przy AAt = —2 wynik jest
stateczny, ale niedoktadny. Krok 0,01 s daje AAt = —0,125, z btedem na krok rzedu 10~7. Do tego
regulatory pracuja w tym samym kroku, a regulator cyfrowy z prébkowaniem 100 Hz zachowuje sie
prawie jak ciagty.

3. Bez: w, = 6,32 rad/s, ( = 0,60. Z: w, = 6,28, { = 0,76. Czestos$¢ prawie sie nie zmienia, thumienie ros$nie
o jedna czwarta. Zgadza sie to z lekcja 5: M, dziata razem z M, jak ttumienie, a sztywno$¢ M,
pozostaje ta sama.

Zadania - czesc 4

1. %(552 — 27,62) = 1131 J/kg, co odpowiada 1131/9,81 = 115,3 m. Zgodno$¢ z 115,8 m oznacza, ze praca
ciggu i oporu w sumie prawie sie znosi: ciag 1123 N i opdr, ktéry przy mniejszej predkosci maleje, ale
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przy wiekszym kacie natarcia ro$nie. Manewr to w praktyce czysta zamiana energii kinetycznej na

potencjalna.

. Przeciazenie n = 2, op6r indukowany o« C? ro$nie czterokrotnie: 4 - 220 = 880 N, czyli 0 660 N.

Szacunek: 1123 + 660 ~ 1780 N. Ustalony zakret w symulacji (po ok. 200 s) wymaga 1790 N: szacunek

jest bardzo dobry, bo prawie calg dodatkows site no$na daje skrzydto. Warto$¢ ok. 1620 N, ktorg

wida¢ w pierwszych 80 s, to jeszcze nieustalony stan: catka automatu ciagu dopiero narasta, a
samolot powoli traci energie.

.1/0,0067 = 14951 1/0,0191 = 52 s. Sam mod spiralny: 20°¢ /14 = 13 4° i 20°¢~%/52 = 6,3°. Model

liniowy prawie dokladnie odtwarza drugi wynik. W symulatorze przechylenie spada najpierw
szybciej (do 16,7° w 10 s), bo start z 8 = 0 nie lezy na wektorze wlasnym spirali: przez pierwsze

sekundy dziala holendrowanie i narasta $lizg. Dalej spada juz w tempie spirali: 16,7°¢°0/149 = 11,9°,

wobec 11,7° w symulacji.

Zadania - cze$¢ 5

1.z = (0,51 — 0,30)/0,04 = 5,25; P(Z > 5,25) ~ 8 - 10~%. Przy 400 losowaniach spodziewana liczba takich
przypadkéw to 3 - 1075: praktycznie zero. Monte Carlo nie wykryje zdarzen tak rzadkich; tu wystarczy

rachunek, bo granica jest znana (lekcja 4). Do tego w rzeczywisto$ci potozenie srodka ciezkosci nie

ma rozktadu normalnego, tylko ograniczenia z instrukcji zatadunku.

2. Biad standardowy estymatora to y/p(1 — p)/N. Warunek /p(1 — p)/N = 0,2p daje N = (1 —

p)/(0,04p) = 0,99/0,0004 ~ 2500 losowan. Przy p = 0,1% juz ok. 25 000: koszt ro$nie odwrotnie
proporcjonalnie do p.

Zadania do przemyslenia

1.

1.

Pochodne z lekcji 7 dotycza osi statecznosci. W symulatorze trzeba wiec: (a) przeliczy¢ predkosci katowe
ciata na osie statecznosci (obrot o ag wokét osi y), policzy¢ z nimi C, C,, i obréci¢ momenty z powrotem;
(b) przeliczy¢ tensor bezwtadnosci: I, = (Iz — I..) sin ag cos g = —102 kg-m? (jesli w osiach
statecznosci I, = 0).

. Wynik (sprawdzony): samo (a) przesuwa spirale do —0,0193/s, samo (b) poprawia gtéwnie mod

przechylenia i holendrowanie; oba razem daja —12,65, —0,58 £ 3,047, —0,0193, czyli lekcje 7. Wniosek:
przyczyna jest niesp6jnosc osi, a nie nieliniowo$¢ ani sprzezenie z ruchem podtuznym.

. Histereza: oderwany przeplyw przylega z powrotem przy mniejszym kacie niz ten, przy ktérym sie

oderwal. Przyblizenie: dodatkowy stan ,stopiefi oderwania” z dynamika pierwszego rzedu (modele typu
Goman-Khrabrov).

. Asymetria: jedno skrzydlo przeciaga sie pierwsze ($lizg, obroét), co daje gwaltowne przechylenie i wejscie

w korkociag. Przyblizenie: liczy¢ site nosna osobno dla kilku paskéw skrzydla z lokalnym katem natarcia

zpip).

. Spadek skutecznosci sterow i trzesienie (ang. buffet). Przyblizenie: wspolczynniki sterow zalezne od «,

szum w sitach powyzej as.

. Brak energii (zadanie 4.2) sprawia, ze samolot opada. Petla wysoko$ci podnosi nos: kat natarcia roénie,

opdr indukowany rosnie, deficyt energii sie powieksza, samolot zwalnia, potrzeba jeszcze wiekszego C7.

. Przerwaloby to ograniczenie kata natarcia (ochrona przed przeciagnieciem, jak w uktadach fly-by-wire z

lekcji 8) albo ograniczenie przechylenia zalezne od dostepnego ciagu, albo przejicie petli wysokosci na
petle predkosci (tryb zmiany poziomu lotu z lekcji 9): oddaé wysoko$¢, zachowaé predkosé.

10 - Symulacja 6 stopni swobody: sktadamy samolot 20/21



4. 1. Regulator wywotywac co 2 kroki symulacji (probkowanie 50 Hz, podtrzymanie zerowego rzedu), a serwo
doda¢ jako stan z réwnaniem & = (,,q — 6)/0,05, z ograniczeniem predkosci i wychylenia.

2. Oba elementy dodajg opéZnienie fazowe: prébkowanie ok. At/2 = 0,01 s, serwo ok. 0,05 s. Przy petli
pochylenia o pasmie kilku rad/s to kilka do kilkunastu stopni zapasu fazy (lekcja 2.4 automatyki):
ttumienie petli wewnetrznych spadnie.

5. 1. Weryfikacja: zachowanie energii bez sil, f = 0 w trymie, zbieznos¢ przy zmniejszaniu kroku, zgodno$¢ z
modelem liniowym tego samego samolotu (to sprawdza kod, nie fizyke).

2. Walidacja wymaga poréwnania z rzeczywistoscia: z danymi z tunelu i z préb w locie (np. zarejestrowany

mod krétkookresowy po impulsie sterem). Tego nasz kurs nie ma: model samolotu jest oszacowany, wiec
symulator jest zweryfikowany, ale nie zwalidowany.

Dynamika lotu - Lekcja 10: Symulacja 6 stopni swobody - Zrodta: P. H. Zipfel, Modeling and Simulation of Aerospace Vehicle Dynamics (AIAA); B. L. Stevens,
F. L. Lewis, E. N. Johnson, Aircraft Control and Simulation (Wiley, wyd. 3, rozdz. 2-3); model samolotu z lekcji 4-7, autopilot z lekcji 9. Wszystkie liczby
policzone na nowo (tools/verify/110.py).
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