DYNAMIKA LOTU

Orientacja w 3D:
macierz obrotu,
katy Eulera, oS i

kat, kwaterniony

Pozycje samolotu opisuja trzy liczby i nikt sie nad tym nie
zastanawia. Z orientacja jest gorzej: trzy katy, ktérymi postuguje
sie pilot, w pewnym potozeniu przestaja dziataé, a obrotéw nie
da sie dodawacd jak wektoréw. Ta lekcja zestawia cztery sposoby
zapisu orientacji, pokazuje, gdzie kazdy z nich sie psuje, i konczy
na tym, ktérego uzywa prawie kazdy kontroler lotu, od drona po
stacje kosmiczng: kwaternionie. To czysta kinematyka. Sity i
momenty, ktére orientacje zmieniaja, przyjda w nastepnej

lekc;ji.

CZAS
ok. 2,5 h teorii +
ok. 2,5 h zadan

ZADANIA

15 zadan w tredci

+5do
przemyS$lenia, z
odpowiedziami

ZRODEA

H. Schaub, J. L.
Junkins,
Analytical
Mechanics of
Aerospace Systems,
rozdz. 3.1-3.4; F.
L. Markley, J. L.
Crassidis,
Fundamentals of
Spacecraft Attitude
Determination and
Control, rozdz.
2.7-2.913.1-3.2
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o Prolog: czwarty przegub na Gwiazdke

Statek Apollo wiedzial, jak jest zorientowany, dzieki platformie zyroskopowej zawieszonej w
trzech pierscieniach kardanowych. Platforma trzymata staty kierunek w przestrzeni, a katy
miedzy pierscieniami odczytywane z czujnikéw to byly wprost trzy katy orientacji statku.
Inzynierowie wiedzieli, Ze przy jednym ustawieniu dwa pierscienie uktadaja sie w jednej
plaszczyznie i platforma traci jeden stopien swobody. Zamiast dodawac czwarty pierscien, woleli
prostszy i lzejszy uklad z ostrzezeniem: komputer sygnalizowat zblizanie sie do tego potozenia, a
dalej zamrazal platforme i trzeba ja byto ustawia¢ na nowo wedlug gwiazd. Michael Collins, ktéry
w czasie pobytu modutlu ksiezycowego Apollo 11 na Ksiezycu krazyt samotnie po orbicie i sam
pilnowat orientacji statku, zazartowal w rozmowie z Houston, czy ktos nie przystatby mu
czwartego przegubu na Gwiazdke.

Ta sama osobliwos¢ siedzi w trzech katach, ktérymi opisujemy orientacje samolotu na co dzien.
Nie jest wada konkretnego urzgdzenia, tylko geometrii: zaden zapis orientacji trzema liczbami
nie dziata wszedzie. Dlatego kontrolery lotu licza na czterech liczbach.

Pytanie na start. Obracasz ksiazke o 90° wokdt osi péinoc-potudnie, a potem o 90° wokdt pionu. Czy da sie
ja przeprowadzic z potozenia wyjsciowego do koricowego jednym obrotem? Jesli tak, wokdt jakiej osi i o
jaki kqt? Odpowiedz w czesci 3 i w przykiadzie 6.2.

1 Uktady odniesienia i macierz orientacji

Potrzebujemy dwéch ukltadéw osi.

¢ Uklad nawigacyjny NED (ang. north, east, down): o$ « na péinoc, y na wschdd, z w dot. Przy
lotach blisko Ziemi i na krétkich odcinkach traktujemy go jak uklad inercjalny. O$§ z w d6t
wyglada dziwnie, ale ma zalety: wysoko$¢ to —z, a dodatni kat pochylenia oznacza nos do
gory.

¢ Uklad ciala, sztywno zwigzany z samolotem: z do przodu przez nos, y wzdluz prawego
skrzydta, z w d6t przez podloge kabiny. Predkos$¢ katowa samolotu zapisujemy w tych
osiach jako w = (p, g, r): przechylanie, pochylanie, odchylanie. To mierza zyroskopy
przykrecone do kadtuba.

Orientacja to polozenie ukiadu ciata wzgledem ukladu nawigacyjnego. Najpelniejszy jej opis to
macierz, ktora przelicza sktadowe dowolnego wektora z osi ciala na osie NED. W lekcji 2.2
Przeksztalcenia liniowe: obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza widzieli§my, ze macierz
przeksztalcenia ma w kolumnach obrazy wektoréw bazy. Tu oznacza to co$ bardzo konkretnego:
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58 MACIERZ ORIENTACJI (MACIERZ KOSINUSOW KIERUNKOWYCH)

v'=Rv', R=|[x} y} z}], R'R=1I, detR=1.

Kolumny R to osie samolotu zapisane w osiach NED. Pierwsza kolumna méwi, gdzie
wskazuje nos. Przeliczenie w druga strone to transpozycja: v’ = RTv".

- J

Kazdy element R;; to iloczyn skalarny dwéch wektoréw jednostkowych, czyli kosinus kata
miedzy osia ¢ uktadu NED a osia j uktadu ciala. Stad druga nazwa: macierz kosinuséw
kierunkowych (ang. direction cosine matrix, DCM).

Macierz ma 9 liczb, ale nie sa niezalezne. Warunek R' R = I to 6 réwnan (trzy kolumny maja
dtugos$c 1, trzy pary kolumn sa prostopadte). Zostaja 3 stopnie swobody, tyle co w intuicji:
orientacje wyznaczaja trzy liczby. Macierz jest zapisem nadmiarowym, ale bez zadnych
osobliwosci i z prostym sktadaniem: obr6t R;, a po nim obrét R, (oba opisane w osiach statych) to
RyR,.

4 N
/\ PULAPKA: KTO OBRACA KOGO

W literaturze wystepuja dwie macierze dla tej samej orientacji: nasza R (z ciala do
NED) i jej transpozycja C = R' (z NED do ciala). Schaub i Junkins pisza o [BN],
Markley i Crassidis o macierzy orientacji A; obie te macierze przeliczaja z uktadu
odniesienia do uktadu ciala, czyli sa naszym R'. Przed uzyciem cudzego wzoru
zawsze sprawdz na jednym przykladzie, np. samym odchyleniu o 90°: nos ma
wskazywac wschéd, czyli R [1;0; 0] = [0;1;0].

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 20 min

1 Pierwsza kolumna macierzy orientacji samolotu to [0,814; 0,470; —0,342]. W kt6ra
= strone $wiata leci samolot i czy nos jest uniesiony?

2 lle niezaleznych réwnan daje warunek RTR = I dla macierzy 3 x 3? Dlaczego nie 9?

3 W osiach NED przyspieszenie grawitacyjne to [0; 0; g|. Jakie skladowe ma w osiach
== ciala? Policz dla pochylenia 20° i przechylenia 10° (macierz z przyktadu 6.1, trzeci wiersz
[—0,342; 0,163; 0,925]).

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie
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2 Katy Eulera i blokada przegubu

Pilot nie mysli macierza. Mysli trzema katami: kurs, pochylenie, przechylenie. W lotnictwie to
katy Eulera w kolejnosci 3-2-1 (0$ z, potem y, potem z). Zaczynamy od samolotu ustawionego
osiami zgodnie z NED i obracamy go kolejno:

1. o kat odchylenia ¢ wokoét pionu (kurs);
2. o kat pochylenia § wokoét nowej osi skrzydet;
3. o kat przechylenia ¢ wokoét nowej osi nosa.

4 )
68 KATY EULERA 3-2-1 (ODCHYLENIE, POCHYLENIE, PRZECHYLENIE)

CoCy  S,89Cy — CpSy  CuSeCy + 8,8y
R=R,(¢¥)R,(0) R,(0) = [coSy 5,808y + CpCy  Cu895y — 8,Cy
—8p SWCQ c‘ch
(co = cos B, sp = sin 0 itd.) Katy z macierzy: § = — arcsin R31, ¢ = atan2(Rsa, Rs3),
¥ = atan2(Ryy, Ryp). Zakresy: ¢, ¢ € (—180°,180°], 8 € [—90°, 90°].
- J

Dlaczego macierze w tej kolejnosci? Obroty ,wokét nowych osi” mozna zastapi¢ obrotami wokot
osi stalych wykonanymi w odwrotnej kolejnosci: najpierw ¢ wokét x, potem 6 wokoét y, na koricu
1 wokot z, wszystkie wokoét osi NED. Obrot wykonany jako pierwszy stoi w iloczynie po prawej,
stad R.R,R,. Te zamiane warto sprawdzi¢ samemu na dwdéch obrotach o 90° (zadanie 2.1).

Gdzie sie psuje? Przy § = +90° nos wskazuje pion, czyli o$ pierwszego obrotu () i 0$ ostatniego (
©) sie pokrywaja. Zmiana 1 i zmiana ¢ daja wtedy ten sam obrot wokoét pionu, a macierz zalezy
tylko od réznicy ¢ — ¢ (zadanie 2.2). Mamy trzy liczby, ale tylko dwa niezalezne kierunki obrotu.
To jest blokada przegubu (ang. gimbal lock). W platformie Apollo trzy katy byty fizycznymi katami
pierscieni, wiec blokada oznaczata prawdziwg utrate stopnia swobody mechanizmu. W
komputerze nic sie nie blokuje, ale wzory na pochodne katow dzielg przez cos 0 (cze$¢ 5).
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SYMULACJA 1 Samolot ustawiony katami Eulera, z trzema osiami, wokot ktérych te katy
obracaja. Pelna o$ to pion (0$ ), przerywane to o$ skrzydetl po odchyleniu (o$ ) i 0§ nosa
(0$ ). Ustaw 6 = 90° i porodwnaj dzialanie suwakow ¢ i .

os iy

— 0$ obrotu Y (pion) = 0$ obrotu 8 (skrzydta po odchyleniu) — 0$ obrotu @ (nos)

macierz R (ciato - NED) [0,814 -0,441 0,379] [0,470 0,883 0,018] [-0,342 0,163
0,925]

kat miedzy osiami i@ 70° mnoznik 1/cos © w kinematyce 1,06

Trzy obroty w ustalonej kolejnosci: najpierw | wokot pionu, potem 6 wokot nowej osi skrzydet, na
koncu ¢ wokodt nosa. Pozycje swiatet: lewe skrzydto czerwone, prawe zielone.

Stan na rysunku: y = 30°, 6 = 20°, ¢ = 10°; R = [0,814 -0,441 0,379] [0,470 0,883
0,018] [-0,342 0,163 0,925].

/. ZADANIA - CZESC 2 4 zadania - ok. 35 min

1 Sprawdz na ksiazce albo telefonie: obrét o 90° wokoét osi z, a potem o 90° wokot nowej osi
«  ydaje to samo potozenie co obrét o 90° wokot statej osi y, a potem o 90° woko! statej osi z.
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2  Wstaw 6§ = 90° do macierzy z ramki i pokaz, Ze zalezy ona tylko od ¢ — ¢.

«. Odczytaj katy Eulera z macierzy R = |1

=)
= o o

4  Samolot jest w ustalonym zakrecie: przechylenie ¢ = 30°, pochylenie 0, kurs zmienia sie
@« 0 1,b = 0,1 rad/s. Jakie predkosci katowe p, ¢, r mierza zyroskopy na kadlubie? (Wzory na
P, q,T W czesci 5.)

moo podstawowe mmo Srednie maa feynmanowskie

3 Twierdzenie Eulera: o$ i kat

Euler udowodnit w 1775 roku cos$, co wcale nie jest oczywiste: kazda zmiane orientacji bryty
mozna wykona¢ jednym obrotem wokol pewnej osi. Niezaleznie od tego, ile obrotéw i w jakiej
kolejnosci wykonaliS§my po drodze. Dowod jest krotki, jesli znamy wartosci wiasne (lekcja 2.3
Warto$ci i wektory wiasne).

* R zachowuje dlugosci, wiec kazda warto$¢ wtasna ma modut 1: |A| = 1.

¢ Wielomian charakterystyczny jest stopnia 3 o wspoétczynnikach rzeczywistych, wiec ma co
najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty, a zespolone wystepuja w parach sprzezonych.

* Tloczyn warto$ci wlasnych to det R = 1. Mozliwosci: {1, e'®, e~} albo {1, —1, —1} (to drugie
to szczegdlny przypadek a = 180°). W obu jest A = 1.

* Wektor wlasny n dla A = 1 spelnia Rn = n: ten kierunek nie zmienia sie przy obrocie. To 0$
obrotu. W ptaszczyznie prostopadiej do niej R dziata jak obrét ptaski o kat a.

~ N
s 0$ I KAT (WZOR RODRIGUESA)
0 —ns 9
R=1 +sinan], + (1 —cosa) [n]?, n]x = | n3 0 -m
—MNy n1 0
1
W druga strone:tr R =1+ 2cosa,adlal < a < 180°: n = oy [R32 — Ra3; Ris —
sin o
R31; Ro1 — Raal.
- J

Macierz [n|, zapisuje iloczyn wektorowy: [n]xv = n x v. Wzér Rodriguesa rozklada wektor na
cze$¢ wzdtuz osi (nie zmienia sie) i czeé¢ prostopadta (obraca sie o a w ptaszczyznie). Slad wynika
wprost z warto$ci wlasnych: 1 + e + e~ =1 4 2 cos a.
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0$ i kat to cztery liczby z jednym wiezem (|n| = 1) albo trzy, jesli zapiszemy je jako jeden wektor
an (wektor obrotu). Ten zapis jest najbardziej naturalny dla cztowieka, ale ma ktopoty: przy a = 0
0§ jest nieokre$lona, a przy a = 180° wektory an i —an daja te sama orientacje. Sktadanie dwéch
obrotéw w tym zapisie jest uciazliwe. Wszystkie te ktopoty usuwa jedna sztuczka: zamiast kata
uzywac potowy kata.

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 30 min

1 Slad macierzy orientacji wynosi 2,62. O jaki kat trzeba obrécié samolot jednym obrotem,
= zeby przejs¢ do tej orientacji z potozenia zerowego?

2 Znajdzos$ikatdla R = R,(90°) R.(90°) (najpierw 90° wokot stalej osi z, potem wokot
= stalej osiz).

3 Dlaczego wzor na n z ramki zawodzi przy a = 180°? Jak wtedy znalez¢ 0$?

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

4 Kwaterniony

Hamilton przez lata szukat liczb, ktére robia w przestrzeni to, co liczby zespolone robia na
plaszczyznie (lekcja 1.7 Liczby zespolone i fazory: obrét o § to mnozenie przez e'). Znalazl je w
1843 roku, w czterech wymiarach: ¢ = qy + ¢;i + ¢oj + g3k, gdzie i> = j> = k? = ijk = —1. Dlanas
wygodniejszy jest zapis ,,skalar plus wektor”: ¢ = (gy, q)-

~ )
58 KWATERNION JEDNOSTKOWY JAKO OBROT

qg=(cos§, nsing), g +la?=1.

Hoczyn: p®q = (pogo — P-4, Pod + gopP + P X q). Sprzezenie: ¢* = (qo, —q).

Obrét wektora: (0,v"?) = ¢ ® (0, v®) ® ¢*. Skladanie (osie stale, najpierw g, potem g¢2):
q = ¢ ® qq, dokladnie jak R = Ry R;.

B+E -G -G 2(qe — qg) 2(q1q3 + q0g2)
Macierz: R= | 2(qiq2 +9093) @G-+ -4  2(qq5 — 9oq)
2(q193 — qoq2) 2(q2q3 + Qq1) @@ — B+

- J

Co zyskujemy?
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* Brak osobliwosci. Kazda orientacja ma kwaternion i kazdy kwaternion jednostkowy jest
orientacja. Przy a = 0 kwaternion to po prostu (1, 0), bez nieokreslonej osi.

¢ Tanie skladanie. Iloczyn kwaternionéw to 16 mnozen, iloczyn macierzy 27.

* Jeden wiez zamiast sze$ciu. Btedy numeryczne usuwa sie, dzielgc przez norme.

* Prosta kinematyka, liniowa w ¢ (czes$¢ 5).

Ceng jest podwdjne pokrycie: g i —q daja te sama macierz, bo R jest kwadratowa w sktadowych gq.
Obrét 0 360° zmienia kwaternion z (1, 0) na (—1,0), a do wartosci wyjSciowej wraca on dopiero po
720°. To nie jest artefakt rachunku. Obrét o 360° i obrét o 720° sg naprawde rézne jako drogi w
przestrzeni orientacji: trzymajac talerz na ptasko na dloni, mozesz obréci¢ go dwa razy wokét
pionu i wrécié z reka w polozeniu wyj$ciowym, a po jednym obrocie ramie zostaje skrecone (tzw.
sztuczka z talerzem). W praktyce sterowania wynika z tego jedna regula: przed poréwnaniem
dwoch kwaterniondéw wybierz znak tak, zeby ¢, > 0, bo inaczej regulator ,,obréci samolot
naokolo” o prawie 360° (wiecej w kursie astronautyki, przy sterowaniu orientacja satelity).
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SYMULACJA 2 Wybierz oS obrotu i kat. Rysunek 3D: samolot obrécony wokét tej osi
(blady: potozenie wyj$ciowe, czerwona linia: droga nosa). Wykres: sktadowe kwaternionu
w funkcji kata. Poréwnaj katy 120° i 480°: ta sama orientacja, przeciwne znaki
kwaternionu.

1,0 ~Sktadpwe kwaternionu

200 400 600
kat [°]

— o$obrotun = droganosa = Qo = = Q1,02 Js

g =(90; d1; 92; qs) (0,500; 0,502; 0,502; -0,497) [q] 1,0000 sladR=1+2cosa 0,000

R n - n (0$ stoi w miejscu) 0,0000

Kwaternion to (cos o/2; n sin a/2): 0$ obrotu razy sinus potowy kata a. Pétkat jest powodem, dla
ktérego obrét o 360° zmienia znak kwaternionu.

Stan na rysunku: o$ n = (0,579; 0,579; -0,574) w NED, kat 120°, g = (0,500; 0,502;
0,502; -0,497).
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e
/\ PULAPKA: DWIE KONWENCJE KWATERNIONOW A
Ta lekcja (jak wiekszo$¢ literatury lotniczej i robotycznej) stawia sktadowa
skalarna na poczatku i uzywa iloczynu Hamiltona. Markley i Crassidis, a takze
wiele tekstow z NASA i JPL, stawiaja skalar na konicu (qs4) i definiuja iloczyn z
przeciwnym znakiem przy p X q, tak zeby kwaterniony sktadaly sie w tej samej
kolejnosci co ich macierze A = R'. Oba zapisy sa poprawne, ale wzory z réznych
zrédet nie daja sie mieszal. Przy przepisywaniu kodu z ksigzki sprawdz na obrocie
0 90° wokot jednej osi.

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 30 min

1 Zapisz kwaternion obrotu o 90° wokoét osi z. Podnie$ go do kwadratu (pomnéz przez
=« siebie). Jaki obrot otrzymates?

2 Obrd¢ wektor v = [1;0; 0] kwaternionem g = (0,707; 0; 0; 0,707) ze wzoru ¢ ® (0,v) ® g*.

3 Pokaz, ze qi —q daja te sama macierz R. Czy to samo jest prawda dla wzoru ¢ ® (0,v) ®

an q*?

oo podstawowe  meo Srednie saa feynmanowskie

5 Kinematyka: jak orientacja zmienia sie w czasie

Zyroskopy mierza w = (p, q,r) w osiach ciata. Zeby wiedzieé, jak samolot jest zorientowany,
trzeba z nich policzy¢ zmiane orientacji i scatkowac. Jak zalezy od w pochodna kazdego z
zapisow?

4 )
68 KINEMATYKA ORIENTACJI ( {2 W OSIACH CIAtA)

Macierz: R = R[w]..
Kwaternion: ¢ = 3 ¢ ® (0,w).

Katy Eulera 3-2-1:

. . sin ¢ + 7 cos
¢ =p+ (gsinp + rcosp) tan, 0 = qcosp —rsinp, 1/):q Ld 7 L
cos

Odwrotnie: p = ¢ — ¢ sinf, g = 0 cosp + 1 cosfsing, r = —Osin ¢ + 1) cos f cos ¢.
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Skad wzér na R? Wektor v przyklejony do samolotu ma state sktadowe w osiach ciala, a w osiach
NED zmienia sie jak punkt bryty obracajacej sie z predkoscig w: v = w" x v" (lekcja Dziat 4:
Ruch obrotowy i bryta sztywna). Wstawiajac v = Rv? i w” = Rw?, dostajemy Rv? = R(w" x v?)
dla kazdego v°.

Poréwnajmy trzy wzory.

¢ Katy Eulera: nieliniowe, z cos § w mianowniku. Przy § — +90° pochodne w i rosna bez
ograniczen, nawet gdy samolot obraca sie powoli. Np. przy 6 = 85° i powolnym odchylaniu
r = 0,1 rad/s kurs zmienia sie 0 66°/s, a przy 89° o 328°/s.

* Macierz: liniowa w R, bez osobliwosci, ale 9 réwnan, a btedy catkowania psuja
ortogonalno$¢. Prosty schemat Eulera z krokiem 0,01 s przy w = (0,3; 0,5; 0,2) rad/s po
minucie daje det R = 1,26: ,samolot” rozciggnatl sie o 12% w kazdym kierunku
prostopadlym do w (wzdluz w nie zmienit sie).

¢ Kwaternion: liniowy w ¢, cztery réwnania, jeden wiez tatwy do przywrocenia
normalizacja. Bez normalizacji ten sam schemat odchodzi od |¢| = 1 0 3%, z normalizacja
btad znika.
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SYMULACJA 3  Samolot robi petle (¢ = 0,5 rad/s) i przy okazji lekko sie przechyla (p).
Predko$¢ katowa w osiach ciala jest stala, wiec prawdziwa orientacje znamy dokladnie.
Ten sam integrator (RK4, stalty krok) catkuje katy Eulera i kwaternion. Zmniejsz p do ok.
0,005 rad/s: nos przechodzi blizej pionu, a btad katéw Eulera ro$nie o rzedy wielkosci.

katy Eulera z catkowania'[%

100

-100

2 logso btedu orientacji [°]

0 {
-2
-4
A AP Oy VAR R I R SPARTCTVAPTSL L Ve L IR VL S S P L S P S
2 4 6 8 10 12
t sl
— §y — 6 — @ — btad:katyEulera = = btad: kwaternion

najwieksze |Q] z kinematyki Eulera 47,2 rad/s najwiekszy btad: katy Eulera 13,964°

najwiekszy btad: kwaternion 0,00000°

Przy przejsciach przez pion (t = 3,1si 9,4 s) U i @ skaczag prawie o 180°. Wzory na y'i ¢'majg cos 6 w
mianowniku, wiec staty krok RK4 nie nadaza i btad zostaje na zawsze. Kwaternion nie widzi tego
miejsca.

Stan na rysunku: stata predkos$¢ katowa w osiach ciata w = (0,0050; 0,5; 0) rad/s, czas
12,57 s (jedna peina petla; nos w pionie przy t = 3,1 s i 9,4 s), RK4 z krokiem 0,10 s
dla katéow Eulera i dla kwaternionu (z normalizacija).

Zjawisko w symulacji ma prosty opis: przy p = 0,005 rad/s nos mija pion 0 0,6°, katy i p w
utamku sekundy przeskakuja o 180°, a ich pochodne siegaja dziesiatek radian6w na sekunde. RK4
z krokiem 0,1 s robi na tym odcinku btad kilkunastu stopni, ktory zostaje do konca petli.
Kwaternion przy tym samym kroku ma blad ponizej 10~° stopnia. Dlatego kontroler lotu catkuje
kwaternion (albo macierz), a katy Eulera liczy z niego tylko do wyswietlenia na ekranie.
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Twierdzenie Stuelpnagla (1964) méwi, ze tak musi by¢: zaden zapis orientacji trzema liczbami nie
jest jednoczesnie globalny (jednoznaczny dla wszystkich orientacji) i wszedzie nieosobliwy.
Cztery liczby z jednym wiezem to najmniejszy zapis bez osobliwosci.

/. ZADANIA - CZESC 5 2 zadania - ok. 20 min

1 Samolot startuje z ¢ = (1, 0) i obraca sie ze stala predkoscig w = (0,0, r). Sprawdz, ze
«  q(t) = (cos %,0,0,sin ) spetnia réwnanie ¢ = 3¢ ® (0,w).

2  Samolot leci z pochyleniem 6 = 85° (prawie pionowo), ¢ = 0, i powoli odchyla sie z r =
== (0,1 rad/s. Policz ¢ i . Co zobaczy pilot na sztucznym horyzoncie?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

:= METODA: PRACA Z ORIENTACJA

1. Ustal konwencje: osie (NED czy ENU), kierunek macierzy (cialo -~ NED czy odwrotnie),
kolejnos¢ katéw, potozenie skalara w kwaternionie. Sprawdz na obrocie o 90°.

2. Licz i calkuj na kwaternionie albo macierzy; normalizuj co krok.
3. Skladaj obroty mnozeniem (R R, g2 ® ¢1); nigdy nie dodawaj katow.
4. Katy Eulera licz tylko na wyjsciu, dla czlowieka. Pamietaj o osobliwosci przy 6 = +90°.

5. Sprawdzenie: R'TR = I,det R=1,|¢| = 1,tr R =1+ 2cosa = 4¢% — 1.

Przyktad 6.1
Od katéw Eulera do osi, kata i kwaternionu

Samolot: kurs ¢p = 30°, pochylenie 8 = 20°, przechylenie ¢ = 10°. Policz macierz orientacji, oS i
kat obrotu oraz kwaternion.

1 0,814 —0,441 0,379
Zramki w czesci2: R = | 0,470 0,883 0,018].
-0,342 0,163 0,925

2 Slad: 2,622, wiec cosa = 0,811, a = 35,8°.
3 0$:n=——[0,163 — 0,018; 0,379 + 0,342; 0,470 + 0,441] = [0,124; 0,616; 0,778].

4  Kwaternion: ¢y = cos 17,9° = 0,9515, g = sin 17,9°n = [0,038; 0,189; 0,239].

Wynik: ¢ = (0,9515; 0,038; 0,189; 0,239); jeden obrdt o 35,8° wokoét osi skierowanej
gléwnie w dét i na wschod.

Sprawdzenie: 4g2 — 1 = 2,622 = tr R v. Ten sam kwaternion daje iloczyn ¢,(30°) ®
qy(20°) ® ¢-(10°) v. Uwaga: kat 35,8° to nie suma 30 + 20 + 10 ani dtugos¢ wektora
(30,20, 10), réwna 37 4.

1 - Orientacja w 3D: macierz obrotu, katy Eulera, 0$ i kat, kwaterniony 15/22



Przyktad 6.2
Dwa obroty 0 90°, jeden obrét o 120°

Pytanie z prologu: obrdt o 90° wokdt statej osi z, a potem o 90° wokdt stalej osi z. Jaki jeden obrot
daje ten sam efekt?

1 ¢, = (0,707; 0,707; 0; 0), ¢, = (0,707; 0; 0; 0,707).

2 q=q,® q,:skalar 0,5 — 0 = 0,5; wektor 0,707 - (0,707;0;0) 4+ 0,707 - (0;0;0,707) +
(0;0;0,707) x (0,707;0;0) = (0,5; 0,5; 0,5).

3 qo=0,5=cos(a/2), wiec a = 120°; 0$  (0,5; 0,5; 0,5), czylin = [1;1;1]//3.

Wynik: jeden obrét o 120° wokot przekatnej szescianu. Trzy osie uktadu zamieniaja
sie cyklicznie miejscami: z — y — z — x.

Sprawdzenie: R,(90°)R.(90°) = (lekcja 2.2 Przeksztatcenia liniowe:

o = O
= o O
oS O

obroty, zmiana bazy, transformacja Lorentza), slad 0 = 1 + 2 cos 120° v.
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Przyktad 6.3
Ile kosztuje osobliwos¢

W symulacji 3 samolot robi petle z ¢ = 0,5 rad/s i przechyla sie z p = 0,005 rad/s. Jak blisko pionu
prrechodzi nos i co dzieje sie z kqtami Eulera?

1 Predko$¢ katowa w = (0,005; 0,5; 0) jest stata, wiec samolot obraca sie wokoét jednej
osi, odchylonej od osi skrzydet o arctan(0,005/0,5) = 0,57°. Nos zatacza stozek i po
7/(2-0,5) = 3,1 s mija pion wlasnie 0 0,57°.

2 W tym miejscu cos 6 spada do 0,01, a ¢ i ¢ musza w kilka setnych sekundy
przeskoczy¢ o prawie 180° (nos przechodzi ,przez biegun”). Pochodne siegaja
dziesiatek rad/s; w symulacji najwieksze W! to 40-70 rad/s, zaleznie od tego, gdzie
wypadaja kroki.

3 RK4zkrokiem 0,1 s nie rozdziela tego przeskoku: biad orientacji po petli ~ 15° (wynik
jest bardzo czuty na doktadng warto$¢ p); z krokiem 0,02 s ~ 0,004°. Kwaternion:
ponizej 10~° stopnia przy obu krokach.

Wynik: katy Eulera wymagaja tym mniejszego kroku, im dokladniej samolot

przechodzi przez pion. Kwaternion nie ma takiego miejsca.

Sprawdzenie: przy p = 0 (petla idealnie w plaszczyZnie) ¢ i 1 sg stale zerowe i katy
Eulera calkuja sie bezblednie; klopot robi dopiero mata sktadowa ,,w bok” v.

7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

x  ,Katy Eulera to wektor obrotu.”

Nie da sie ich dodawa¢ ani sktada¢ po wspoétrzednych, a ich pochodne nie sa predkoscia
katowa: (¢, 0, 4) # (p,q,r). W zakrecie z przechyleniem zyroskop pochylania pokazuje
q # 0, cho¢ 0 sie nie zmienia.

x ,Blokada przegubu to problem starych platform mechanicznych.”

To wlasno$¢ kazdego zapisu trzema liczbami. W oprogramowaniu objawia sie
dzieleniem przez cos 0 i skokami katow, nie zatrzymaniem mechanizmu.

x  Kwaternion to cztery katy.”

To o$ pomnozona przez sinus potowy kata plus kosinus potowy kata. Ma jeden wiez,
wiec niesie trzy stopnie swobody, tyle co orientacja.
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x , Obrot o0 360° to to samo co brak obrotu.”

Dla orientacji tak, dla kwaternionu nie: ¢ zmienia znak. Regulator, ktéry poréwnuje
kwaterniony bez sprawdzenia znaku, moze wykonac zbedny pelny obrot.

x ,Kolejnos¢ obrotow nie ma znaczenia, jesli katy sa mate.”

Dla matych katéw réznica jest matego rzedu drugiego (iloczyn katéw). Dlatego mate
obroty mozna dodawad, i na tym opiera sie linearyzacja w lekcjach o samolocie. Dla
katow rzedu dziesiatek stopni réznica jest duza.

s Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej my$lenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 Kwaternion z macierzy. Z ramkKi: ¢y = %\/1 +trR, q= 4—;0 [Rs2 — Ras; Ris — R31; Ro1 —

“**  Rjs]. Kiedy ten wzér jest numerycznie zty i jak sobie wtedy poradzié?

2  Male obroty. Pokaz, ze dla matych katéw R ~ I + [d]«, gdzie § = (d¢p, 60,0v),aq ~
«=» (1,4/2). Dlaczego to wazne dla filtru Kalmana orientacji?

3 Inna kolejnos¢ katow. Dla satelitéw i bakow uzywa sie czesto katéow 3-1-3 (precesja,
== nutacja, obrét wlasny). Gdzie maja osobliwo$¢? Dlaczego dla samolotu lepsze sg 3-2-1?

4  Najkrotsza droga. Regulator orientacji dostaje btad q. = ¢, ® ¢. Prawdziwy btad to
«= obrét o 350° wokodt pewnej osi. Co sie stanie, jesli regulator bedzie dazyt do ¢. = (1,0), a
co, jesli zaakceptuje tez (—1,0)?

5 Sprawdzian telefonem. Telefon z aplikacja pokazujaca katy orientacji (wiele aplikacji z
== czujnikami ma taki tryb) poléz ptasko, a potem podnies$ do pionu ekranem do siebie. Co
dzieje sie z katem ,kursu” i ,,przechylenia” tuz przy pionie i dlaczego?

moo podstawowe amo Srednie saa feynmanowskie
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9

Sprawdz sie

Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e a
1 Cojest w kolumnach macierzy orientacji R (cialo -~ NED)?
Osie samolotu zapisane w osiach NED; pierwsza kolumna to kierunek nosa.
- J
e 3
2 Ile stopni swobody ma orientacja i ile liczb ma kazdy zapis?
3 stopnie swobody. Macierz: 9 liczb, 6 wiezow. Katy Eulera: 3 (osobliwos¢). Kwaternion:
4, jeden wiez.
- J
e p
3  Gdzie katy Eulera 3-2-1 maja osobliwos¢ i dlaczego?
Przy 0 = +90°: osie obrotow 1 i ¢ sie pokrywaja, macierz zalezy tylko od ¢ F ¢, aw
kinematyce dzielimy przez cos 6.
. J
- ™
4  Jak z macierzy obrotu odczyta¢ kat obrotu?
tr R = 1+ 2 cos a; 0$ to wektor wlasny dla A = 1.
. J
- N
5 Jak wyglada kwaternion obrotu o a wokoét n?
(cos &, nsin §). Kwaterniony ¢ i —q to ta sama orientacja.
. J
- N
6 Jakajest kinematyka kwaternionu?
qg= %q ® (0,w), z w w osiach ciata; liniowa w ¢, bez osobliwosci. Po kazdym kroku
normalizacja.
- J
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10 Karta wzorow i co dalej

4 R
MACIERZ I KATY EULERA 0$, KAT, KWATERNION
v'=Rv®,RTR=1,detR =1 R =1I+sinan]x + (1 — cosa)n)?

R =R.(¥)Ry(0)R.(v) trR=1+2cosa =4q; — 1
6 = — arcsin R31, ¢ = atan2(Rs2, Rs3), ¥ = q = (cos5,nsin§),q = —q
atan2(Ra1, B) P®q = (pogo — P d, Pod +qoP + P X q)
) . 9SptTCo A =
P ==, 0 =qc, — sy, o =p+(gs, + (0,v") = ¢ ® (0,v’) ® q¢*; sktadanie ¢, ® ¢,
rc,) tan @ .
. ¢=39®(0,w)
R = R[w],
NS J

Do przeczytania

* Obowiazkowo: H. Schaub, J. L. Junkins, Analytical Mechanics of Aerospace Systems, rozdz. 3.1-
3.4 (macierz kosinuséw kierunkowych, katy Eulera, wektor obrotu, parametry Eulera, czyli

kwaterniony).

¢ Dla chetnych: F. L. Markley, J. L. Crassidis, Fundamentals of Spacecraft Attitude Determination
and Control, rozdz. 2.7-2.9 (kwaterniony i wszystkie zapisy orientacji, takze parametry
Rodriguesa) oraz 3.1-3.2 (ich kinematyka, z blokada przegubu w ogo6lnej postaci). Uwaga na

ich konwencje kwaternionu.

4 N
Wiemy juz, jak opisac orientacje i jak jq catkowac, gdy znamy predkosc kqtowq. Ale skqd sie bierze
predkos¢ kqtowa? Z momentow sit i z tego, jak masa jest roztoZona w bryle. W nastepnej lekcji
zobaczymy, ze w trzech wymiarach moment pedu i predkosc katowa nie muszq byc rownolegle, a
obrdt wokdt jednej z trzech osi bryly jest niestabilny. Klucz francuski rzucony w stanie niewazkosci
to pokazuje.

o /

20/22
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. Nos wskazuje na péinocny wschéd (azymut atan2(0,470; 0,814) = 30°) i do géry, bo sktadowa ,w dét”
jest ujemna: arcsin 0,342 = 20° nad poziomem.

2. 6. Macierz R" R jest symetryczna, wiec réwnania pod przekatna powtarzaja te nad nia: 3 na
przekatnej (dtugosci kolumn) i 3 nad nia (prostopadtosé par). Zostaje 9 — 6 = 3 stopnie swobody.

3.g? = RT[0;0; g] to g razy trzecia kolumna R, czyli trzeci wiersz R: g [-0,342; 0,163; 0,925]. Ogélnie
g [—sinB; sin ¢ cosB; cos ¢ cos 0]. Ten wzdr zobaczymy jeszcze raz w lekcji 3 Fuzja czujnikéw w 3D:

estymacja orientacji na kwaternionach: z niego akcelerometr ,wie”, gdzie jest dot.
Zadania - czes$¢ 2

1. Tak. W macierzach oba opisy daja R(90°) R, (90°). Obroty wokoét osi zwigzanych z ciatem skiada sie
,0d lewej do prawej” w kolejnosci wykonywania, wokot osi statych ,,od prawej do lewej”.

0 8pCy = CpSy  CpCy + S8y 0 sin(p—9) cos(p — )
2.¢c0=0,5g =1:R=| 0 8,84 +CpCy CupSyp —Spcy| = | 0 cos(p—1p) —sin(p — ) |. Np.
-1 0 0 —1 0 0

(v, ) = (40°,10°) i (50°,20°) daja te sama macierz. Katy Eulera nie sa tu jednoznaczne.
3.0 = —arcsin0 = 0, ¢ = atan2(0,1) = 0, ¢ = atan2(1,0) = 90°. Lot poziomy na wschod.

4.p=¢— Ysind =0, ¢ = écosgo + 1,Z}cos0singo = 0,05 rad/s, r = fésingo + 1/.)C059COS90 = 0,087 rad/s.
Obrét wokot pionu widziany z przechylonego samolotu rozktada sie na pochylanie i odchylanie.
Dlatego w zakrecie trzeba $ciagnac drazek: samolot musi sie stale pochyla¢ w swoich osiach.

Zadania - czes¢ 3
l.cosa = (2,62 —1)/2 = 0,81, a = 35,9° (dokladnie, dla macierzy z przyktadu 6.1: 35,8°).
0 -1 0
22R= [0 0 ~—1|,trR=0,wieccosa=—3,a=120".1n=5555[(0—(-1); 0—1; 0—(-1)] =
1

0 o0
[1; —1; 1]/+/3. Odwrotna kolejno$¢ (przyktad 6.2) daje inng 0§, [1;1;1]/+/3: obroty nie sa przemienne.

3.sina = 01 R jest symetryczna, wiec licznik i mianownik sa zerowe. Przy o = 180° wzér Rodriguesa
daje R =1 +2[n]%2 = 2nn" — I, wiecnn" = (R + I)/2: kazda niezerowa kolumna R + I jest
réwnolegta do osi. To samo pokazuje wektor wiasny dla A = 1.

Zadania - czesc 4

1. ¢ = (cos 45°,0,0,sin45°) = (0,707; 0; 0; 0,707). ¢ ® ¢ = (0,5 — 0,5, 2- 0,707 - 0,707k + 0) = (0,0,0,1):
obrét o 180° wokét z, bo cos 90° = 0, sin 90° = 1.

2.q® (0,v) = (-0, 0,707v + q x v) = (0; 0,707; 0,707; 0) (bo k x i = j). Mnozac przez ¢* =
(0,707; 0; 0; —0,707): (0; 0; 1; 0). Wynik [0; 1; 0], zgodnie z obrotem o 90° wokot z.

3. Kazdy element R to iloczyn dwdéch sktadowych ¢; zmiana znaku wszystkich sktadowych nie zmienia
iloczynow. We wzorze z mnozeniem g wystepuje dwa razy (q i ¢*), wiec znaki sie znosza: tak, wynik
ten sam.
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Zadania - czesc 5

1.¢g=1%(—sinZ%,0,0,cos Z). Prawa strona: 1 (—sinZ - r, cos & (0,0,7) + q X w), aq x w = 0, bo oba

2

wektory leza na osi z. Wyniki sie zgadzaja.

2. 1/1 =r/cos85° = 1,15 rad/s = 66°/s, ¢ = rtan85° = 1,14 rad/s. Samolot obraca sie powoli (0,1 rad/s),
ale kurs i przechylenie wiruja. Wskaznik kursu przy locie w pionie jest bezuzyteczny, a przyrzady z

mechanicznymi przegubami moga sie ,,rozkrecié¢”.

Zadania do przemyslenia

1.

1
2

. Gdy qp — 0 (obrdt o prawie 180°): dzielimy mate réznice przez malq liczbe i btedy zaokraglen rosna.

. Rozwiazanie (metoda Shepperda): z przekatnej policz kwadraty wszystkich czterech sktadowych, np.
4 = 1+ Ry; — Ryy — Rs3, wybierz najwieksza i z niej licz pozostate. Najwieksza sktadowa ma kwadrat co
najmniej 1/4, wiec dzielenie jest bezpieczne.

. Wz6r Rodriguesazsina ~ a,1 —cosa ~ 0: R ~ I + a[n|, = I + [§], gdzie d = an. Katy Eulera dla
matych obrotow sa sktadowymi d (kolejnos$¢ nie ma znaczenia w pierwszym rzedzie). Kwaternion:
cos(a/2) ~ 1,sin(a/2) ~ a/2.

. Filtr Kalmana potrzebuje stanu w przestrzeni wektorowej (dodawanie, kowariancja). Dlatego w lekcji 3
Fuzja czujnikéw w 3D: estymacja orientacji na kwaternionach estymujemy nie kwaternion, tylko maty
wektor biedu orientacji § wokodt biezacej estymaty, i sktadamy go z kwaternionem mnozeniem.

. Katy 3-1-3 majg osobliwos¢ przy nutacji 01 180°: wtedy pierwszy i trzeci obrot sa wokoé! tej samej osi z. Dla
baka (lekcja Dziat 4: Ruch obrotowy i bryla sztywna) to rzadki przypadek pionowej osi, a nutacja ma
czytelny sens fizyczny.

. Samolot prawie zawsze lata blisko poziomu (0 = 0), a katy 3-2-1 sa tam najdalej od osobliwo$ci i maja sens
dla pilota. Katy 3-1-3 mialyby osobliwo$¢ wlasnie w locie poziomym.

. Obrét 0 350° to ta sama orientacja co obrét o —10°. Kwaternion g, ma wtedy gy = cos 175° < 0.

. Regulator dazacy tylko do (1, 0) ,odkreci” 350° naokoto. Zmiana znaku g., gdy go < 0, daje obrdt o 10° w
druga strone. Markley i Crassidis nazywaja niechciany pelny obroét unwinding.

. Przy pionie (pochylenie +90°) katy kursu i przechylenia zaczynaja skakac albo zmieniac sie gwattownie
przy drobnych ruchach: to osobliwos¢ katéw Eulera.

. Telefon wewnetrznie liczy na kwaternionie lub macierzy (system Android udostepnia ,wektor obrotu”
wlasnie w tej postaci), a katy to tylko przeliczenie na wyj$ciu. Dlatego sam obraz w grach i aplikacjach AR
sie nie psuje.

Dynamika lotu - Lekcja 1: Orientacja w 3D - Zrédta: H. Schaub, J. L. Junkins, Analytical Mechanics of Aerospace Systems (rozdz. 3); F. L. Markley, J. L.
Crassidis, Fundamentals of Spacecraft Attitude Determination and Control (Springer 2014, rozdz. 2-3); J. Stuelpnagel, ,,On the parametrization of the three-
dimensional rotation group”, SIAM Review 6 (1964). Wszystkie liczby policzone na nowo (tools/verify/l1.py).
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