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Zasada maksimum
Pontriagina,
sterowanie
czasooptymalne i
metoda strzatow

LQR datl optymalny regulator dla jednego rodzaju zadania:
obiekt liniowy, koszt kwadratowy, sterowanie bez ograniczen.
Rakieta wchodzgaca na orbite, samolot wznoszacy sie
najszybciej, jak moze, czy dron, ktéry ma dolecie¢ na miejsce w
najkrotszym czasie, nie mieszcza sie w tych ramach. Ta lekcja
przedstawia ogolne narzedzie, czyli zasade maksimum (w
konwencji Tewariego: minimum) Pontriagina. Pokazuje, ze LQR
jest jej przypadkiem szczegdlnym, a sterowanie ,,gaz do dechy,
potem hamulec do dechy” innym. Konczy sie tym, jak takie
zadania rozwigzuje sie numerycznie. To most do rozdziatu 2
podrecznika Tewariego.
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o Prolog: rakieta, ktora ma zdazy¢

W potowie lat 50. w Moskwie Lew Pontriagin, matematyk, ktory w wieku 14 lat stracit wzrok, zajat
sie z kolegami (Bottianski, Gamkrelidze, Miszczenko) zadaniami, ktére przyniesli mu
inzynierowie lotnictwa: jak sterowaé, zeby samolot przechwytujacy dotart do celu najszybciej,
przy ograniczonym ciagu i wychyleniu steré6w? Rachunek wariacyjny z lekcji 6.1 Rachunek
wariacyjny zawodzil, bo optymalne sterowanie czesto siedziato na granicy dozwolonego zakresu,
a tam warunek ,,pochodna réwna zero” nie obowiazuje.

Wynikiem byla zasada maksimum, opublikowana w pelni w 1961 r. w ksigzce ,,Matematyczna
teoria procesow optymalnych” (po angielsku w 1962 r.). W tym samym czasie Richard Bellman w
USA rozwijal programowanie dynamiczne. Oba podejscia staly sie fundamentem projektowania
trajektorii rakiet, samolotéw i statkéw kosmicznych.

Pytanie na start. Dron (bez oporu) moze przyspieszac w pionie najwyzej g w gore i g w dot. Jak najszybciej
wznies¢ sig 0 5 m i zatrzymac? Ile to trwa? Odpowiedz w czesci 4.

1 0golne zadanie sterowania optymalnego
Dany jest obiekt (dowolnie nieliniowy) i kryterium: Tewari 2.4
iy
x = f(x,u,t), J = o(x(ty)) —|—/0 L(x,u,t)dt, u(t) eU.

L to koszt biezacy (Tewari nazywa go lagranzjanem), ¢ to koszt koncowy, U to dopuszczalne
sterowania, np. |u| < U. Do tego warunki brzegowe: znany stan poczatkowy i (czasem) zadany
stan koncowy. Przyktady:

LQR: L = 1 (x"Qx + u” Ru), t; = oo, bez ogranicze;
* czas minimalny: L = 1 (koszt to po prostu ¢y), |u| < U, zadany stan konicowy;
* minimalne zuzycie paliwa: L = |u| (ciag rakiety), zadany stan koncowy.

/Z ZADANIA - CZESC 1 2 zadania - ok. 10 min

1 Zapisz f, L, U i warunki brzegowe dla zadania z prologu.

2 Dlaczego w zadaniu minimalnego zuzycia paliwa koszt to |u|, a nie u??

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie
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2 Hamiltonian i zasada minimum

Jak w rachunku wariacyjnym z wiezami, dotagczamy réwnanie ruchu do kryterium mnoznikami

Lagrange’a A(t), ktore tu nazywaja sie kostanem (ang. co-state). Kluczowy obiekt to hamiltonian:

Tewari 2.5

H(x,u,\,t) = L(x,u,t) + AT f(x,u,t).

e M
58 ZASADA MINIMUM PONTRIAGINA (WARUNKI KONIECZNE)

Optymalne x*, u* i kostan A" spelniaja:

. OH . O0H e ) . .

x_(?—)\_f’ A= o u(t)—argrlfggH(x,u,)\,t),

z warunkami brzegowymi: x(0) dane; dla wolnego stanu koficowego A(tf) = 0p/0x
(warunek transwersalnosci); dla wolnego ¢, i H niezaleznego od czasu: H = 0

wzdluz trajektorii.
- J

Kostan ma interpretacje: \; mowi, o ile wzro$nie optymalny koszt, gdy w danej chwili
zwiekszymy z; o jednostke (wrazliwo$¢ kosztu na stan). Gdy U nie ogranicza, minimum H to
O0H /0u = 01 dostajemy rownania Eulera-Lagrange’a z lekcji math 6.1. Gdy ogranicza, minimum
moze leze¢ na brzegu U, i to jest nowos$¢ Pontriagina.

~ )
/A MAKSIMUM CZY MINIMUM?
Pontriagin definiowal hamiltonian z przeciwnym znakiem (maksymalizowal —L +

T . o . 7 2 . . o . . .
A" f), stad nazwa ,zasada maksimum”. Tewari i wiekszos¢ ksigzek inzynierskich
minimalizuje H = L + AT fimowi o ,zasadzie minimum”. Tres¢ jest ta sama, rézni

sie tylko znak kostanu.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 25 min

1 Napisz H i réwnania kostanu dlaz = v, 0 = u, L = %u2.

2 W zadaniu 2.1 kostan \; jest staly, a Ay liniowy w czasie. Jakiego ksztaltu jest wiec
e« optymalne u(t) i z(t)?
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3 Pokaz, ze dla H niezaleznego jawnie od czasu H jest state wzdluz optymalnej trajektorii
== (bez ograniczen sterowania).

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

3 LQR jako przypadek szczegdlny
Dla f = Ax + Bu, L = }(x"Qx + u” Ru):

H
H = 1x"Qx + ju” Ru + A" (Ax + Bu), ‘Z— =Ru+B'A=0 = u=-R'BT),
u

A=—-Qx— AT

Zgadujemy, ze kostan jest liniowy w stanie: A = P(¢)x. Podstawiajac do obu réwnan i zadajac,
zeby wynik zachodzit dla kazdego x, dostajemy rézniczkowe réwnanie Riccatiego

—P=A"P+PA-PBR'B"P+Q,

adlatys — oo jego stan ustalony, czyli algebraiczne rownanie Riccatiego z lekcji 4.3 LQR: koszt
zamiast biegunéw. Szkic z tamtej lekcji (przez funkcje wartoéci V = x” Px) i ten (przez kostan)
daja ten sam wynik: kostan to gradient funkcji wartosci, A = VV (w skali %).

/. ZADANIA - CZESC 3 2 zadania - ok. 20 min

1 Wyprowadz rézniczkowe réwnanie Riccatiego z A = Px.

2 Dla skonczonego horyzontu bez kosztu koncowego jaki jest warunek koncowy dla P? Co
== ztego wynika dla wzmocnienia pod koniec?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Sterowanie czasooptymalne: bang-bang
Podwojny integrator & = v, v = u, |u| < U, koszt L = 1. Hamiltonian:

H=1+MAv+Xu, A=0, A =-\.
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H jest liniowy w u, wiec minimum lezy na brzegu: u* = —U sign Ay. Sterowanie zawsze pelne,
tylko kierunek sie zmienia: bang-bang. A poniewaz A2 (t) jest liniowe, zmienia znak najwyzej raz:
co najwyzej jedno przelaczenie. Ostatni odcinek musi trafi¢ w cel pelnym hamowaniem, wiec
przelaczenie nastepuje na krzywej przelaczen

v|v|
2U

Powyzej krzywej sterujemy —U, ponizej +U, a na niej przelaczamy. To regulator w postaci

sprzezenia od stanu, tyle Ze nieliniowego: u = —U sign (ac + %%)

Odpowiedz na pytanie z prologu. Start w spoczynku, cel 5 m wyzej, tez w spoczynku, U = g. Z
symetrii: polowe czasu pelnym ciagiem w goére, potowe w do6t. Kazda potowa pokonuje 2,5 m:
%gt% =2,5,t; = 0,714 s. Razem T™* = 2\/h/7U = 1,43 s, predkos$¢ maksymalna 7,0 m/s. Dla
poréwnania gladka trajektoria z lekcji 3.3 trwatla 3 s przy przyspieszeniu do 3,2 m/s>.
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SYMULACJA 1  Plaszczyzna fazowa podwojnego integratora z krzywa przelaczen
(przerywana) i trajektoria czasooptymalna do zera. Zmieniaj stan poczatkowy i

ograniczenie U. Zwrdo¢ uwage: trajektorie to parabole, a przelaczenie zawsze wypada na
krzywej.

v [m/s] \\ u [m/s?]

\ 10

0] i} 0
-5
A
\ -10
AS
A
A Y
A
AN
-5 o] 5 0,5 1,0
x [m] t[s]
— krzywa przetaczen — trajektoria optymalna — u(t) =+U

czas minimalny T* 1,428 s przetaczenie w t = 0,714 s najpierw -U (w dé1)

Najszybciej jest petnym sterowaniem w jedng strone, a potem petnym w druga. Przetgczenie
nastepuje doktadnie na krzywej x = —v|v|/(2U): stamtad hamowanie petna sitg trafia w cel. Co
najwyzej jedno przetaczenie, bo A (t) jest liniowe.

Stan na rysunku: X = u, |u|l = 9,81 m/s?, start xe = 5,0 m, vo = 0,0 m/s, cel:
spoczynek w zerze.

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 25 min

1 Ile trwa czasooptymalne wzniesienie o 20 m (spoczynek-spoczynek) przy U = g? Jaka
= predko$é¢ maksymalna?

2  Wyprowadz krzywa przelaczen: z jakich stanéw hamowanie pelng sita +U konczy sie
== dokladnie w zerze?
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3 Dlaczego regulator bang-bang z krzywej przelaczen jest w praktyce zawodny i czym sie
= g0 zastepuje?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

5 Zadanie brzegowe i metoda strzatow

Zasada minimum zamienia zadanie optymalizacji w uklad ré6wnan rézniczkowych na x i A.
Haczyk: warunki brzegowe sa rozdzielone. x znamy na poczatku, a dla A (albo czesci x) warunki
sg na koncu. To dwupunktowe zadanie brzegowe (ang. two-point boundary value problem),
znacznie trudniejsze od zwyktego calkowania. Tewari 2.7

Najprostsza metoda numeryczna to metoda strzalow:

1. zgadnij brakujace wartosci poczatkowe A(0);

2. scatkuj réwnania stanu i kostanu do t; (np. RK4, lekcja 6.2 Metody numeryczne: Python i
C++);

3.zmierz chybienie: réznice miedzy x(t;) a celem;

4. popraw A(0) metoda Newtona (jakobian chybienia wzgledem A(0) z réznic skoficzonych) i
wroc¢ do 2.

Dla probleméw liniowych (bez oporu) chybienie jest liniowa funkcja A(0) i wystarcza jeden krok
Newtona. Z oporem kwadratowym (0 = u — cv|v|) potrzeba kilku krokdéw. Przy wiekszym oporze (
¢ 2 0,3 1/m w naszym zadaniu) juz pierwszy krok Newtona, z zera albo z rozwigzania bez oporu,
prowadzi do trajektorii, ktére eksploduja przed ¢;: rownania kostanu sa niestabilne w przéd.
Tewari pisze wprost, Ze proste strzaly maja klopoty ze zbiezno$cia. Ratunkiem sa kontynuacja
(rozwiazuj kolejno dla rosnacego c), strzaly wielokrotne (przedzial dzielony na kawatki) i metody
kolokacyjne.
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SYMULACJA 2 Zadanie minimalnej energii: z (0, 0) do (5 m, 0) w 3 s, Z oporem
kwadratowym c. Zgadnij A;(0) i A;(0) suwakami albo naciskaj ,Krok Newtona”. Przy ¢ = 0
trafia jeden krok. Przy ¢ = 0,1 kilka. Ustaw ¢ = 0,3 i zacznij od zera: juz pierwszy krok
Newtona daje trajektorie, ktéra eksploduje. Potem rozwiaz dla ¢ = 0,2, a nastepnie
zwieksz c do 0,25 i kontynuu,j.

X [m]
6
O
4
2
0
g ulm/s?]
2
0
-2
-4
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
t sl
— potozenie x(t) = cel:x(3)=5m,v(3)=0 =— sterowanie u(t) = -A,(t)
chybienie |x(3) - 5, v(3)| 5,000000 kroki Newtona 0 koszt J = %[uz dt 0,000
u(0) =-A,(0) 0,000 m/s?
Zgadujemy brakujgce warunki poczatkowe kostanu A(0), catkujemy w przod i patrzymy, o ile
chybili$my celu. Newton poprawia zgadniecie na podstawie tego, jak chybienie zalezy od A(0).
Stan na rysunku: X = v, V = u - c-v|v|, ¢ = 0,10; koszt ¥Ju2 dt; A(0) = (0,000;
0,000); cel x(3) =5m, v(3) = 0.
/. ZADANIA - CZESC 5 3 zadania - ok. 25 min

1 Dlac=0icelu(5m,0)w3swyznacz \; i A\y(0) z rozwiazania analitycznego zadania 2.2.
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2 Wyprowadz réwnania kostanu dla ¢ = u — cvjv| i L = ju?.

3 Dlaczego czlon 2¢|v| 2 w réwnaniu kostanu moze prowadzi¢ do eksplozji przy
== catkowaniu w przéd?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

6 Przewodnik po rozdziale 2 Tewariego

Celem czesci V jest swobodne czytanie podrecznika A. Tewari, Advanced Control of Aircraft,
Spacecraft and Rockets. Jego rozdziatl 2 (,,0ptimal Control Techniques”) streszcza w 70 stronach to,
co budowalisSmy przez caty kurs. Mapa:

Tewari temat unas
2.2-2.3 optymalizacja wielu zmiennych, mnozniki math 3.1 (ekstrema, mnozniki
Lagrange’a, ograniczenia nieréwnosciowe Lagrange’a), math 6.1
(wariacje)
2.4 sterowanie optymalne uktadu ta lekcja, czes$cé 1-2

dynamicznego, warunki optymalno$ci

2.5 hamiltonian, zasada minimum, roéwnanie czesci 2-3; lekcja 4.3
HJB, LQ ze zmiennymi w czasie

2.6 wiezy na stan koncowy, réwnania Eulera- czesci 4-5
Lagrange’a
2.7 numeryka zadan brzegowych: strzaty, cze$¢ 5
kolokacja
2.10- procesy stochastyczne, filtr Kalmana lekcje 4.4-4.5
2.11
2.12 odporne sterowanie LTI: LQG/LTR, H,/Ho lekcja 5.2 LQG i odpornosé

Réznice w zapisie: Tewari pisze L dla kosztu biezacego i ¢ dla kocowego, jak my; uzywa A dla
kostanu; zapisuje kod w MATLAB-ie (odpowiedniki w Pythonie w lekcji 4.3). Rozdzial 3 (samolot),
4-5 (rakiety: naprowadzanie i orientacja) i 6-7 (statki kosmiczne) to kontynuacja w kursach
dynamiki lotu i astronautyki.
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7 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: ZADANIE OPTYMALNE PRZEZ ZASADE MINIMUM

. Sformulyj f, L, p, U, warunki brzegowe, czy t; jest wolne.

. Hamiltonian H = L + AT f; rébwnania kostanu A = — Hy.

. Minimalizuj H po u: wnetrze (H, = 0) albo brzeg U (bang-bang).

. Warunki brzegowe dla X (transwersalno$¢, H = 0 przy wolnym ¢y).

aua B~ W N =

. Rozwiaz zadanie brzegowe: analitycznie w prostych przypadkach, numerycznie
strzatami lub kolokacja; sprawdz, czy wynik jest minimum (poréwnaj z innymi
trajektoriami).

Przyktad 7.1
Najszybciej o 5 m w gore
i =u, [u] <9,81m/s% (0, 0) do (5, 0). Wyznacz sterowanie i czas.

1 H =14 Av+ Au, u = —Usign A, A2 liniowe: jedno przelaczenie.

2  Start ponizej krzywej przetaczen (z — 5 < 0 wzgledem celu): najpierw +U.

3 Symetria: przetaczenie wt; = y/h/U = 0,714 s na wysokosci 2,5 m przy v = 7,0 m/s.

[ Wynik: 7" = 1,428 s; u = +¢ do 0,714 s, potem —g. ]

Sprawdzenie: H ma by¢ réwne zero (wolne tf): A, A2 dobrane tak, ze 1 + Ajv +
A2u = 0 w kazdej chwili v (zadanie do przemys$lenia 1); symulacja 1 daje ten sam

czas v'.
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Przyktad 7.2
Strzaty z kontynuacja

Minimalna energia Ys[u? 0 - 5mw 3's, opdr ¢ = 0,2 1/m. Znajdz X(0).
1 ¢=0:X(0) = (—2,222; —3,333) (analitycznie).

2 ¢ = 0,1 startujac stad: 3 kroki Newtona (chybienie 0,94 - 0,013 - 2:1076 - 107'?),
A(0) = (—2,411; —3,404).

3 ¢ =0,2startujac z ¢ = 0,1: 5 krokéw, A(0) = (—2,953; —3,600).

4 ¢ = 0,3 bezposrednio: trajektorie eksploduja juz przy pierwszym zgadnieciu;
potrzebne mniejsze kroki kontynuacji albo strzaly wielokrotne.

Wynik: przy oporze sterowanie startuje mocniej (u(0) = 3,60 zamiast 3,33 m/s?), zeby

zrekompensowac opor.

Sprawdzenie: zbiezno$¢ kwadratowa Newtona (liczba poprawnych cyfr podwaja sie
w kazdym kroku) v.

s Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczyé

x Optymalne sterowanie jest gtadkie.”

Przy kosztach liniowych w u (czas, paliwo) optimum lezy na granicach: bang-bang.

x ,Zasada minimum daje rozwigzanie.”

Daje warunki konieczne i zadanie brzegowe. Rozwigzac je trzeba osobno, czesto

numerycznie, i nie zawsze sie udaje.

x  ,Kostan to sztuczka matematyczna bez znaczenia.”

Kostan to wrazliwo$¢ optymalnego kosztu na stan: cena cienia. W LQR A = Px.

x ,Metoda strzatow zawsze zbiega, jesli zadanie ma rozwigzanie.”

Nie: kostan bywa niestabilny w przo6d, a zgadniecie musi by¢ bliskie. Kontynuacja i

strzaly wielokrotne to standard.
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x  Sterowanie optymalne zastepuje sprzezenie zwrotne.”

Trajektorie optymalng liczy sie zwykle z gory (w petli otwartej), a regulator ze
sprzezeniem prowadzi obiekt wzdluz niej (Tewari 2.9).

9 Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 Kostan w zadaniu czasooptymalnym. Dla przyktadu 7.1 wyznacz A; i A2(t) z warunkow
«= H = 01iprzelaczeniawt; = 0,714 s.

2 Minimalne paliwo. & = u, |u| < U, L = |u|, zadany czas T dtuzszy od minimalnego. Jak
== wyglada sterowanie?

3 Goddard. Rakieta pionowa w atmosferze: jak roztozy¢ paliwo, zeby osiagnaé
= maksymalng wysokos$¢? Dlaczego intuicja ,,pelny ciag od startu” moze byc¢ zta?

4 Bellman kontra Pontriagin. Programowanie dynamiczne daje funkcje wartosci V' (x, t)
== dla kazdego stanu, zasada minimum tylko jedna trajektorie. Co jest praktyczniejsze dla
drona o 12 stanach?

5 Czas wolny i warunek H = 0. Dlaczego przy wolnym czasie koncowym (i H niezaleznym
«= od czasu) H musi by¢ zerem, a nie dowolna statg?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

/4 °
10 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Jak wyglada hamiltonian?

H=L+Xrf.
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2 Jakie ro6wnanie spelnia kostan?

A= —0H/dx.

3 Comoéwizasada minimum o sterowaniu?

W kazdej chwili u* minimalizuje H po dopuszczalnych sterowaniach.

4  Skad LQR w tym jezyku?

H, = 0dajeu = —R'BT)\, a X\ = Px daje réwnanie Riccatiego.

5 Dlaczego sterowanie czasooptymalne jest bang-bang?

H jest liniowy w u, wiec minimum lezy na brzegu |u| = U.

6 Ile przelaczen ma czasooptymalny podwoéjny integrator?

Najwyzej jedno, bo Az(t) jest liniowe.

7 Na czym polega metoda strzatow?

Zgadnij A(0), scatkuj, zmierz chybienie celu, popraw Newtonem.
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11 Karta wzorow i co dalej

-

\
ZASADA MINIMUM BANG-BANG I STRZALY
J = o(x(tf)) + fotf Ldt, H=L+X'f Z=u,|ul <U:u= —Usign(w + %%)
X =Hx, A= —Hx, u" = argminy H spoczynek-spoczynek: T* = 24/h/U
A(ts) = px (stan koncowy wolny); H = 0 ( min. energia: z = h(3s? — 25%), J = 6h2/T*
t; wolne) 1
. strzaly: Ap — XAy — JE F()\())
LQR: A = Px,—P = ATP + PA —
PBR'BTP +Q
J

Do przeczytania

* Obowiazkowo: A. Tewari, Advanced Control of Aircraft, Spacecraft and Rockets, rozdz. 2.4-2.7

(teraz da sie je czyta¢ bez zatrzymywania).

¢ Dla chetnych: D. E. Kirk, Optimal Control Theory: An Introduction (Dover), bardzo przystepny;

A. E. Bryson, Y.-C. Ho, Applied Optimal Control, klasyka z przykladami lotniczymi.

~
Zostalo jedno pytanie, ktdre wisi nad calq czesciq IV: LQR ma gwarantowany zapas fazy 60°, filtr
Kalmana jest optymalny. Czy ich polqczenie, regulator LQG, jest odporny na btedy modelu?
Odpowiedz z 1978 r. zaskoczyla wszystkich i zmienila kierunek rogwoju automatyki. To temat
ostatniej lekcji.
/
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
l.x = [z,v], f = [v,u|, L =1, |u| < g;x(0) = [0,0], x(tf) = [5, 0], t; wolne (minimalizowane).

2. Zuzycie paliwa rakiety jest proporcjonalne do ciggu (wydatek masowy rn = T'/v,), a nie do jego
kwadratu. Koszt u? (energia) prowadzi do gtadkich sterowan, koszt |u| do sterowan typu ,,pelny ciag
albo nic”.

Zadania - czes$¢ 2
1 H = }u? + Mo+ du. M = —0H [0z = 0, Ay = —0H /0v = —\;. Minimum: u = —X,.

2. u = —\y(t) jest liniowe w ¢, wiec v jest kwadratowe, a = szescienne. Przejscie z (0, 0) do (5 m, 0) w 3 s:
€ =5(3s* — 25%),s = t/3,u = (1 — 2s): 0d 3,33 do 3,33 m/s’.
3. H = Hyx + HxA + Hyi = Hy f + fT(—HT) + 0 = 0. To odpowiednik zasady zachowania energii w
mechanice Hamiltona.
Zadania - czesc 3
1.A = Px + Px = Px + P(A — BR'BTP)x. Z drugiej strony A = —Qx — AT Px. Poréwnujac: P +
PA—-PBR'BTP+Q+ ATP =0.

2. Stan koicowy wolny, ¢ = 0: A(t;) = 0, wiec P(t;) = 0. Wzmocnienie K = R~! BT P spada do zera pod
koniec: regulator ,,odpuszcza”, bo po t; nic sie nie liczy. Daleko od konca P jest bliskie rozwigzaniu
algebraicznemu.

Zadania - czesc 4
1.T" =2,/20/9,81 = 2,86 S; Umax = ¢ - 1,43 = 14,0 m/s. Czterokrotna wysoko$¢, dwukrotny czas.

2. Ze statym u = —U sign v ruch spelnia v? = 2U|z| i musi zmierzaé do zera: dlav > Ojestz < 0iz =
—v?2/(2U), dlav < 0 jestz = v2/(2U). Razem: z = —v|v|/(2U).

3. W idealnym modelu przelacza sie raz i trafia. Przy btedach modelu, szumie i prébkowaniu wokét celu
przetacza sie bardzo czesto (jak sterowanie §lizgowe z lekcji 4.6), jest wrazliwy na btad modelu U i na
szum. W praktyce stosuje sie go daleko od celu, a w poblizu przetacza na regulator liniowy (tzw.
sterowanie dwufazowe), albo ,,zaokragla” krzywa (np. regulator PTOS).

Zadania - cze$c 5
Lou(t) = —X2(0) + At = 2 — £t: X5(0) = —3,333, \; = —2,222. Koszt J = 6k /T3 = 5,56 (m?/s°).
2. H = 3u® + Mo + Xa(u — evlv]); B(v[v]) /0v = 2|v]. Ay = 0, Ay = A1 + 2¢|v|Ag, u = — .

3. To czton wzrostu wyktadniczego z szybkoscia 2c|v|. Jesli zgadniete A, jest za duze co do modutu,
sterowanie u = —\, rozpedza drona, |v| roénie, a to przyspiesza wzrost |As|. Sprzezenie dodatnie
konczy sie wybuchem w skoficzonym czasie. Typowe dla kostanéw: sa ,,stabilne wstecz”, a
niestabilne w przéd.
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Zadania do przemyslenia

1.

1. )\2 = )\2(0) — )\1t ma zero wty: )\2(0) = Altl.Wt =0:v= 0, u = U, H=1+ )\Q(O)U = O, WIQC )\2(0) =

~1/U = —0,102.

. A1 = A2(0)/t; = —0,143. Sprawdzeniewt;: H = 1 4+ A\jvpa +0=1-0,143-7,0=0 v.
. H = |u| + A\v + Au. Minimum: u = —U sign A, gdy |Ae| > 1;u = 0, gdy | A2 < 1.
. Wynik: pelny ciag, swobodny lot (bez ciagu), pelne hamowanie (ang. bang-off-bang). Tak wygladaja

manewry orbitalne: krétkie impulsy i diugie fazy lotu bez napedu (Hohmann w kursie astronautyki).

. Pelny ciag przy gestym powietrzu daje duza predko$é i ogromny opér (rosnacy z v?), czyli straty energii.

Optaca sie czasem lecie¢ wolniej w gestej atmosferze.

. Rozwiazanie optymalne zawiera tuk osobliwy (ang. singular arc): posredni ciag utrzymujacy ,,optymalng”

predkos$é¢, gdy H nie zalezy od u (Tewari 2.8.1). To klasyczny problem Goddarda z 1919 .

. Programowanie dynamiczne daje gotowe sprzezenie zwrotne u(x), ale wymaga funkcji na przestrzeni 12-

wymiarowej: siatka 10 punktéw na wymiar to 1012 weztéw (przekleiistwo wymiarowosci).

. Zasada minimum i metody bezposrednie licza jedna trajektorie, tanio, a sprzezenie zwrotne wokodt niej

daje LQR (linearyzacja wzdluz trajektorii). Tak robi sie to w praktyce, takze w MPC (sterowaniu
predykcyjnym).

. Wydtuzenie czasu o 6ty zmienia koszt o H(ts) oty (o tyle, ile kosztuje biezaca chwila plus efekt

przesuniecia konica). W optimum ta zmiana musi by¢ zerowa dla dowolnego dt;.

2. Stad H(t;) = 0, a poniewaz H jest stale wzdluz trajektorii (zadanie 2.3), H = 0.

Automatyka - Lekcja 5.1: Zasada maksimum i metoda strzatow - Zrodta: A. Tewari, Advanced Control of Aircraft, Spacecraft and Rockets (Wiley 2011), rozdz.
2; L. S. Pontriagin, W. G. Bottianski, R. W. Gamkrelidze, E. F. Miszczenko, Matematyczna teoria proceséw optymalnych (1961, ang. 1962); D. E. Kirk, Optimal
Control Theory (1970); A. E. Bryson, Y.-C. Ho, Applied Optimal Control (1975). Wszystkie liczby policzone na nowo (tools/verify/c5_1.py).
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