AUTOMATYKA 4.6

Stabilnos¢
Lapunowa i

sterowanie nieliniowe

Lekcja dla chetnych. Wszystko, co dotad robiliSmy, opierato sie

na linearyzacji: bieguny, transmitancje, LQR i filtr Kalmana

opisuja uktad w okolicy punktu pracy. Ta lekcja wychodzi poza

te okolice. Pokazuje, jak udowodni¢ stabilnos¢ bez

rozwigzywania rownan, jak skasowac nieliniowos¢ sprzezeniem

zwrotnym i jak zbudowac regulator, ktéremu nieznane

zaklécenie nie przeszkadza. To przeglad. Kazdy z tematéw ma

osobne podreczniki, a celem jest rozpoznanie ich w literaturze,

choc¢by u Tewariego.

CZAS ZADANIA

ok. 2 h teorii + ok. 11 zadan w tresci

2 h zadan +4do
przemyslenia, z
odpowiedziami
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o Prolog: stabilno$¢ bez rozwigzywania

W 1892 r. Aleksandr Lapunow obronit w Moskwie rozprawe ,,0gélny problem statecznosci ruchu”.
Wyszed! od obserwacji z mechaniki: jesli energia ukladu ciagle maleje, a jest najmniejsza w
punkcie réwnowagi, to uktad musi do tej réownowagi zmierzac, jakkolwiek skomplikowane
bylyby jego rownania. Nie trzeba znaé trajektorii, wystarczy znalez¢ funkcje podobna do energii i
sprawdzi¢, ze maleje.

Przez pét wieku praca byla prawie nieznana na Zachodzie. Gdy w latach 50. i 60. automatyka
zderzyla sie z nieliniowymi problemami rakiet i statkéw kosmicznych, metoda Lapunowa stata
sie podstawa catej teorii sterowania nieliniowego.

Pytanie na start. Wahadlo z tarciem puszczone z kqta 143°. Wiadomeo, ze kiedys sie zatrzyma na dole. Czy
da sie to udowodnié bez rozwiqzywania réwnania 6 = —4sinf — ¢, ktdrego nie da sie rozwigzad w
funkcjach elementarnych? Odpowiedz w czesci 1.

1 Funkcja Lapunowa

4 )
58 TWIERDZENIE LAPUNOWA (WERSJA PRAKTYCZNA)

Punkt réwnowagi x = 0 uktadu x = f(x). Jesli istnieje funkcja V' (x) taka, ze V(0) = 0,
V(x) > 0dlax # 0 (w pewnym otoczeniu) oraz

V=VV.f(x)<0 dlax#0,

to réwnowaga jest asymptotycznie stabilna. Gdy V < 0, jest stabilna (trajektorie nie
uciekaja).

- J

Klucz: V liczymy z réwnania ruchu, bez jego rozwiazywania. Odpowiedz na pytanie z prologu.
Dla wahadta z tarciem wezmy energie (na jednostke mL?): V = %oﬂ + Z(1 — cos@). Wtedy

V = wo + %sin&w =w (—% sinf — cw) + %wsin@ = —cw? <0.

Energia nigdy nie ro$nie, wiec wahadlo nie ucieknie z obszaru V- < V(0). V jest zerowe tylko
chwilowo (gdy w = 0 w punkcie zwrotnym), a jedynym miejscem, gdzie wahadlo moze zosta¢ na
stale z w = 0, jest rownowaga. Zasada LaSalle’a formalizuje ten krok i daje asymptotyczna
stabilno$¢. Z kata 143° (V' = 17,7) wahadlo nie przejdzie przez gore, bo to wymaga V' > 2g/L =
19,6: zatrzyma sie na dole.
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SYMULACJA 1 Portret fazowy wahadta (lekcja 4.6 Uklady nieliniowe, ptaszczyzna
fazowa i stabilno$¢) z poziomicami energii. Czerwona poziomica to separatrysa V = 2g/L
. Z tarciem trajektoria przecina poziomice tylko do srodka, a V' (t) maleje. Wyzeruj tarcie:
trajektoria biegnie po jednej poziomicy. Daj duza predkos¢ poczatkowsq: wahadto
przechodzi przez goére i konczy w innym minimum.

"@rad/s] ' Vit)
15
10
5
-6 -4 -2 0 2 4 6 5 10 15
B [rad] t[s]

— poziomice V = %w? + (g/L)(1 - cos ©) = trajektoria = V(t)

V(0) 17,67 1/s? V(20s) 0,001 prég przejscia przez gore 2g/L 19,62 petnych obrotow 0

Z tarciem V = —cw? = 0: trajektoria przecina poziomice tylko do érodka. Bez rozwiazywania réwnania
wiemy, ze wahadto nie ucieknie z obszaru V < V(0).

Stan na rysunku: 6"= -(g/L) sin 6 - c6, g/L = 9,81 1/s?, ¢ = 0,50 1/s, Be = 143°, we =
0,00 rad/s.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 20 min

1 Dlaz = —z3 pokaz stabilno$¢ funkcjg V' = z2. Dlaczego linearyzacja tu nic nie méwi?

2 Jaka predko$¢ poczatkowa na dole wystarcza wahadtu bez tarcia, zeby przej$¢ przez
= gore(g/L =9,811/s%?
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3 Dlawahadla bez tarcia V = 0. Co twierdzenie méwi o stabilnosci dolnej réwnowagi? Co
e« o gdbrnej?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

2 Lapunow dla uktadow liniowych

Dla x = Ax naturalna jest funkcja kwadratowa V = x” Px z P dodatnio okreslonym. Wtedy V =
xT (AT P + PA)x. Wystarczy, zeby

ATP + PA=—Q, Q - 0.

To rownanie Lapunowa: liniowe wzgledem P. Dla stabilnego A ma ono zawsze jedno
rozwigzanie, i to dodatnio okreslone; dla niestabilnego zwykle tez ma rozwigzanie, ale nie
dodatnio okre$lone. Ta sama macierz pojawita sie w LQR: koszt petli zamknietej [ xTQxdt =
xOTPxo (lekcja 4.3 LQR: koszt zamiast biegunéw). Funkcja Lapunowa jest tu kosztem ,,0d teraz do
nieskonczonosci”.

Praktyczne zastosowanie: funkcja Lapunowa z linearyzacji pozwala oszacowac¢ obszar
przyciagania uktadu nieliniowego, czyli najwieksza poziomice V, wewnatrz ktérej V < 0 takze
dla pelnego, nieliniowego modelu.

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 20 min

1 Petla PD wysokosci: A = [

0 1 . T o
4 _2,8}.R02W1e}zA P+ PA=-1.

2 Dlaczego dla niestabilnego A réwnanie Lapunowa nie moze mie¢ rozwiazania P > 0?

moopodstawowe meo Srednie maa feynmanowskie

3 Linearyzacja przez sprzezenie

Linearyzacja w punkcie pracy przybliza model. Linearyzacja przez sprzezenie zwrotne (ang.
feedback linearization) robi co$§ mocniejszego: sterowaniem dokladnie kasuje nieliniowo$¢, tak ze z
punktu widzenia nowego wejs$cia v obiekt jest liniowy w calym zakresie pracy.

Przyklad z kazdego kontrolera lotu: dron przechylony o kat ¢ ma pionowa sktadowa ciggu 7" cos ¢.
Pionowo: mZ = T cos p — mg. Jesli regulator wysokosci liczy zadane przyspieszenie v (np. PID z
lekcji 3.1), to ciag
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T — m (g +v)
cos ¢

daje dokladnie Z = v przy kazdym przechyleniu. Bez tego czlonu przechylony dron opada: przy
30° pionowe przyspieszenie spada o g(1 — cos 30°) = 1,31 m/s?, a regulator dowiaduje sie o tym
dopiero z uchybu.

Warunki i ograniczenia: trzeba znaé model (masa, cos ¢), a podzial przez cos ¢ wymaga |p| < 90° i
zapasu ciagu (przy 45° potrzeba 1,41 razy wiecej). Przy niedokladnym modelu kasowanie jest
niedoktadne, a reszte musi poprawic petla.

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 20 min

1 Ile razy wiekszy ciag potrzebny jest do zawisu przy przechyleniu 10°, 30°, 45°?

2 Wahadlo sterowane momentem: mL*6 = —mgL sin 0 + 7. Zaproponuj 7, ktére daje 6=uv

3 Dlaczego linearyzacja przez sprzezenie jest ryzykowna, gdy obiekt ma zero w prawej
e« poélplaszczyznie (lekcja 2.2)?

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

4 Sterowanie slizgowe

Co, jesli modelu nie znamy dokladnie, ale wiemy, ze zakidcenie jest ograniczone: |d| < D?
Sterowanie slizgowe (ang. sliding mode control) robi dwie rzeczy. Wybiera powierzchnie §lizgu, na
ktdrej ruch jest taki, jak chcemy, np. dla & = u + d:

s=i+A=0 = x(t)==x()e ) (t>t, t, — chwila dojicia do powierzchni).

Potem buduje sterowanie, ktére sprowadza stan na te powierzchnie i tam trzyma, cokolwiek robi
zaklocenie: u = —A& — ksign(s) z k > D. Uzasadnienie przez Lapunowa: dla V = 1s? jest V =
s$ = s(d — ksigns) < —(k — D)|s| < 0. Stad tez oszacowanie czasu dojscia: co najwyzej |so|/(k —

D).

Na powierzchni sterowanie przetacza sie nieskonczenie szybko miedzy 4+ i w Sredniej dokladnie
kasuje zaklécenie. W praktyce przelaczanie z czestotliwoscia prébkowania to drgania sterowania
(ang. chattering): niszcza sitlowniki i pobudzajg niemodelowane rezonanse. Typowe lekarstwo to
warstwa przejSciowa: sign(s) — sat(s/e). Drgania znikaja, a btad zostaje ograniczony, ale juz nie
zerowy (rzedu e/\).
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SYMULACJA 2  Podwdjny integrator & = u + d z nieznanym zakléceniem d = 0,8 sin 2t,
start z = 1. Poréwnaj PD (te same bieguny co PD wysokosci z lekcji 2.2) ze sterowaniem
$lizgowym. Zmniejsz k ponizej amplitudy zaklécenia. Wiacz warstwe ¢ i patrz na
sterowanie.
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— potozenie x(t) — sterowanie u(t) — ptaszczyznafazowaiprostas=0

najwieksze |[x| w5-10s 0, 0006 przetaczen sterowania na sekunde 1076

warunek k > max|d| speitniony

Na prostej s = 0 ruch to X = —-Ax, niezaleznie od zaktdcenia. Cena: sterowanie przetacza sie w kazdym
kroku obliczen, tu ok. 1000 razy na sekunde (ang. chattering), co niszczy silniki i pobudza
niemodelowane drgania.

Stan na rysunku: X = u + d, d = 0,80 sin 2t, s = X + 2x, u = -2x - k sign(s), k =
1,50.

/Z ZADANIA - CZES$C 4 3 zadania - ok. 25 min

1 Startz =1, =0, =2,k =1,5,D = 0,8. Oszacuj czas dojscia do powierzchni $lizgu.
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2 PDwu= —4z — 2,8% z tym samym zakléceniem: jaka amplituda drgan ustalonych? (Policz

-n 1 —

3 Dlaczego ruch na powierzchni $§lizgu nie zalezy od zakldcenia, a ruch PD tak?

moo podstawowe mmo Srednie saa feynmanowskie
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5 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: KIEDY LINIOWE JUZ NIE WYSTARCZA

1. Sprawdz zakres: jesli punkt pracy sie zmienia, ale powoli i mierzalnie, wystarczy gain
scheduling (lekcja 3.3).

2. Znana nieliniowo$¢ (grawitacja, cos ¢, aerodynamika z modelu): linearyzacja przez
sprzezenie plus liniowa petla na reszte.

3. Nieznane, ale ograniczone zakldcenia: sterowanie $lizgowe z warstwa przej$ciowa.
4. Dowdd stabilnosci: funkcja Lapunowa (energia, 3s?, x” Px).

5. Sprawdzenie: symulacja nieliniowa z bledami modelu, op6znieniem i probkowaniem.

Przyktad 5.1
Wahadto z 143°
g/L = 9,811/s% ¢ = 0,5 1/s, start 6y = 2,5 rad, wy = 0. Co wiemy bez rozwiqzywania?
1 V(0)=9,81(1—cos2,5) =17,67 < 2g/L = 19,62: wahadlo nie przejdzie przez gore.
2V =-0,5w? < 0, aLaSalle daje zbiezno$é¢ do 6 = 0.

3 Symulacja: Vw kolejnych sekundach 17,7; 11,5; 8,0; 5,2; 3,2; 2,0, po 20 s prawie zero.

[ Wynik: wahadlo zatrzyma sie na dole, bez zadnej trajektorii w reku. ]

Sprawdzenie: symulacja 1 z tymi ustawieniami v.
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Przyktad 5.2
Kompensacja przechylenia w dronie

Dron 1 kg leci w bok z przechyleniem 30°, regulator wysokosci 2qda v = 0. Porownaj ciqg mg i ciqg
z linearyzacji przez sprzezenie.

1 Ciag mg = 9,81 N: pionowa sktadowa 9,81 cos 30° = 8,50 N, dron przyspiesza w dot
1,31 m/s>.

2 Ciagmg/cos30° = 11,33 N: pionowa sktadowa doktadnie 9,81 N, wysokos¢ stata.

Wynik: jedna linijka (dzielenie przez cos ) usuwa zaklécenie, ktére regulator liniowy
musiatby zbija¢ uchybem.

Sprawdzenie: przy ¢ = 0 wzér daje zwykly ciag zawisu v'.

6 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

X

»Jesli nie umiem znalez¢ funkcji Lapunowa, uktad jest niestabilny.”

Twierdzenie daje warunek wystarczajacy. Brak funkcji to brak dowodu, nie dowéd
niestabilnosci.

x  ,Linearyzacja w punkcie pracy i linearyzacja przez sprzezenie to to samo.”

Pierwsza przybliza model, druga kasuje nieliniowo$¢ sterowaniem i dziala w caltym

zakresie, o ile model jest dokladny.

x ,Sterowanie slizgowe jest odporne na wszystko.”

Tylko na zaklécenia dopasowane do wejscia (wchodzace tam, gdzie sterowanie) i
ograniczone przez k. Placi sie drganiami sterowania albo warstwa z niezerowym
btedem.

x  Uktad nieliniowy zawsze wymaga regulatora nieliniowego.”

Wiekszos$¢ drondéw i samolotéw lata na regulatorach liniowych z harmonogramem
nastaw. Nieliniowe metody stosuje sie tam, gdzie te nie wystarczaja.
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7 Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 4 zadania - ok. 1 godzina

1 Rozhustanie wahadla. Chcemy rozhusta¢ wahadlo z dotu do géry ograniczonym
«= momentem. Zaproponuj prawo sterowania oparte na energii. Wskazéwka: V =
wt/(mL?) (bez tarcia).

2 Lapunow dla orientacji satelity. Satelita obraca sie z predkoscia w; energia kinetyczna
=== obrotu %wTJ w. Zaproponuj moment sterujacy, ktéry na pewno wytraca obrot.

3 Slizg z probkowaniem. Sterowanie §lizgowe liczone co T' = 1 ms. Ile wynosi w

== przyblizeniu amplituda drgan s wokét zera? (Miedzy probkami § ~ +k.)

4  Obszar przyciagania. Odwr6cone wahadlo z regulatorem liniowym zaprojektowanym w
== poblizu pionu. Opisz, jak funkcja Lapunowa z réwnania Lapunowa oszacowac, z jak
duzego wychylenia regulator na pewno wroci.

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

14 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Co moéwi twierdzenie Lapunowa?

Jesli istnieje V > 0z V<0 poza roOwnowaga, rownowaga jest asymptotycznie stabilna.

2 Jaka funkcja Lapunowa pasuje do wahadla z tarciem?
Energia: V = 1w? + £(1 — cos ), V = —cw?.
3 Cotoroéwnanie Lapunowa?

ATP 4+ PA = —Q; dodatnio okreélone P istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
stabilna.
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4  Naczym polega linearyzacja przez sprzezenie?

Na skasowaniu znanej nieliniowosci sterowaniem, np. T' = m(g + v)/ cos ¢.

5 Jak dziala sterowanie Slizgowe?

Sprowadza stan na powierzchnie s = 0 i trzyma go tam przetaczaniem +k z k > |d|.

6 Coto chattering ijak go ograniczyc¢?

Szybkie przelaczanie sterowania; warstwa przej$ciowa sat(s/¢).
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9 Karta wzorow i co dalej

4 N
LAPUNOW STEROWANIE NIELINIOWE
V >0,V =VV.f<0 - asymptotycznie dron: T = m(g + v)/cos ¢
stabilny slizg:s =@ + Az, u = — A& — ksigns, k >
wahadlo: V = Jw? + £(1 — cosf), V = D
—ew? czas dojscia < [sg|/(k — D); warstwa: biad
liniowy: ATP + PA = —Q ~e/A

N\ J

Do przeczytania

* Obowiazkowo (dla chetnych): J.-J. Slotine, W. Li, Applied Nonlinear Control, rozdz. 3
(Lapunow) i 7 (sterowanie $lizgowe), bardzo przystepne.

¢ Dalej: H. K. Khalil, Nonlinear Systems (standardowy podrecznik); A. Tewari, Advanced Control
of Aircraft, Spacecraft and Rockets, dodatek B (stabilno$¢ Lapunowa w zwiezlej formie).

To koniec czesci IV. Czes¢ V jest mostem do podrecznika Tewariego: sterowanie optymalne w
ogdlnej postaci (zasada maksimum Pontriagina, ktdra daje LQR jako przypadek szczegolny i
sterowanie czasooptymalne jako inny) oraz pytanie, ktére wisi nad catq czesciq IV: co sie dzieje z
odpornosciq, gdy LQR polqczymy z filtrem Kalmana.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.V=2zi=-22"<0dlaz # 0: asymptotycznie stabilny. Linearyzacja w zerze daje £ = 0 (biegun w
zerze), czyli przypadek graniczny, z ktérego nic nie wynika.

2. %w% > 24:wy > 24/g/L = 6,26 rad/s. Z tarciem trzeba wiecej (z ¢ = 0,5 nawet 6,5 rad/s nie wystarczy).

3. Dolna: V > 0 wokoét niej i V=0, wiec stabilna, ale nie asymptotycznie (wahadto oscyluje bez konca).
Gorna: V ma tam punkt siodtowy (ros$nie z w, maleje z odchyleniem kata), a nie minimum, wiec

twierdzenie nie ma zastosowania, a rownowaga jest niestabilna (lekcja math 4.6).
Zadania - czesc 2

1. Z trzech réwnan na pii, pia, P22 —8p12 = —1, p11 — 2,8p12 — 4p22 = 0, 2p12 — 5,6per = —1. Stad p12 =
0,125, pes = 0,223, p11 = 1,243. Wartosci wlasne 1,258 i 0,208: dodatnio okreslona v'.

2. Gdyby mialo, V = x” Px bytoby dodatnie i malejace wzdtuz kazdej trajektorii, wiec wszystkie
trajektorie zmierzatyby do zera. To przeczy istnieniu rosnacego modu wlasnego.

Zadania - czes¢ 3
1.1/ cos ¢: 1,015; 1,155; 1,414.

2.7 =mgLsin® + mL%v. Zv = —k10 — k,0 kazda pozycja (takze odwrdcona) jest stabilizowana jak
liniowy oscylator, w calym zakresie katéw (o ile moment wystarcza).

3. Kasowanie dynamiki to w istocie odwrdcenie modelu. Odwrocenie prawego zera daje niestabilny
biegun w regulatorze: wewnetrzna dynamika (ang. zero dynamics) eksploduje, cho¢ wyjscie wyglada
dobrze. Metoda wymaga, zeby ta wewnetrzna dynamika byla stabilna.

Zadania - czesc 4

1l.sg=0+2-1=2;¢t<2/(1,5 —0,8) = 2,86 s. Symulacja: ok. 1,8 s (oszacowanie jest pesymistyczne, bo
zakl6cenie nie zawsze dziata przeciwko).

2.(j2)% + 4 = 0, zostaje |2,8 - 2j| = 5,6; amplituda 0,8/5,6 = 0,143. Slizgowy z sign: ok. 0,0006, z warstwa
€ = 0,05: ok. 0,009.

3. Na powierzchni obowiazuje s = 0, czyli £ = —Az: rdwnanie pierwszego rzedu, w ktérym d nie
wystepuje, bo sterowanie przelaczajace w $redniej doktadnie je kompensuje. PD ma skoniczone
wzmocnienie i zaktdcenie przechodzi przez S (lekcja 2.5).

Zadania do przemyslenia

1. 1.Cel: V = Vgsa = 29/ L. Sterowanie 7 = k sign(w) (Vgsra — V') zwieksza energie, gdy jej brakuje (pchamy
zgodnie z ruchem), i zmniejsza, gdy jest za duza.

2. Po dojsciu w okolice gory przetgczamy na regulator liniowy (LQR) stabilizujacy odwrdcone wahadto. To
klasyczne rozwigzanie Astréma i Furuty (2000).
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2. 1.Zréwnan Eulera V = w’r (czton zyroskopowy nie wykonuje pracy). Wybér 7 = —kw daje V = —k|w|? <
0.
2. To ttumienie predkosci obrotowej, uzywane do wytracania obrotu po odlaczeniu od rakiety; jego
przyblizona wersja dla cewek magnetycznych (magnetorquerdéw) to prawo ,,B-dot”. Temat kursu
astronautyki (sterowanie orientacja).

3. 1. Wjednym okresie s zmienia sie o ok. kT, a znak przelacza sie co probke: |s| < kT (dla k = 1,5: ok. 1,5
mmy/s).
2. Stad btad x rzedu kT'/\. Wolniejsze prébkowanie wprost zwieksza drgania. Warstwa przejSciowa powinna
by¢ co najmniej rzedu k7.
4. 1.Zlinearyzacji: AP + PAy = —Q. Dla pelnego modelu nieliniowego policz V=2TP f(x)iznajdz
najwieksze ¢, dla ktérego V < 0 w catym obszarze V(x) < ¢ (numerycznie, na siatce).

2. Obszar V' < cto gwarantowany (zwykle zachowawczy) obszar przyciagania. Wraz z ograniczeniem
momentu daje odpowiedz ,,z ilu stopni regulator na pewno ztapie wahadto”.

Automatyka - Lekcja 4.6: Lapunow i sterowanie nieliniowe (dla chetnych) - Zrédta: A. M. Lapunow, Ogdlny problem statecznosci ruchu (Charkéw 1892); J.-J.
Slotine, W. Li, Applied Nonlinear Control (Prentice Hall 1991); H. K. Khalil, Nonlinear Systems (Prentice Hall); K. J. Astrém, K. Furuta, ,Swinging up a
pendulum by energy control”, Automatica 36 (2000). Wszystkie liczby policzone na nowo (tools/verify/c4_6.py).
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