AUTOMATYKA 4.5

Rozszerzony
filtr Kalmana i

° ° ° 4
fuzja czujnikow
w jednej osi
Skad dron wie, jak bardzo jest przechylony? Zaden czujnik nie
mierzy kata wprost. Zyroskop mierzy predko$¢ obrotu, ale jego
catka dryfuje. Akcelerometr widzi kierunek grawitacji, ale ten
pomiar jest zaszumiony i nieliniowy. Ta lekcja tqczy oba czujniki
na dwa sposoby: prostym filtrem komplementarnym, ktéry
wystarcza wielu dronom, i rozszerzonym filtrem Kalmana, ktory
radzi sobie z nieliniowoscia i sam szacuje btad zyroskopu.

Zostajemy przy jednej osi. Pelne 3D na kwaternionach jest w
kursie dynamiki lotu.
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o Prolog: jak telefon wie, gdzie jest gora

Obrd¢ telefon, a ekran obroci sie razem z toba. Potrzasnij nim, a obraz ani drgnie. Za tym stoja
dwa mikroskopijne czujniki MEMS, ktore kosztuja razem kilka ztotych: akcelerometr i Zyroskop.
Kazdy z osobna daje kiepska informacje o orientacji. Razem, polaczone kilkunastoma linijkami
kodu, wystarczaja do stabilizacji drona, nawigacji w grach i kierowania kamera.

Pierwsze amatorskie kontrolery lotu uzywaty prostych filtréw komplementarnych: MultiWii w
wersji liniowej, wczesne ArduPilot w postaci filtru DCM (Premerlani i Bizard), nieliniowej
odmiany z korekcja dryfu typu PI. Profesjonalne systemy, od samolotéw po statek Apollo,
uzywaja rozszerzonego filtru Kalmana. W tej lekcji zobaczymy oba i sprawdzimy, ile daje ta
réznica.

Pytanie na start. Zyroskop drona ma blqd staly 3%s. Akcelerometr ma szum, ktdry daje btqd kqta ok. 4°.
Jakiego btedu kqta mozna sie spodziewac po potgczeniu: 4° 1° czy 0,2°? Odpowiedz w czesci 4.

1 Dwa czujniki, dwie wady

Jedna o$: przechylenie ¢ drona.

e Zyroskop mierzy predko$é katowa: w,,, = ¢ + b + szum, gdzie b to bias (blad staty, typowo
utamki do kilku stopni na sekunde, zmienny z temperatura). Catkowanie daje kat, ale bias
catkuje sie w dryf: 3°/s to po minucie 180°.

* Akcelerometr w zawisie mierzy skladowgq grawitacji: a, = gsin ¢ + szum +
przyspieszenia ruchu. Daje kat bez dryfu: ¢ ~ arcsin(a,/g), ale z duzym szumem (drgania
$migiet) i z btedem, gdy dron przyspiesza w bok.

4 N
/A PULAPKA MULTIKOPTERA
Dron, ktéry przechyla sie, zeby przyspieszy¢ w bok, ma ciag skierowany wzdluz
swojej osi. Akcelerometr w osi poprzecznej pokazuje wtedy prawie zero (sita
wlasciwa to tylko cigg i opOr), a nie g sin ¢. Kat z akcelerometru jest wiec poprawny
tylko $rednio, gdy dron nie przyspiesza w poziomie. Prawdziwe kontrolery lotu
ufaja mu mato, kompensuja przyspieszenie (np. z GPS) albo korzystaja z modelu
oporu wirnikéw. Symulacje w tej lekcji zakladaja pomiar g sin ¢, jak dla drona na
stanowisku testowym z przegubem albo dla telefonu obracanego w reku.

- J

Wady sa komplementarne: zyroskop jest dobry dla szybkich zmian i zty dla wolnych,
akcelerometr odwrotnie. To ta sama sytuacja co barometr i akcelerometr w lekcji 4.4 Filtr

Kalmana, tyle ze pomiar jest nieliniowy (sin ¢).
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/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 15 min

1  Bias zyroskopu 0,05 rad/s. O ile stopni dryfuje scatkowany kat po 10 s i po minucie?

2 Akcelerometr ma szum 0,5 m/s”. Jaki blad kata daje przy ¢ ~ 0? A przy ¢ = 60°?

3 Dron przyspiesza w bok o 2 m/s® bez przechylania (np. po uderzeniu wiatru w bok). Jaki
== falszywy kat pokaze akcelerometr?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Filtr komplementarny

Najprostsza fuzja: co krok scatkuj zyroskop i lekko pociagnij wynik w strone kata z

akcelerometru:
4 )
§8 FILTR KOMPLEMENTARNY
N “ T
P = a(Pr-1twomT) + (1 - 0) Pacek, =
W dziedzinie s: ¢ = 25 - “2 + %H Pace- Zyroskop przez filtr gbrnoprzepustowy,
akcelerometr przez dolnoprzepustowy; suma filtréw to 1.
- J

Nazwa pochodzi wlasnie stad: oba filtry sie uzupelniaja (sumuja do jednosci),jak S+ T = 1w
lekcji 2.5 Zaklécenia, szum i wrazliwo$¢: S, T i ksztaltowanie petli. Prawdziwy kat przechodzi bez
znieksztalcen, a kazdy czujnik dostaje tylko to pasmo, w ktérym jest dobry. Jedno pokretto 7

wyznacza czestotliwosé przejscia 1/7: ponizej ufamy akcelerometrowi, powyzej zyroskopowi.

Stabosé: bias zyroskopu nie znika, tylko zostaje ,zatrzymany” na statym bledzie b7 (zadanie 2.3).
Przy 7 = 0,5 s i biasie 3°/s to ok. 1,4°.

4.5 - Rozszerzony filtr Kalmana i fuzja czujnikéw w jednej osi 4/15


http://127.0.0.1:40547/pl/control/2-5/

SYMULACJA 1 Dron przechyla sie do +65° przez minute. Zyroskop z biasem i szumem,
akcelerometr z szumem, pomiary co 0,01 s. Sam zyroskop odptywa, sam akcelerometr
szumi. Zmieniaj 7 i patrz na blad filtru: za krétkie przepuszcza szum, za diugie zostawia
btad od biasu.

oLl 4,
1

1

50

-50

btad filtru [°]

10 20 30 40 50
t sl

— prawdziwe przechylenie = = sam zyroskop (catkowanie) — sam akcelerometr

— filtr komplementarny

a=1/(t+T) 60,9800 RMS btedu filtru 1,51° RMS samego akcelerometru 4,12°

dryf samego zyroskopu po 60s 172° btad staty od biasu = b-t 1,40°

Zyroskop dla szybkich zmian (gérnoprzepustowo), akcelerometr dla wolnych (dolnoprzepustowo).
Obie czesci sumuja sie do jednosci, jak S+ T =1.

Stan na rysunku: T = 0,49 s (¢ = 0,9800), T = 0,01 s, bias zyroskopu 2,9°/s, szum
zyroskopu 0,02 rad/s, szum akcelerometru 0,50 m/s?.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 25 min

1 T =0,01s,a=0,98.Jaka jest stala czasowa 7?
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2 Pokaz, ze transmitancje -5 (dla wy,/s) i Ts,lﬁ sumuja sie do 11 co z tego wynika dla

= prawdziwego kata.

3 Pokaz, ze staly bias b zyroskopu daje staty btad br.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

3 Rozszerzony filtr Kalmana

Filtr Kalmana z lekcji 4.4 wymaga modelu liniowego. Tu pomiar to g sin ¢. Pomyst Schmidta:
linearyzowac¢ wokot biezacej estymaty (lekcja 4.6 Uklady nieliniowe, ptaszczyzna fazowa i

stabilno$¢). Predykcja idzie po prawdziwym, nieliniowym modelu, a do rownan na kowariancje i

wzmocnienie bierzemy jakobiany:

e N
68 ROZSZERZONY FILTR KALMANA (EKF)
Model: x; = f(xg—1,ur-1) + W, 2 = h(x) + v.
Predykcja: X~ = f(%,u), P~ = FPFT +Q, F =% .
Korekta: H = 2%\ | K =P H'(HP H'+R)', =% +K(z—h(x)), P=
(I - KH)P~.
\_ J

Dla przechylenia ze stanem x = [, b] (kat i bias zyroskopu), zyroskopem jako wejsciem i

akcelerometrem jako pomiarem:

e+ (w, —b)T |t -7] . _ .
f_[ A , F= 0o 1 h = gsin g, H—[gcosw 0].

Predykcja jest tu liniowa, nieliniowy jest tylko pomiar. Jakobian H = g cos ¢ ma prosta

interpretacje: przy duzym kacie akcelerometr mniej méwi o kacie, wiec filtr sam zmniejsza

wzmocnienie. Gdyby$my zamiast tego przyjeli model liniowy h = gy, przy ¢ = 60° akcelerometr

pokazalby g - 0,87, a filtr uznatby, ze kat wynosi 0,87 rad, czyli 50°.
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SYMULACJA 2  Ten sam lot co w symulacji 1. Filtr ze stanem [kat, bias zyroskopul].
Poréwnaj EKF z linearyzacja w biezacej estymacie i zwykly filtr Kalmana z modelem
sin ¢ ~ . Dolny wykres: estymata biasu na tle prawdziwego.

W Wy

bias [°/s]

10 20 30 40 50
t sl

— prawdziwe przechylenie — estymata = = prawdziwy bias — estymata biasu

RMS btedu przechylenia 0,20° najwiekszy btad 0, 54° estymata biasupo60s 2,86°/s

EKF linearyzuje pomiar w biezacej estymacie: H = g-cos @: Przy duzych katach akcelerometr mniej
moéwi o kacie (cos @ maleje) i filtr sam zmniejsza mu zaufanie. Bias zyroskopu zostaje oszacowany.

Stan na rysunku: EKF; stan [¢, b], zyroskop jako wejscie (6 = 0,02 rad/s),
akcelerometr g-sin ¢ + szum 0,50 m/s?, bias 2,9°/s; T = 0,01 s.

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 25 min

1 Policz H dla ¢ = 0°, 30°, 80°.

2 Dlaczego w EKF innowacje liczymy jako z — h(x~),anie z — HXx ?

3 Czy bias zyroskopu jest obserwowalny, gdy dron calty czas wisi poziomo (¢ = 0)?
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

4 Komplementarny czy EKF?

Odpowiedz na pytanie z prologu. Symulacja (60 s, przechylenia do +65°, bias 2,9°/s, szum
akcelerometru 0,5 m/s?, btad liczony w drugiej potowie):

metoda RMS btedu najwiekszy btad
sam zyroskop ok. 130° (dryf) ok. 170°

sam akcelerometr 4,2° 27°
komplementarny, 7 = 0,49 s 1,5° 3,0°
KFzsinp ~ ¢ 3,8° 7,4°

EKF ze stanem biasu 0,21° 0,6°

EKF jest siedem razy doktadniejszy od filtru komplementarnego, gléwnie dlatego, Ze szacuje bias
(estymata 0,0505 rad/s przy prawdziwym 0,05). Filtr komplementarny mozna poprawic¢ tym
samym pomystem: dodac czlon catkujacy, ktéry powoli ,,uczy sie” biasu. To filtr Mahony’ego
(2008), w praktyce regulator PI w petli korekty. Jest prawie tak dobry jak EKF, przy utamku
obliczen.

/. ZADANIA - CZESC 4 2 zadania - ok. 15 min

1 Dlaczego zwykly KF z modelem liniowym ma w tabeli wiekszy btad niz filtr
«  komplementarny, cho¢ szacuje bias?

~ ~

2  Filtr komplementarny z cztonem catkujacym: ¢ <— @ + (wy, — b)T + kp(@acc — @)T, b
«= b —k;(Pac — P)T. Dlaczego b dazy do prawdziwego biasu?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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5 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: EKF KROK PO KROKU

1. Stan: wielko$ci szukane + btedy czujnikéw (biasy).

2. Model: f (szybkie czujniki jako wejscie), h (wolne czujniki), oba nieliniowe
dopuszczalne.

3.Jakobiany F', H analitycznie; sprawdz numerycznie roznicami skonczonymi.

4. Szumy @, R jak w lekcji 4.4; przy manewrach zwieksz R akcelerometru.

5. Sprawdzenie: sp6jnos¢ bledu z P, obserwowalno$¢ biaséw, zachowanie przy duzych
katach.

Przyktad 5.1

Dobor T filtru komplementarnego
Bias 0,05 rad/s, szum akcelerometru 0,5 m/s?>, T = 0,01 s. Poréwnaj T = 0,09; 0,49; 2; 10 s.
1 7=0,09s (= 0,9): RMS 1,0° ale szczyty do 5,6° (szum akcelerometru).
2 71 =0,49s (o =0,98): RMS 1,5°, najwiekszy 3,0° (btad od biasu b7 = 1,4° plus szum).

3 7 =2s:RMS5,7° (bias: 5,7°); 7 = 10 s: 28° (bias: 29°).

Wynik: optimum ok. 0,1-0,5 s; przy duzym biasie kroétsze, przy duzym szumie

dluzsze.

Sprawdzenie: dla dtugich 7 btad jest prawie doktadnie b7 v'.
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Przyktad 5.2

Jeden krok EKF

¢ = 0,5 rad, b = 0, P = diag(0,01; 10~*) (po predykcji). Pomiar a, = 5,0 m/s*>, R = 0,25. Policz
korekte.

1 h(¢) =9,81sin0,5 = 4,70; innowacja 5,0 — 4,70 = 0,30.
2> H=98lcos05=8,61;S =8612-0,01 + 0,25 = 0,991.
3 K =10,01-8,61/0,991; 0] = [0,0869; 0] (bias nie jest jeszcze skorelowany z katem).

4 ¢ =0,5+0,0869 0,30 = 0,526 rad; P,, = (1 — 0,0869 - 8,61) - 0,01 = 0,0025.

[ Wynik: kat poprawiony o 1,5°, niepewno$¢ kata spadta z 0,1 do 0,05 rad. ]

Sprawdzenie: arcsin(5,0/9,81) = 0,535 rad: filtr przesunatl sie w strone pomiaru, ale
nie catkiem, bo pomiar ma swoja niepewnos¢ v'.

6 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczyc

X

»Akcelerometr mierzy kat.”

Mierzy site wlasciwa: przyspieszenie minus przyspieszenie grawitacyjne (w spoczynku
pokazuje 1 g w goére). Kat wynika z niego tylko wtedy, gdy obiekt nie przyspiesza.

x  EKF jest optymalny.”

Jest przyblizeniem: linearyzacja w estymacie bywa zla przy duzych niepewnosciach.
Przy silnej nieliniowo$ci lepsze bywaja filtry UKF albo czasteczkowe.

x ,Filtr komplementarny to tylko filtr dolnoprzepustowy na akcelerometrze.”

To para filtrow sumujacych sie do jednosci: géornoprzepustowy na zyroskopie jest
réwnie wazny.

x  ,Lepszy zyroskop rozwigze problem dryfu.”

Zmniejszy go, ale kazdy zyroskop ma bias zmienny z temperatura. Bez czujnika

absolutnego (akcelerometr, magnetometr, GPS) catka zawsze ucieknie.
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x ,Jakobian liczy sie raz.”

W EKF liczy sie go w kazdym kroku, w biezacej estymacie. To wlasnie odréznia EKF od
filtru Kalmana dla modelu zlinearyzowanego raz w punkcie pracy.

7 Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 Zakret samolotu. Samolot w skoordynowanym zakrecie z przechyleniem 30°. Co
== pokazuje akcelerometr w osi poprzecznej? Co z tego wynika dla filtru
komplementarnego?

2 Magnetometr dla odchylenia. Akcelerometr nie méwi nic o kursie (obrét wokét pionu).
e=> Jaki czujnik pelni te role i jakie ma wady?

3 Kiedy linearyzacja zawodzi. EKF startuje z ¢ = 0, a dron jest przechylony o 150° (prawie
== do géry nogami). Co sie moze stac?

4 Drgania $migiel. Silniki daja drgania 150-300 Hz o amplitudzie przyspieszenia rzedu g.
=== Jak to wplywa na fuzje i co z tym robi¢? (Por. aliasing w lekcji 3.4.)

5 Dlaczego kwaterniony? W 3D orientacje mozna opisaé trzema katami (przechylenie,
==» pochylenie, odchylenie). Dlaczego kontrolery lotu wola cztery liczby (kwaternion)?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

14 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Jakie wady maja zyroskop i akcelerometr?

Zyroskop: dryf calki od biasu. Akcelerometr: szum i falszywy kat przy
przyspieszeniach.
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2 Jak dziala filtr komplementarny?

¢ = a(@+ wnT) + (1 — @)Pacc: gornoprzepustowo zyroskop, dolnoprzepustowo
akcelerometr.

3 Jaki blad daje bias w filtrze komplementarnym?

Staly, réwny br.

4  Czym EKF r6zni sie od KF?

Modele f, h moga by¢ nieliniowe; F', H to jakobiany liczone w biezacej estymacie.

5 Ile wynosi H dla pomiaru gsin ¢?

g cos Q.

6 Jak filtr komplementarny moze szacowa¢ bias?

Doda¢ czlon catkujacy w petli korekty (filtr Mahony’ego).
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9 Karta wzorow i co dalej

-

FILTR KOMPLEMENTARNY EKF A
&k = a(@r-1+ wnT) + (1 — @)Pace X~ = f(x,u), P~ = FPFT +Q
a=1/(T+7T); Z5+25=1 K=P H'(HP H' + Ry L, x =% +
btad od biasu: br K(z—h(x7))
Pace = arcsin(ay/g) przechylenie: F = [é _1T] ,H =
[gcos ¢ 0]
J

Do przeczytania

* Obowiazkowo: G. Welch, G. Bishop, An Introduction to the Kalman Filter, rozdz. 2 (EKF, kilka

stron).

¢ Dla chetnych: R. Mahony, T. Hamel, J.-M. Pflimlin, ,Nonlinear complementary filters on the
special orthogonal group”, IEEE Trans. Automatic Control 53 (2008); S. Madgwick, raport o
filtrze orientacji (2010), oba szeroko uzywane w dronach.

~
Mamy komplet narzedzi liniowych: sprzezenie od stanu, obserwatory, LQR, filtr Kalmana i jego
nieliniowe rozszerzenie. Ostatnia lekcja czesci IV, dla chetnych, wychodzi poza swiat linearyzacji:
jak udowodnic stabilnos¢ uktadu nieliniowego bez rozwigzywania rownan (Lapunow) i jak
sterowac, gdy model jest nieliniowy w catym zakresie pracy.
J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1. 0,5rad = 28,6° po 10 s; 3 rad = 172° po minucie.

2.0¢ ~ da/(gcos ¢): przy 0° ok. 0,051 rad = 2,9°; przy 60° dwa razy wiecej, 5,8°. Im wiekszy kat, tym
mniej czuly pomiar.

3. arcsin(2/9,81) ~ 11,8°. Akcelerometr nie odréznia grawitacji od przyspieszenia (zasada
réwnowaznosci). Dlatego przy manewrach trzeba mu mniej ufaé.

Zadania - czes$¢ 2
l.7=aT/(1 —a)=0,49s.

2. %ﬁ = 1. Gdy oba czujniki sg idealne (w;, /s = pacc = ¥), wynik to dokladnie ¢ bez opdznienia i

znieksztatcen, przy kazdej czestotliwosci.

3. Bias wchodzi jako b/s (catka) przez —=5: -5+ (skok). Warto$¢ ustalona: br. Dla 0,05 rad/s 10,49 s:
0,0245 rad =1,4°.

Zadania - czes$¢ 3
1. g cos ¢: 9,81; 8,50; 1,70 m/s? na radian. Przy 80° pomiar jest prawie nieczuly na kat.

2. Hx to przyblizenie liniowe h wokot punktu, w ktérym je liczono, a nie przewidywany pomiar.
Prawdziwe przewidywanie to h(X~) = gsin ¢. Jakobian stuzy tylko do propagacji niepewnosci i
wzmocnienia.

3. Tak: bias powoduje dryf przewidywanego kata, a akcelerometr pokazuje, ze kat sie nie zmienia. Para

(F,H)zH = [g0]: W, = [g —ST} , rzad 2.

Zadania - czesc 4

1. Filtr komplementarny korzysta z arcsin(a,/g), czyli z poprawnej nieliniowosci. KF z h = gy ma
systematycznie zty model pomiaru przy duzych katach (60° widzi jako 50°), a ten bigd jeszcze psuje
estymate biasu (0,039 zamiast 0,05).

2. W stanie ustalonym $rednia réznica ¢,.. — ¢ musi by¢ zerowa (inaczej b dalej sie zmienia). Wtedy
estymata kata nie dryfuje, co jest mozliwe tylko przy b = b. To ten sam mechanizm co catka w PI
usuwajgca uchyb od statego zakltocenia (lekcja 1.3).

Zadania do przemyslenia
1. 1. W zakrecie skoordynowanym wypadkowa grawitacji i sity od§rodkowej lezy w plaszczyznie symetrii
samolotu: akcelerometr poprzeczny pokazuje zero, jak w locie poziomym.

2. Filtr komplementarny powoli ,,prostuje” estymate do 0°, cho¢ samolot jest przechylony o 30°. W
samolotach korekcje akcelerometrem wylacza sie albo kompensuje przyspieszenie z predkosci i
predkosci katowej (lekcja 3 Fuzja czujnikéw w 3D: estymacja orientacji na kwaternionach).
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2. 1. Magnetometr: kierunek pola magnetycznego Ziemi. Fuzja z zyroskopem osi pionowej, tym samym
schematem.

2. Wady: zaktécenia od silnikéw i przewodow z pradem, metalowych konstrukeji, deklinacja magnetyczna.
Dlatego drony czesto uzywaja tez kursu z GPS (z ruchu).

3. 1l.a, = gsin150° = gsin 30°: ten sam pomiar co przy 30°. Filtr zbiegnie do 30°, bo to rozwigzanie blizsze
startowi. Pomiar jednej sktadowej nie rozréznia ¢ i 180° — ¢.

2. Potrzebny drugi pomiar (a, = g cos ¢, zmienia znak) i ostrozna inicjalizacja. Ogdlnie: EKF dziala lokalnie,
wymaga dobrego startu.

4. 1. Drgania ztoza sie w poblize zera, jesli ich czestotliwosc¢ lezy blisko wielokrotnosci czestotliwosci
prébkowania: np. przy prébkowaniu 200 Hz drgania 190-210 Hz wygladaja jak powolne zmiany kata o
czestotliwosci 0-10 Hz i filtr komplementarny ich nie odfiltruje (przy 500 Hz drgania 260-300 Hz zloza sie
tylko do 200-240 Hz).

2. Rozwiazania: mechaniczne ttumienie czujnika, filtr antyaliasingowy w czujniku, szybkie prébkowanie z
filtrami cyfrowymi, filtry wycinajace na czestotliwosci obrotéw silnikéw (znanej z ESC).

5. 1.Katy Eulera maja osobliwos¢ (przy pochyleniu 90° przechylenie i odchylenie staja sie nieodréznialne:
blokada przegubu, ang. gimbal lock), a ich réwnania kinematyki zawieraja funkcje trygonometryczne.
2. Kwaternion nie ma osobliwosci, a kinematyka jest liniowa w kwaternionie. Cena: wiezy (norma 1) i

ostrozno$¢ w EKF. Szczegdly w lekcji 3 Fuzja czujnikéw w 3D: estymacja orientacji na kwaternionach.

Automatyka - Lekcja 4.5: EKF i fuzja czujnikdw - Zrédta: G. Welch, G. Bishop, An Introduction to the Kalman Filter (UNC TR 95-041); R. Mahony, T. Hamel, J.-
M. Pflimlin, IEEE Trans. Automatic Control 53 (2008); L. A. McGee, S. F. Schmidt, NASA TM-86847 (1985). Wszystkie liczby policzone na nowo
(tools/verify/c4_5.py).
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