AUTOMATYKA 4.4

Filtr Kalmana

Obserwator z lekcji 4.2 mial jedno pokretlo bez jasnej reguly: jak
szybko korygowac¢ model pomiarem. Filtr Kalmana odpowiada
na to pytanie, gdy wiemy, jak bardzo szumiq czujniki i jak
bardzo mylg sie model i zaklocenia. Wynikiem jest optymalna
estymata, ktéra nie tylko podaje warto$¢, ale tez moéwi, jak
bardzo mozna jej ufaé. Zaczniemy od jednej liczby i 50
pomiaréw, a skonczymy na fuzji barometru z akcelerometrem w

dronie.
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o Prolog: droga na Ksiezyc

Jesienig 1960 r. Rudolf Kdlman odwiedzil NASA Ames i opowiedziat o swojej nowej metodzie
filtracji. Stuchat go Stanley Schmidt, ktéry szukat sposobu na nawigacje statku Apollo: komputer
pokladowy miat taczy¢ model ruchu w polu grawitacyjnym Ziemi i Ksiezyca z rzadkimi,
niedokladnymi pomiarami gwiazd i horyzontu. Metoda Kdlmana byta liniowa, a ruch statku nie.
Zesp6t Schmidta zastosowatl ja wiec do modelu zlinearyzowanego wokoét biezacej estymaty. Tak
powstal rozszerzony filtr Kalmana (lekcja 4.5 Rozszerzony filtr Kalmana i fuzja czujnikow w
jednej osi), ktéry polecial na Ksiezyc.

Dzi$ filtr Kalmana jest w kazdym telefonie (GPS i czujniki ruchu), samolocie, dronie, robocie i
systemie §ledzenia rakiet. Ta lekcja pokazuje, ze w $rodku nie ma magii, tylko §rednia wazona
niepewnosciami, liczona w kétko.

Pytanie na start. Barometr drona myli si¢ srednio o 30 cm, a akcelerometr ma maly staty blad (0,1 m/s?),
przez co po minucie catkowania pozycja ucieka o 180 m. Czy polqczenie dwdch tak stabych czujnikow
moze dac estymate wysokosci lepszq niz 10 cm? Odpowiedz w czesci 4.

1 kaczenie dwoch niepewnych informaciji

Dwa pomiary tej samej wielko$ci: z; z niepewno$cia (odchyleniem standardowym) o i 25 Z 05.
Najlepsza (o0 najmniejszej wariancji) estymata liniowa to Srednia wazona odwrotnosciami
wariancji (lekcja 5.2 Statystyka pomiaréow i dopasowania):
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Zapiszmy to inaczej: zaczynamy od z; i korygujemy o cze$¢ réznicy:

2

o
b= 2+ K (2 — — - 2_ (1- K)ok
=2z (z2 — 21), g o ( ) oy

To juz jest caly filtr Kalmana. z; to przewidywanie modelu z niepewnoscia P, z, to nowy pomiar z

I
P+R

pomiar prawie nic nie zmienia. Gdy pomiar jest pewny (R < P), K ~ 11 estymata przeskakuje na

niepewnoscig R,a K = to wzmocnienie Kalmana. Gdy model jest pewny (P < R), K ~ 01

pomiar. Wynik jest zawsze pewniejszy od kazdej informacji osobno.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 15 min

1 Dwa termometry: 21,0 °C (o = 2 °C) i 22,0 °C (o = 1 °C). Podaj estymate i jej niepewnos¢.
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2 Pokaz, ze dwie postacie ($rednia wazona i ,przewidywanie + K -r6znica”) sa
- rownowazne.

3 Ileidentycznych pomiaréw o o = 0,1 V trzeba polaczy¢, zeby niepewnos¢ spadta do 0,01
-V

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

2 Filtr Kalmana dla jednej liczby

Klasyczny przyklad z wprowadzenia Welcha i Bishopa: mierzymy state napiecie (-0,377 V)
woltomierzem o szumie o = 0,1 V. Model: warto$¢ sie nie zmienia, a jesli juz, to o maty losowy
przyrost o wariancji ) na krok. Filtr powtarza dwa kroki: Welch-Bishop 3

~ )
88 CYKL FILTRU KALMANA (JEDEN STAN)

Predykcja: &, = &1, P, = Pr-1+ Q.

P, o ~_ ~ _
P_[km’ T = Ty, +Kk(zk—:1:k), Pk:(liKk‘)Pk .

- J

Korekta: K, =

Przy Q = 0 wzmocnienie maleje jak 1/k i estymata to doktadnie $rednia ze wszystkich
dotychczasowych pomiaréw (zadanie 2.2). Przy @ > 0 wzmocnienie zatrzymuje sie na stalym
poziomie K: filtr pamieta mniej wiecej ostatnie 1/ K, pomiaréw i moze $ledzié¢ powolne
zmiany.

4 N
/A RAMKA: SZUM BIALY I GESTOSC WIDMOWA
Filtr Kalmana zaklada, ze szum pomiaru v, i zaklécenia wy, sa biale: kolejne prébki
sa niezalezne, o $redniej zero i znanej wariancji (R, Q). W czasie ciagltym biaty
szum opisuje sie gestosciqg widmowq q (jednostka: wariancja na herc), bo jego
wariancja w kazdej chwili jest formalnie nieskonczona. Po dyskretyzacji z krokiem
T wariancja przyrostu stanu na krok wynosi ok. ¢7': dlatego @) zalezy od kroku
probkowania. Jesli szum nie jest biaty (np. wolny dryf), trzeba go opisa¢ jako

dodatkowy stan, jak bias akcelerometru w czesci 4.
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SYMULACJA1 50 pomiaréw statego napiecia z szumem o = 0,1 V (Rprawdziwe = 0,01 V7).
Zmieniaj Ri (@ przyjete w filtrze i patrz, jak zmienia sie estymata i wzmocnienie Kj.
Losuj nowe serie.

napiecie [V]

0,5

10 20 30 40
numer nomiaru k

— pomiary (0=0,1V) — estymatafiltru = = prawdziwa warto§¢ — wzmocnienie Kalmana Ky

estymata po 50 pomiarach -0,3813 V btad -0,0041 V $rednia arytmetyczna -0,3854 V

K w stanie ustalonym 0,0311

Q > 0 mowi filtrowi, ze warto$¢ moze dryfowad: K, zatrzymuje sie na statym poziomie i stare pomiary
sg stopniowo zapominane.

Stan na rysunku: prawdziwa warto$¢ -0,37727 V, szum pomiaru o = 0,1 V; w filtrze R =
107r-2,0, Q = 167-5,0; start x = 0, P = 1.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 25 min

1 Startzo=0,FP =1, R=0,01,Q = 0, pierwszy pomiar z; = —0,3. Policz K1, 21, P;.

2 Pokaz, ze przy Q = 01 Py — oo jest K, = 1/k i estymata to Srednia arytmetyczna.
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3 Stanustalony: P~ =P+ Q, P = (1 — K)P~. Pokaz, ze P~ spelia (P~)? — QP — QR =
== (,ipolicz K, dlaR =0,01,Q = 1075 oraz Q = 1072.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

3 Wersja macierzowa

Dla stanu wektorowego model w czasie dyskretnym (lekcja 3.4 Sterowanie cyfrowe: probkowanie,
transformata Z i regulator w kodzie):

xi = Fxp_1 + Gug_1 + wWg_1, zr, = Hxy, + v,
gdzie w (zaklocenia, btedy modelu) ma macierz kowariancji @, a v (szum pomiaru) macierz R.

Niepewno$¢ estymaty opisuje macierz kowariancji P: na przekatnej wariancje poszczegélnych
sktadowych, poza nia ich korelacje.

e I
63 FILTR KALMANA

Predykcja: X, = F%; 1 + Gu1, P, =FP.1F' +Q.
Korekta: K, = P, HT (HP, HT + R) ', %, =%, + Ky (2 — H%;), DPi=(I—
KH)P,.

A J

Poréwnaj z obserwatorem z lekcji 4.2: to ten sam schemat ,,model plus korekta innowacjg z — Hx
”. Réznica: K}, nie jest dobierane recznie, tylko liczone z niepewno$ci. W stanie ustalonym filtr
Kalmana to obserwator z optymalnym L, wyznaczonym z rownania Riccatiego dualnego do tego z
LQR (lekcja 4.3 LQR: koszt zamiast biegunow).

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 25 min

1 Pokaz, ze dla jednego stanu (F' = H = 1) wzory macierzowe daja wzory z czesci 2.

2  Stan [z,v], mierzymy tylko z. Po korekcie zmienila sie tez estymata v. Dlaczego, skoro v
“* nie mierzymy?

3 Cosie dzieje z P, gdy przez dluzszy czas nie ma pomiaréw (np. dron w tunelu bez
e=  barometru)?
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

4 Dron: barometr i akcelerometr

Dwa czujniki o przeciwnych wadach:

e akcelerometr (100 Hz): mierzy przyspieszenie z szumem 0,2 m/s? i statym btedem (biasem).
Dwukrotne catkowanie daje wysoko$¢ doktadng na krétka mete, ale bias 0,1 m/s” po
minucie to § - 0,1 - 60 = 180 m btedu;

* barometr (10 Hz): mierzy wysokos¢ bez dryfu, ale z szumem 0,3 m.

Filtr: stan [z, v], akcelerometr jako wejscie predykcji (z < z + vT + %amTz, v v +a,T),
9 [T‘1 /4 T3/2

a (T3 /2 T2

a nie bialy, wiec dokltadamy go jako trzeci stan bz b = 0: filtr sam go oszacuje, bo bias zostawia

charakterystyczny $lad w réznicy miedzy calkowaniem a barometrem.

barometr jako pomiar. Szum akcelerometru wchodzi do Q: Q = o ] . Bias jest wolny,

Odpowiedz na pytanie z prologu. Symulacja (60 s, ruch sinusoidalny): sam barometr +0,3 m, samo
catkowanie ucieka o ok. 185 m, filtr z biasem w modelu ma btad wysokosci ok. 7,5 cm (RMS), a
bias szacuje z doktadnos$cig do 0,002 m/s?. Filtr bez biasu w modelu ma btad ok. 48 cm, a twierdzi,
ze ok. 8 cm: bledny model daje filtr zbyt pewny siebie.
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SYMULACJA 2 Fuzja barometru i akcelerometru przez 60 s; géorny wykres to wycinek 30-
40 s. Pas to +20 deklarowane przez filtr, dolny wykres pokazuje rzeczywisty blad na tle
tego pasa. Wylacz estymacje biasu: btad wychodzi poza pas. Zmieniaj szum barometru.

Z [m] (wycinek 30-40 s)

130

120

110

10 20 30 40 50

t[sl
— prawdziwa wysoko$¢ = filtr Kalmana+ 26 = barometr (co 0,1 s)

- = samo catkowanie akcelerometru
RMS btedu wysokosci 0,065 m o deklarowane przez filtr 0,079 m

dryf samego catkowaniapo 60s 174,4 m estymata biasu 0,100 m/s?

Akcelerometr daje szybkie zmiany, barometr pilnuje sredniej wysokosci. Fuzja jest doktadniejsza niz
kazdy czujnik osobno, a pas +20 uczciwie opisuje btad.

Stan na rysunku: barometr o = 0,30 m co 0,1 s, akcelerometr ¢ = 0,2 m/s? co 0,01 s,
bias 0,10 m/s?; filtr z estymacja biasu (3 stany).

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 25 min

1 Napisz F, G, H dla stanu |z, v| z akcelerometrem jako wej$ciem i barometrem jako
= pomiarem,T = 0,01s.
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2 Jakzmienig sie F', G, H po dodaniu biasu b (akcelerometr mierzy a + b)?

3 Dlaczego estymowanie biasu wymaga, zeby dron w ogéle byl obserwowany przez
== barometr? Odpowiedz przez obserwowalnos¢.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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5 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: PROJEKT FILTRU KALMANA

1. Model: stan, F', G, H (dyskretyzacja z lekcji 3.4); czujniki szybkie jako wejscie, wolne i
doktadne jako pomiar.

2. Szumy: R z karty katalogowej albo z nagrania nieruchomego czujnika; @ z szumu wejs$¢
i niepewnosci modelu.

3. Bledy niebiate (bias, dryf) jako dodatkowe stany.
4. Obserwowalno$¢ rozszerzonego stanu.

5. Sprawdzenie spdjnosci: rzeczywisty btad (w symulacji) i innowacje maja by¢ zgodne z
PiHP HT +R.

Przyktad 5.1
Woltomierz: trzy wartosci R

50 pomiaréw napiecia —0,37727 V z szumem o = 0,1V, Q = 1075, Poréwnaj filtry z R = 0,01
(prawdziwe), 111074,

1 R =0,01: K5 = 0,034, estymata zblizona do $redniej z ostatnich kilkudziesieciu
pomiardéw.

2 R =1: K5 = 0,020, filtr ufa sobie bardziej, ale przy stalej wartosci to niewiele
szkodzi.

3 R=10"* K;, = 0,27, estymata skacze z kazdym pomiarem (w serii z pliku
weryfikacyjnego btad koncowy 0,044 V, dwa razy wiecej niz przy prawdziwym R).

Wynik: zanizone R (filtr nadmiernie wierzy pomiarom) psuje estymate bardziej niz
zawyzone.

Sprawdzenie: niepewno$¢ $redniej z 50 pomiaréw to 0,1/4/50 = 0,014V, a
deklarowane /Psy = 0,018 V przy prawdziwym R v (dodatnie Q zmniejsza
efektywna liczbe pomiarow).
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Przyktad 5.2
Fuzja w dronie

Akcelerometr 100 Hz (o, = 0,2 m/s? bias 0,1 m/s?), barometr 10 Hz (o, = 0,3 m). Poréwnaj
sposoby estymacji wysokosci po 60 s.

1 Sam barometr: btad ok. 0,3 m w kazdej chwili, bez dryfu.
2  Samo catkowanie akcelerometru: ok. 185 m po 60 s (bias), plus btad od szumu.
3 Kalman bez biasu: ok. 0,48 m RMS, deklaruje 0,08 m.

4  Kalman z biasem: ok. 0,075 m RMS, deklaruje ok. 0,08 m; bias oszacowany z btedem
ok. 0,002 m/s®.

[ Wynik: fuzja jest 4 razy dokladniejsza niz barometr, a filtr uczciwie méwi, ile wie. ]

Sprawdzenie: bez biasu w akcelerometrze filtr dwustanowy osigga 0,069 m, prawie
tyle co trzystanowy z biasem v'.

6 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

X

»Filtr Kalmana to filtr dolnoprzepustowy.”

Jest estymatorem stanu: odtwarza tez wielko$ci niemierzone (predkos¢, bias) i zmienia
wzmocnienie w czasie, gdy zmienia sie niepewnosc.

x  ,Wieksze R zawsze daje gtadsza, a wiec lepsza estymate.”

Gladsza, ale spdzniona. Optimum jest przy prawdziwych wartosciach szumoéw.

x ,Mata macierz P oznacza, ze estymata jest dobra.”

P jest dobre tylko tak, jak model. Filtr bez biasu w modelu deklarowat 8 cm, a mylit sie o
48 cm.

x  ,Filtr Kalmana wymaga szumu gaussowskiego.”

Wsréd estymatoréw liniowych jest optymalny dla dowolnego szumu o znanych
wariancjach; przy szumie gaussowskim jest optymalny wsréd wszystkich estymatoréw.
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x ,,Akcelerometr nadaje sie tylko do pomiaru drgan.”

W fuzji to gléwne zrodto informacji o szybkich zmianach; wolne czujniki tylko pilnuja
dryfu.

7 Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 GPSinawigacja inercjalna. Samolot ma platforme inercjalna (akcelerometry i
== zyroskopy, 200 Hz) i GPS (1 Hz, +5 m). Opisz filtr podobny do drona z czesci 4. Co sie
dzieje, gdy GPS zniknie na minute?

2  Odrzucanie dzikich pomiaréw. Barometr czasem zwraca bzdure (podmuch od $migta
«= na czujniku). Jak filtr moze to wykry¢?

3 Sledzenie z modelem predkosci. Radar mierzy co sekunde potozenie samolotu. Model
== stala predkosé” z zakloceniem przyspieszenia w ). Co sie dzieje, gdy samolot nagle
skreca? Jak dobra¢ Q?

4  Dualno$¢ z LQR. W stanie ustalonym P~ spelnia réwnanie Riccatiego. Jakie
== podstawienie przeksztalca rownanie LQR (4, B, @, R) w rOwnanie filtru (A, H, Q, R,)?

5 LQG. Polaczenie LQR z filtrem Kalmana nazywa sie LQG. Co mowi o nim zasada
== geparacji z lekcji 4.2? Czego nie moéwi?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

L4 °
8 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Jak polaczy¢ dwa pomiary o réznych wariancjach?

Srednia wazona odwrotno$ciami wariancji; wariancja wyniku o203 /(02 + o3).
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2 Ile wynosi wzmocnienie Kalmana dla jednego stanu?

K =P /(P +R).

3 Jakie sa dwa kroki filtru?

Predykcja (model, P rosnie o Q) i korekta (pomiar, P maleje).

4 Cooznacza @ = 0?

Model idealny: K — 0, filtr przestaje stuchaé pomiaréw.

5 Co to macierz kowariancji P?

Niepewno$¢ estymaty: wariancje sktadowych i ich korelacje.

6 Jak uwzglednié bias czujnika?

Jako dodatkowy stan o wolnej dynamice b=0 plus maty szum).

7  Jaki jest zwiazek filtru Kalmana z obserwatorem?

W stanie ustalonym to obserwator z optymalnym L z rdwnania Riccatiego.
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9 Karta wzorow i co dalej

4 N
FILTR KALMANA DRON
A ~ - T 2
x =Fx+Gu, P =FPF" +Q F:B ﬂ’GZ{TTﬂ],H:[lO]
K=P H'(HP H' + R)™
_ o |THATE2] s
Xx=% +K(z— Hx), P=(I - KH)P- Q=0ulpssy 2 [[B=03
1D: K = P~ /(P~ + R); stan ustalony dryf od biasu: 1bt?

N2 - _
(P7)-QP" —QR=0 bramkowanie: v?/S > 9 - odrzué

Do przeczytania

* Obowiazkowo: G. Welch, G. Bishop, An Introduction to the Kalman Filter, rozdz. 11 3 (krotki,
wolny dostep; przyklad z woltomierzem jest stamtad).

® Dla chetnych: A. Tewari, Modern Control Design with MATLAB and SIMULINK, rozdz. 7
(Kalman i LQG); S. Brunton, Control Bootcamp, wyklady o filtrze Kalmana.

4 N
Filtr Kalmana wymaga modelu liniowego. Orientacja drona juz taka nie jest: akcelerometr mierzy
gsin g, a nie gp. Nastepna lekcja pokazuje, jak Schmidt i jego zespot rozwiqzali ten problem dla
Apollo: linearyzujq model wokdt biezqcej estymaty. Na przyktadzie jednej osi zobaczymy tez
prostszego kuzyna, filtr komplementarny.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.Wagil/4i1,czyli0,2i0,8: 2 =21,8°C,0 = 4/4-1/5 ~ 0,89 °C.

2, 2 2 2 2 2
oy +02)z1 —ojz1t072z2 __ 0yz11+0722

22 - 312

oi+o; oi+o;

2
o . _ (
2.21+ _J_Uf-ﬁ—o% (Z2 Zl)

3. Niepewnos¢ sredniej o/+/N: N = 100. Kazde zmniejszenie niepewnos$ci o polowe wymaga
czterokrotnie wiecej pomiarow.

Zadania - czesc 2

1. K; =1/1,01 = 0,990; £, = —0,297; P, = 0,0099. Pierwszy pomiar prawie calkowicie zastepuje
niepewny start.

2. Indukcja: jesli P,_; = R/(k — 1), to K = R—ﬁ% =lip=(1-3)LE =L 2K, =1/k i) =

k—1 ~ 1 .z . . .
=~ ®%k-1 + 32k, cZyli Srednia biezgca.

3. P = Q+ £E5; mnozymy przez P~ + R: (P )? = QP + QR.Q =10 P =3.21-10 %, K, =

0,031 (pamieé ok. 30 pomiaréw). Q = 1073: K, = 0,27 (pamieé ok. 4 pomiaréw).
Zadania - czesc 3
1.P-=P+Q,K=P /(P +R), =2 +K(z—% ),P=(1—-K)P v.

2. K = P HT/(...) to pierwsza kolumna P~ podzielona przez liczbe. Jej druga sktadowa P, to
korelacja btedéw wysokosci i predkosci, ktéra powstaje w predykcji (btad predkosci przektada sie na
btad wysokosci). Pomiar wysokosci méwi wiec co$ o predkosci.

3. Tylko predykcje: P «+ FPFT + Q. Niepewno$¢ roénie: dla wysokosci z akcelerometru wariancja
roénie jak t* od szumu i jak t* od nieznanego biasu (odchylenie standardowe jak ¢'° i t2). Po powrocie
pomiaru K jest duze i estymata szybko ,wskakuje” na pomiar.

Zadania - czesc 4

1 1 -107°
1.F = [0 O’E ] ,G = [5 0 001 } , H = [10]. Pomiar barometru przychodzi co 10 krokéw: korekta tylko
wtedy.
1 T -T%/2
2. Prawdziwe przyspieszenietoa,, —b: F= [0 1 -T |,G=[T?/2, T, 0)T,H=[100].
0 0 1

3. Bez barometru H jest puste i nic nie jest obserwowalne. Z barometrem rozszerzony uktad ma W,
rzedu 3 (jak zadanie z rozszerzeniem o site w lekcji 4.2): staly bias daje parabole w wysokosci, ktorg
barometr widzi. Gdyby akcelerometr byt jedynym czujnikiem, biasu nie datoby sie odr6znié od
prawdziwego przyspieszenia.
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Zadania do przemyslenia

1. 1.Inercjajako wejscie predykcji, GPS jako pomiar; w stanie pozycja, predkosé, orientacja i biasy czujnikow.
Biasy oszacowane, dopoki GPS dziala.

2. Bez GPS: same predykcje, P ro$nie. Poniewaz biasy sa juz oszacowane, dryf jest duzo wolniejszy niz w
surowej inercji. Po powrocie GPS filtr szybko sie koryguje.

2. 1.Innowacjav = z — HX~ ma wariancje S = HP~ H” 4 R.Jesli v?/8 jest bardzo duze (np. powyzej 9, czyli
30), pomiar jest podejrzany.
2. Takiego pomiaru sie nie uzywa albo zwieksza sie dla niego R. To bramkowanie innowacji (ang. innovation

gating), standard w $ledzeniu celéw.

3. 1.Przy malym Q filtr wierzy w prosty lot i przez kilka sekund ,wylatuje” na zewnatrz zakretu. Przy duzym
Q szybko nadaza, ale estymata w locie prostym jest bardziej zaszumiona.

2. Rozwigzania: ) z maksymalnego spodziewanego przyspieszenia albo kilka modeli naraz (prosty lot,
zakret) z przetaczaniem wedlug innowacji (filtry IMM).

4. 1.A— AT, B— HT,Q — Q,, R — R,. Wzmocnienie filtru to transponowane wzmocnienie ,,L.QR dla
uktadu dualnego”.

2. Intuicja: koszt stanu w LQR odpowiada niepewnosci modelu w filtrze, koszt sterowania odpowiada
szumowi pomiaru. Drogie sterowanie to wolny regulator, szum pomiaru to wolny filtr.

5. 1. Moéwi, ze oba mozna projektowac osobno, a bieguny catosci to bieguny LQR i filtru. Dla szuméw
gaussowskich LQG jest wrecz optymalny dla kosztu oczekiwanego.

2. Nie mé6wi nic o odpornosci na btedy modelu. Doyle pokazat w 1978 r., ze LQG moze mie¢ dowolnie mate
zapasy stabilnosci, mimo ze LQR mial gwarantowane 60°. Lekcja 5.2 LQG i odpornos¢.

Automatyka - Lekcja 4.4: Filtr Kalmana - Zrédta: G. Welch, G. Bishop, An Introduction to the Kalman Filter (UNC TR 95-041); R. E. Kalman, ,,A new approach
to linear filtering and prediction problems”, J. Basic Engineering 82 (1960); A. Tewari, Modern Control Design with MATLAB and SIMULINK (Wiley 2002),
rozdz. 7; L. A. McGee, S. F. Schmidt, ,Discovery of the Kalman filter as a practical tool for aerospace and industry”, NASA TM-86847 (1985). Wszystkie liczby
policzone na nowo (tools/verify/c4_4.py).
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