AUTOMATYKA @ 4.3

LOR: koszt
zamiast biegunow

Lokowanie biegunow daje pelna kontrole nad biegunami, ale nie
mowi, gdzie je postawié. Przy czterech stanach to jeszcze sztuka,
przy dwunastu (pelny dron albo samolot) juz zgadywanie.
Regulator liniowo-kwadratowy (LQR) zadaje inne pytanie: ile
kosztuje uchyb, a ile sterowanie? Z odpowiedzi wynika
optymalne K i bieguny, a na dodatek gwarantowane zapasy

stabilnosci.
CZAS ZADANIA ZRODEA
ok. 2,5 h teorii + 13 zadan w tresci A. Tewari, Modern
ok. 3h zadan +5do Control Design
przemys$lenia, z with MATLAB and
odpowiedziami SIMULINK, rozdz.
6; K. J. Astrom, R.
M. Murray,
Feedback Systems,

rozdz. 7.5; A. E.
Bryson, Y.-C. Ho,
Applied Optimal
Control; S.
Brunton, Control
Bootcamp (LQR)

4.3 - LQR: koszt zamiast biegunéw 1/16



W TEJ LEKCJI

©  Prolog: ile kosztuje uchyb?

1 Kryterium kwadratowe

2 Rozwigzanie: réwnanie Riccatiego

3 Jeden stan: wszystko wida¢ we wzorze
4 Dron w ptaszczyznie i reguta Brysona

5  Gwarantowane zapasy

6 Metoda i przyktady rozwigzane

7 Btedne intuicje

8  Zadania do przemyslenia

9  Sprawdz sie

10 Karta wzoréw i co dalej

4.3 - LQR: koszt zamiast biegunéw 2/16



o Prolog: ile kosztuje uchyb?

W tym samym 1960 r., w ktérym Kalman zdefiniowal sterowalno$¢, opublikowat tez prace o
optymalnym sterowaniu z kryterium kwadratowym. Pomyst byl prosty: zamiast mowi¢
regulatorowi, gdzie majg by¢ bieguny, powiedzmy mu, czego chcemy. Maty uchyb, ale bez
szarpania silnikami. Kazda z tych checi zapisujemy jako koszt, a regulator ma zminimalizowa¢
ich wazona sume.

Okazalo sie, ze dla obiektow liniowych i kosztéw kwadratowych optymalne sterowanie jest
zawsze liniowym sprzezeniem od stanu v = —Kx, a K wynika z jednego rownania
macierzowego. LQR stat sie podstawowym narzedziem przemystu lotniczego i kosmicznego, a do
dzi$ jest punktem startowym prawie kazdego projektu regulatora wielowymiarowego.

Pytanie na start. W lekcji 4.1 dobraliSmy bieguny drona w plaszczyznie ,,na oko”: 1,51 6 rad/s. Czy istnieje
regulator, ktory przy tym samym zuzyciu sterowania sprowadzi drona do celu z mniejszym tqcznym
uchybem? Odpowiedz w czesci 4.

1 Kryterium kwadratowe

Dla obiektu x = Ax + Bu szukamy sterowania minimalizujacego
J = / (xTQx +u’'R u) dt,
0

gdzie @ > 0 (macierz p6tdodatnio okre§lona) wazy uchyby stanu, a R - 0 wazy wysitek
sterowania. To funkcjonal, jak w rachunku wariacyjnym (lekcja 6.1 Rachunek wariacyjny): liczba
przypisana catej trajektorii. Dla diagonalnych wag J = [(q1z] + - - - + guz2 + ru?) dt: duze g;
znaczy ,bardzo mi zalezy, zeby z; bylo male”, duze r znaczy ,sterowanie jest drogie”.

Dlaczego kwadraty? Trzy powody: karza duze odchylki mocniej niz mate (jak energia), daja gtadki
problem z jednoznacznym minimum i, co najwazniejsze, prowadza do rozwiazania w postaci
liniowego sprzezenia od stanu.

/. ZADANIA - CZES$C 1 2 zadania - ok. 10 min

1 Napisz Qi R, jesli chcemy, zeby potozenie drona byto 25 razy ,wazniejsze” od
- pochylenia, predkosci nas nie obchodza, a waga momentu wynosi 100.

2 Dlaczego R musi by¢ dodatnio okreslone, a QQ wystarczy pétdodatnio?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie
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2 Rozwigzanie: rownanie Riccatiego

e I
3 REGULATOR LQR

u=—Kx, K=R'B'P, ATP+PA-PBR'B'P+Q=0.

Ostatnie roOwnanie to algebraiczne roOwnanie Riccatiego. Szukamy jego rozwiazania
symetrycznego, pétdodatnio okreslonego, dajacego stabilng petle; jest ono jedno, o
ile obiekt jest stabilizowalny, a para (A4, Q'/?) wykrywalna (zadanie 1.2). Przy
obserwowalnosci P jest dodatnio okreslone. Minimalny koszt dla stanu

poczatkowego xp wynosi J* = ngxo.

/A\ SKAD ROWNANIE RICCATIEGO (SZKIC)

Zgadujemy, ze najmniejszy koszt ,,od teraz do konca” zalezy od stanu kwadratowo:
V(x) = xT Px. Wzdluz optymalnej trajektorii VV maleje dokladnie o biezacy koszt:
V +xTQx + vTRu = 0, a przy kazdym innym u ta suma jest dodatnia. Zatem u
minimalizuje 2x7 P(Ax + Bu) + x? Qx + u! Ru. Pochodna wzgledem u réwna zero
daje u = —R! BT Px. Podstawiajac z powrotem i zadajac, zeby wynik byt zerem dla
kazdego x, dostajemy réwnanie Riccatiego. Scisle wyprowadzenie (zasada
Bellmana albo Pontriagina, lekcja 5.1 Zasada maksimum Pontriagina, sterowanie
czasooptymalne i metoda strzatéw) daje to samo.

/A MATLAB > PYTHON

Ksigzki (Tewari, Ogata) uzywaja MATLAB-a. Odpowiedniki w Pythonie: [K,S,e] =
lgr(A,B,Q,R) - K, S, E = control.lqr(A, B, Q, R) ; care(A,B,Q,R) -
scipy.linalg.solve_continuous_are(A, B, Q, R) ; place — control.place; ss,
step, initial - control.ss, control.step_response,

control.initial_response ; ctrb, obsv — control.ctrb, control.obsv.

- J

/. ZADANIA - CZESC 2 2 zadania - ok. 20 min

1 W szkicu: pokaz, ze minimum 2x” PBu + u” Ru wzgledem u jest w u = — R~ BT Px.

2 Dlaczego K nie zalezy od stanu poczatkowego, cho¢ optymalna trajektoria od niego

= zalezy?
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

3 Jeden stan: wszystko wida¢ we wzorze

Dla & = az + bu, J = [(qz? + ru?) dt réwnanie Riccatiego jest kwadratowe w P: 2aP — %PQ +q=
0. Dodatni pierwiastek:

b2 /a® + b2 b2
P:I:—2<a—|— a,2+7q>, K= ab+ q/r’ biegun = — az—i—Tq.

Ten wzér méwi wszystko o LQR:

* liczy sie tylko stosunek q/7;

* sterowanie tanie (¢/r — 00): biegun ~ —b\/q—/r, coraz szybciej;

* sterowanie drogie (¢/r — 0): biegun — —|a|. Obiekt stabilny zostaje prawie bez zmian, a
niestabilny (a > 0) zostaje ,,odbity” na lewo, z minimalnym wysitkiem.

Predko$¢ drona (a = —0,5, b = 1): przy ¢ = r biegun —1,121 K = 0,62; przy ¢/r = 16 biegun —4,03,
K = 3,53 (prawie regulator P z lekcji 1.3).

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 20 min

1 Predkos¢ drona, ¢ = 100, r = 1. Policz K i biegun.
2  Ten sam obiekt, g = 1, » = 100. Ile wynosi K? Skomentuj.

3 Obiekt niestabilny a = 42, b = 1, sterowanie bardzo drogie. Gdzie trafi biegun? Ile
= wynosi K?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

4 Dron w ptaszczyznie i reguta Brysona

Jak wybra¢ @ i R? Praktyczna regula Brysona: wagi to odwrotnos$ci kwadratéw dopuszczalnych
warto$ci:  Bryson-Ho
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Dla drona w plaszczyznie: uchyb potozenia do 1 m, pochylenie do 0,2 rad (ok. 11°), moment do 0,1
N-m. Daje to @ = diag(1,0,25,0), R = 100 i (python-control)

K =[0,100; 0,121; 0,717; 0,120],  bieguny — 0,99 == 0,995, —5 -+ 5;.

Obie pary maja ¢ = 0,71. Nikt tego nie zadal: wyniklo z optymalizacji. Przy starcie 1 m od celu
moment osigga dokladnie 0,1 N-m, pochylenie 7°, czas ustalania 4,5 s.

Odpowiedz na pytanie z prologu. Poréwnajmy dwie miary: taczny uchyb [ 22 dt i laczny wysitek
J w? dt. Projekt z lokowania biegunéw (1,5 i 6 rad/s) daje 0,938 m*s przy [ u? = 0,0004. LQR z
kosztem tylko na potozenie i takim p, zeby wysitek byt ten sam, daje 0,833 m*:s, 0 11% mniej. Dla
tego stanu poczatkowego zaden regulator (nawet nieliniowy) nie zrobi lepiej: LQR lezy na froncie
Pareto, a kazdy inny projekt nad nim.
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SYMULACJA 1 LQR dla drona w ptaszczyznie z regula Brysona. Zamiast biegunéw
ustawiasz dopuszczalne warto$ci: uchybu, pochylenia i momentu. Zmniejsz dopuszczalne
pochylenie do kilku stopni: dron leci tagodniej. Zwieksz dopuszczalny moment: petla
przyspiesza.

0,0 —

01°]

U [N-m]

t[s]

— potozenie x(t) —— pochylenie 8(t) — moment u(t)
K ©0,100; 0,121; 0,716; 0,120 bieguny -0,99 £ 0,997; -4,99 £ 4,997

najwieksze pochylenie 7,0° najwiekszy moment 0,100 N-m czas ustalania(2cm) 4,45 s

Zamiast czterech biegundw wybierasz trzy liczby, ktdre maja sens fizyczny: ile uchybu, ile
pochylenia, ile momentu tolerujesz. Bieguny wynikajg z kompromisu same.

Stan na rysunku: Q diag(1/x_max?, 0, 1/6_max?, 0), R = 1/u_max?; x_max = 1,00 m,
0_max = 12°, u_max = 0,100 N-m; start x = 1 m.
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SYMULACJA 2 Front Pareto: taczny uchyb polozenia kontra taczny wysitek dla LQR z
réznymi wagami p (niebieska krzywa). Szare punkty to projekty z lokowania biegunow
(opisane jako wy par potozenie/pochylenie). Wszystkie leza nad krzywa.

logso X2 dt [m?2-s]

0,2
-1,0/6
1,0/10
1,5/3 °
0,0
-0,2
-0,4
-5 -4 -3 -2
loge Ju? dt [N2-m?-s]
— front LOR (Q tylko na potozenie) —— wybranepp — projekty z lokowania biegunéw (¢ = 0,7)

[x2dt 0,839 m?-s Juzdt ©,000379 N2-m2-s K 0,056; 0,054; 0,254; 0,071

Kazdy punkt na niebieskiej krzywej to LQR dla innej wagi p: nie da sie zmniejszy¢ [x? bez zwiekszenia
fu2 Szare projekty z lokowania biegunow lezg nad krzywa: przy tym samym wysitku zostawiajg
wiekszy uchyb.

Stan na rysunku: dron w ptaszczyznie, start x = 1 m; LQR z Q = diag(1, 0, 0, 0), R =p
= 1072,50; szare punkty: we par potozenie/pochylenie.

/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 35 min

1  Zastosuj regule Brysona: uchyb potozenia do 0,5 m, pochylenie do 10°, moment do 0,05
= N-m.

2 ZQ = diag(1,0,25,0) pomnéz R przez 10 i przez 0,1. Co sie dzieje z szybka i wolna para
==  biegunow?
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3 W symulacji 2 przesun p tak, zeby czerwony punkt byt na tej samej wysokosci ([ z%) co
== projekt 1,5/6. Ile wysitku oszczedza LQR?

4 Bieguny LQR z Q = diag(1,0,0,0) leza na okregu w katach +22,5° i +67,5° od osi
== rzeczywistej (wzor Butterwortha 4. rzedu). Sprawdz na danych dla p = 100: —1,2 + 2,915
i—2,9141,25.

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

5 GQwarantowane zapasy

LQR z pelnym stanem i jednym wej$ciem ma wlasnos$é, ktorej nie daje lokowanie biegunéw: dla
kazdych Q i R transmitancja petli L(s) = K(sI — A)~'B spelnia

|1+ L(jw)| > 1 dlakazdego w.

Wykres Nyquista nigdy nie wchodzi do kota o promieniu 1 wokét -1, czyli max |S| < 1 (lekcja 2.5).
Z tego wynikaja gwarantowane zapasy: wzmocnienie moze wzrosna¢ dowolnie albo zmale¢ do
potowy, a zapas fazy wynosi co najmniej 60°. Dla drona w plaszczyznie z wagami Brysona: zapas
fazy 63°, min |1 + L| = 1,000.

Haczyk: gwarancja dotyczy petli przecietej na wejsciu obiektu i regulatora, ktéry zna caly stan
dokladnie. Z obserwatorem albo filtrem Kalmana (LQG) znika. To stynne odkrycie Doyle’a z 1978
r., temat lekcji 5.2 LQG i odpornos¢.

/. ZADANIA - CZESC 5 2 zadania - ok. 15 min

1 Pokaz, zez |1 + L| > 1 wynika zapas fazy co najmniej 60°. Wskazowka: przy w. jest |L| =
e 1; gdzie przecinaja sie okregi |[L| = 1i |1+ L| =12

2 Dlaczegoz |1 + L| > 1 wynika, ze wzmocnienie moze zmale¢ do potowy?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: PROJEKT LQR

1. Model A, B i sprawdzenie stabilizowalno$ci.

2. Wagi z reguly Brysona; stany nieistotne z waga 0; ewentualnie stan catki uchybu (lekcja
4.1).

3. Rozwiazanie: K, P, E = control.lqr(A, B, Q, R) .

4. Sprawdzenie: maksymalne sterowanie i stany w symulacji dla typowych manewrow;
poprawka wag (zwykle 2-3 iteracje).

5. Estymator stanu (lekcje 4.2, 4.4) i sprawdzenie odpornosci catosci.

Przyktad 6.1
LOR predkosci drona
v = —0,5v + u. Chcemy, Zeby uchyb predkosci 0,25 m/s ,kosztowat” tyle co 1 N ciggu. Wyznacz K

1 Bryson:g=1/0,25 = 16,7 = 1.

2 K =-0,5+ 0,25+ 16 = 3,53, biegun —4,03.

Wynik: v = —3,53 v: regulator P predkosci z lekcji 1.3 (K, = 3,5) okazuje sie prawie
optymalny dla takich wag.

Sprawdzenie: control.lqr daje K = 3,5311, P =3,5311 v (tuP = K,bob=7r=1).
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Przyklad 6.2

Dron w ptaszczyznie: Bryson

Q@ = diag(1,0,25,0), R = 100. Policz K, bieguny i odpowiedz z xy = 1 m.
1 K =10,100; 0,121; 0,717; 0,120].

2 Bieguny —0,99 + 0,995 1 —5 + 53, obie pary z { = 0,71.

3 Moment najwiekszy 0,100 N-m (doktadnie upyayx, bo k129 = 0,1), pochylenie 7,0°, czas
ustalania 4,5 s.

Wynik: regulator spelnia zalozone limity ,,z marszu”, a bieguny wyszly rozsadne bez
zgadywania.

Sprawdzenie: residuum rownania Riccatiego dla
scipy.linalg.solve_continuous_are ok.3-10713 v; zapas fazy 63° v.

7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczyc

X

»Optymalny znaczy najlepszy.”

Optymalny wzgledem wybranego kryterium. Zte wagi daja optymalnie zly regulator.
Wybér @ i R to wciaz decyzja inzyniera, tylko lepiej opisana.

x ,LQR uwzglednia ograniczenia sterowania.”

Nie: koszt u? tylko je zniecheca. Twarde ograniczenia trzeba sprawdzi¢ w symulacji albo
uzy¢ sterowania predykcyjnego (MPC).

x  ,LQR zawsze ma zapas fazy 60°.”

Tylko przy pelnym, doktadnym stanie i petli przecietej na wejéciu. Z estymatorem
gwarancja znika.

x  ,Wagi trzeba dobiera¢ dtugo metoda prob i btedow.”

Regutla Brysona daje dobry start w minute; zwykle wystarcza 2-3 poprawKi.

x ,Rownanie Riccatiego trzeba rozwigzywac recznie.”

Recznie tylko dla jednego stanu, zeby zrozumie¢. W praktyce jedna linijka w Pythonie.
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s Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 Podwdjny integrator. & = u, J = [(2? + ru?) dt. Rozwiaz réwnanie Riccatiego recznie i
== pokaz, ze bieguny maja ¢ = 1/+/2 przy kazdym r.

2 Koszt czasu. Czy LQR minimalizuje czas dojs$cia do celu? Co trzeba by zmieni¢ w
== kryterium?

3 Waga na predko$é. Dodaj do kryterium drona w plaszczyznie wage na predkosc¢ &. Jak to
== zmieni zachowanie? Kiedy jest to potrzebne?

4  Skonczony horyzont. Satelita ma zakonczy¢ manewr dokladnie po 100 s. Czym rézni sie
== LQR ze skoniczonym horyzontem od tego z tej lekcji?

5 Odwrotny problem. Masz regulator z lokowania biegunéw. Czy istnieja @, R, dla
«=» ktérych jest on LQR? Co méwi o tym warunek |1 + L| > 1?

moopodstawowe meo Srednie maa feynmanowskie

L4 °
9 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Jakie kryterium minimalizuje LQR?

J = [(x7Qx + u’ Ru) dt.

2 Jak wyznaczy¢ K?

K = R 'BTP, P zalgebraicznego réwnania Riccatiego.

3 Co moéwi reguta Brysona?

Qii = l/w?’max, R = 1/ur2nax'
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4  Biegun LQR dla jednego stanu?

— JaE T BqJr.

5 Co sie dzieje przy bardzo drogim sterowaniu?

Bieguny stabilne zostaja, niestabilne odbijaja sie lustrzanie na lewa strone.

6 Jakie zapasy gwarantuje LQR?

Zapas fazy > 60°, wzmocnienie od 1/2 do « (pelny stan, jedno wejscie).

7  Co to front Pareto?

Zbiér projektéw, w ktérych nie da sie zmniejszy¢ uchybu bez zwiekszenia wysitku; LQR
lezy na nim.
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10 Karta wzorow i co dalej

~ N
LOR W+ASNOSCI I PYTHON
J = [(x"Qx + u"Ru) dt 11+ L(jw)| > 1: PM > 60°, GM € [1/2, ®)
ATP 4+ PA—PBR'BTP+Q =0 tylko stosunek @) : R ma znaczenie
K =R'BTP, J* =x!'Px, K, P, E = control.lqr(A, B, Q, R)
skalar: biegun —,/a? + b2q/r scipy.linalg.solve_continuous_are(A,
Bryson: Q;; = 1/x} .., R=1/u} . B, Q, R)

- J

Do przeczytania

* Obowiazkowo: A. Tewari, Modern Control Design with MATLAB and SIMULINK, rozdz. 6 (LQR
z przyktadami lotniczymi; kod MATLAB przetlumaczysz wedlug ramki wyzej).

* Dla chetnych: A. E. Bryson, Y.-C. Ho, Applied Optimal Control, klasyka; S. Brunton, Control
Bootcamp, wyktady o LQR (wideo).

LQR odpowiada na pytanie, jak sterowac, gdy znamy stan. Dualne pytanie brzmi: jak optymalnie
estymowac stan, gdy znamy statystyke szumow pomiaru i zaktoceri? Odpowiedziq jest filtr
Kalmana, najwazniejszy algorytm estymacji XX wieku i temat nastepnej lekcji.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.Dlax = [z, 4,0, 9] Q = diag(25,0,1,0), R = 100. Liczy sie tylko stosunek wag: Q i R pomnozone przez
te sama liczbe daja to samo K.

2. Gdyby sterowanie bylo ,,darmowe” w jakims kierunku (R osobliwe), optimum zadatoby
nieskonczonego sterowania (natychmiastowego skoku stanu). Stany natomiast moga by¢ niewazone
(np. predkosé), byle petla byla stabilna: wtedy potrzebne jest, zeby niewazone stany ,widzial” koszt
przez dynamike (formalnie: para (A4, QY ) wykrywalna).

Zadania - czes$¢ 2

1. Gradient: 2BT Px + 2Ru = 0 (korzystamy z symetrii P i R). Stad u = —R~' BT Px. To minimum, bo
hesjan 2R jest dodatnio okreslony.

2. Problem jest liniowy z kosztem kwadratowym i nieskoniczonym horyzontem: z kazdego stanu
Lreszta” wyglada tak samo (zasada optymalno$ci Bellmana). Optymalna regula jest wiec funkcja
biezacego stanu, ta sama dla kazdego poczatku.

Zadania - czes$¢ 3
1.4/0,25 + 100 = 10,01; K = —0,5 + 10,01 = 9,51, biegun —10,01.

2.4/0,25+ 0,01 = 0,51, K = 0,0099, biegun —0,51. Sterowanie jest tak drogie, ze regulator prawie nic nie
robi: obiekt i tak jest stabilny.

3. Biegun — —2 (odbicie lustrzane +2), K — 2a/b = 4. To najtanszy sposob stabilizacji: kazdy regulator
musi przesunaé ten biegun na lewo, a LQR robi to najmniejszym kosztem.

Zadania - czesc 4
1.10° = 0,175 rad. Q = diag(4,0,32,8,0), R = 400.

2. Wolna para zostaje przy —0,99 + 0,997, szybka zmienia sie: —2,8 + 2,85 (drozsze sterowanie) i —8,9 £+
8,97 (tansze). Moment najwiekszy: 0,03 i 0,32 N-m. Wolna para zalezy gtéwnie od kosztu potozenia, a

szybka od kompromisu pochylenie-moment.

3.Przy [ 2? ~ 0,94 LQR potrzebuje [u® ~ 1,7-10* (p &~ 770), czyli ok. 2,3 razy mniej niz lokowanie (4 -
1074).

4. Moduty: 1/1,22 + 2,912 = 3,15 dla obu par. Katy od osi rzeczywistej ujemnej: arctan(2,91/1,2) = 67,6° i
arctan(1,2/2,91) = 22,4° v. Dla tego obiektu (cztery catkowania, bez zer) bieguny spetniaja s® =
—(g/J)*/p, wiec wzoér Butterwortha zachodzi dokladnie przy kazdym p. Dla innych obiektéw to tylko
granica taniego sterowania.

Zadania - cze$c 5

1.Punkty L = e/ z |1 + /| =1: 2+ 2cosp = 1, cos p = —1/2, p = +120°. Punkt L lezacy poza kolem
wokot -1 ma faze miedzy —120° a 120°, czyli co najmniej 60° od —180°.
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2. Przy L(jw) rzeczywistym ujemnym (faza —180°) mamy |1 + L| > 1, wiec L < —2. Zeby trafi¢ w -1,
trzeba go przemnozy¢ przez co najwyzej 1/2. Przemnozenie przez liczbe wieksza od 1 przesuwa go
dalej od -1.

Zadania do przemyslenia

01

b2 = \/F,p3 =274

2. K = [py/r, p3/r] = [rV/2, V27 /4], Wielomian s* + v2wps + wi zwy = 74 { = /2/2 v, niezaleznie od
r.

B =0,1)T. Réwnaniana P = le 1132} :1—pi/r=0,p, — pap3/r =0, 2p; — p3/r = 0. Stad
2 D3

2. 1.Nie: minimalizuje wazong sume kwadratéw. Czas pojawia sie tylko posrednio.

2. Minimalny czas przy ograniczonym sterowaniu to inny problem: kryterium J = [1dti |u| < umax.
Rozwiazanie jest typu ,bang-bang” i nieliniowe: zasada maksimum Pontriagina, lekcja 5.1 Zasada
maksimum Pontriagina, sterowanie czasooptymalne i metoda strzatow.

3. 1.Kara za predkos¢ daje spokojniejszy przelot, mniejsze przeregulowanie, ale wolniejsze dojscie. Dziala jak
ttumienie.

2. Potrzebne, gdy wazne sa predkos$ci: pasazerowie, tadunek na lince (lekcja 4.1), ograniczenia przepisow.
2

Regula Brysona: 1/, .-
4. 1.Kryterium fOT(. ..)dt + x(T)TSx(T). P(t) spelnia rézniczkowe réwnanie Riccatiego calkowane wstecz od
P(T) = S, wiec K (t) zmienia sie w czasie.
2. Daleko od korica P(t) jest prawie state i réwne rozwigzaniu algebraicznemu. Pod koniec K ro$nie, zeby
»zdazy¢”. To most do sterowania optymalnego w lekcji 5.1 i do Tewariego.

5. 1. Nie zawsze. Kazdy LQR (jedno wejscie, pelny stan) spetnia |1 + L(jw)| > 1. Jesli regulator z lokowania
biegundéw tego nie spetnia, nie jest optymalny dla zadnych @, R.
2. Jedli spelnia (petla stabilna, (A, B) sterowalne), da sie dobra¢ odpowiednie Q (wynik Kalmana z 1964 r.,
tzw. odwrotny problem optymalno$ci). Ciekawostka: projekt 1,5/6 z lekcji 4.1 ma min |1 + L| = 0,9998,
minimalnie ponizej 1, wiec nie jest LQR dla zadnych wag.

Automatyka - Lekcja 4.3: LQR - Zrédta: A. Tewari, Modern Control Design with MATLAB and SIMULINK (Wiley 2002), rozdz. 6; K. J. Astrém, R. M. Murray,
Feedback Systems (Princeton 2008); A. E. Bryson, Y.-C. Ho, Applied Optimal Control (1969, wyd. poprawione 1975); R. E. Kalman, ,,Contributions to the
theory of optimal control”, Bol. Soc. Mat. Mexicana (1960). Wszystkie liczby policzone na nowo (tools/verify/c4_3.py).
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