AUTOMATYKA 4.2

Obserwator stanu
i obserwowalnosc

Sprzezenie od stanu z lekcji 4.1 zaklada, ze regulator zna caty
stan. Barometr drona mierzy jednak tylko wysokos$¢, a predkosci
nie mierzy nic. Rézniczkowanie zaszumionego pomiaru juz raz
nas zawiodlo (lekcja 2.5). Ta lekcja pokazuje lepszy sposoéb:
model obiektu dzialajacy rownolegle z obiektem i korygowany
pomiarem. To obserwator stanu, deterministyczny kuzyn filtru
Kalmana. Zobaczymy tez, kiedy pomiary w ogdle niosa
informacje o stanie.

CZAS ZADANIA ZRODLA
ok. 2 h teorii + ok. 11 zadah w tresci K.J. Astrom, R.
2,5 h zadan +5do M. Murray,
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5.3; D. G.
Luenberger,
,Observing the
state of a linear
system” (1964)
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o Prolog: model, ktory patrzy przez ramie

Nawigator zaglowca nie mial GPS. Znatl predkos$¢ statku (z logu), kurs (z kompasu) i czas, wiec co
godzine nanosil na mape przewidywana pozycje. Metoda nazywala sie zliczeniem (ang. dead
reckoning). Btedy sie kumulowaty, wiec gdy tylko pokazat sie znany lad albo udat sie pomiar
wysokos$ci gwiazdy, nawigator poprawial pozycje na mapie, ale nie o cala réznice, tylko rozsadnie,
bo pomiar tez byt niedoktadny.

W doktoracie na Stanfordzie (1963, artykul w 1964 r.) David Luenberger zapisal te sama idee dla
dowolnego uktadu liniowego: model przewiduje, pomiar koryguje. Dzi$ kazdy dron, samolot i
samochdd autonomiczny ma w $rodku taki ,model, ktéry patrzy przez ramie” prawdziwego
obiektu.

Pytanie na start. Dron ma tylko czujnik predkosci pionowej (np. radar dopplerowski skierowany w dot).
Czy da sie z niego odtworzyc¢ wysokosc? Odpowiedz w czesci 3.

1 Obserwator: model plus korekta

Obiekt x = Ax + Bu, pomiar y = Cx. Pomyst pierwszy: pusci¢ réwnolegle kopie modelu x =

Ax + Bu z tym samym sterowaniem. Blad e = x — X spelnia wtedy € = Ae. Dla obiektu z
calkowaniem (wysoko$c¢) zta wartos$é poczatkowa nigdy nie zniknie, a kazde nieznane zaklocenie
odklada sie na zawsze.

Pomyst drugi (Luenberger): doda¢ korekte proporcjonalna do tego, o ile przewidywany pomiar
rézni sie od prawdziwego:

4 N
s OBSERWATOR LUENBERGERA

x=Ax+Bu+L(y—Cx), é=(A—LC)e.

Blad estymacji gasdnie z biegunami A — LC. Wybor L to lokowanie biegunéw, tylko
dla macierzy A — LC zamiast A — BK.

- J

Dla wysokos$ci drona (C = [1 0], mierzymy z): A — LC = [_ll L ] , wielomian s? 4 (0,5 +

I, —05
l1)s + (0,501 + l3). Dlawy = 6 rad/s, { = 0,7:1; = 7,9, I, = 32,05. W kodzie to kilka linijek:

e =Yy - zh # innowacja: pomiar minus przewidywanie
zh += dt * (vh + 11 * e)
vh += dt * (-0.5 * vh + u + 12 * e)

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 20 min
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1 Wyprowadzé = (A — LC)e.
2 Dobierz L dla obserwatora wysokosci z biegunami —4 1 —5.

3 Poréwnaj lokowanie biegunéw regulatora (A — BK) i obserwatora (A — LC). Jakim
== przeksztalceniem jedno zamienia sie w drugie?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

2 Szybki czy gtadki?

Jak szybkie powinny by¢ bieguny obserwatora? Duze L to szybka korekta: estymata szybko
nadaza za zakldceniami, o ktérych model nie wie (podmuch, paczka). Ale duze L to tez silna
reakcja na szum pomiaru. Male L daje estymate gladka, ale spézniona. To znowu kompromis z
lekcji 2.5: obserwator jest filtrem, a jego pasmo trzeba dobra¢ do szumu i zaklécen.

Typowa regula: bieguny obserwatora 2-5 razy szybsze od biegunéw regulatora, a potem
sprawdzenie w symulacji z szumem. Optymalny wybor L, gdy znamy statystyke szumu pomiaru i
zaklécen, daje filtr Kalmana (lekcja 4.4 Filtr Kalmana).
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SYMULACJA1 Dron z regulatorem PD (K = [4; 2,3|) sterowanym estymatg obserwatora.
Barometr co 0,02 s z szumem. Skok wartosci zadanej wt = 1 s, podmuch -2 Nw 5-7 s, 0
ktéorym model nie wie. Zmieniaj szybkos¢ obserwatora od 1 do 60 rad/s i patrz na biad
predkosci, szarpanie sterowania i spadek przy podmuchu. Poréwnaj z regulatorem
sterowanym prawdziwym stanem.

1,5 =Iml

1,0

0,5

t sl

— prawdziwy stan = estymata obserwatora =—— pomiar barometru
L=[l, 5] 7,94; 32,3 RMS btedu predkosci 0,228 m/s

szarpanie sterowania (RMS skokow) 0,010 N najnizsza wysokos¢ przy podmuchu 0,14 m

Obserwator kilka razy szybszy od regulatora: estymata nadaza za zaktdceniem, a szum jest jeszcze
sttumiony. Optymalny kompromis przy znanym szumie da filtr Kalmana (lekcja 4.4).

Stan na rysunku: obserwator we = 6,0 rad/s, ¢ = 0,7; 6 = 0,10 m co 0,02 s; regulator
PD K = [4; 2,3] od estymaty; skok 1 mw t =1 s, podmuch -2 N w 5-7 s.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 25 min

1 Predko$¢ z réznicy dwéch pomiaréw barometru (o = 0,1 m, co 0,02 s) ma odchylenie ok.
- 7 m/s. Obserwator z wy = 6 rad/s ma biad predkosci ok. 0,2 m/s. Skad taka réznica?

4.2 - Obserwator stanu i obserwowalnos¢ 5/15



2 W symulacji 1 poréwnaj obserwatory 2, 6, 20 i 60 rad/s. Ktéry ma najmniejszy btad
== predkosci? Ktéry najlepiej radzi sobie z podmuchem?

3 Dlaczego wolny obserwator tak zle znosi podmuch, skoro szum nie jest tu przyczyna?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

3 Obserwowalnosc¢

Kiedy obserwator sie nie uda? Wtedy, gdy jaka$ zmiana stanu nie zmienia pomiaréw, ani teraz,
ani pdézniej. Test jest dualny do sterowalno$ci. Uklad jest obserwowalny, gdy pomiar i jego
kolejne pochodne (Cx, CAx, CA%x, ..) wyznaczaja caly stan: =Astrém-Murray 8.1

C

CA
W, = . , obserwowalny <= rank W, = n.

CAn—l
OdpowiedzZ na pytanie z prologu. Barometr (C = [1 0]): W, = [(1) (1)] , rzad 2, wysokos¢ i predkosé
0

1
0 -0
toru lotu o stala wysokos$¢ nie zmienia zadnego pomiaru predkosci, wiec nie ma sposobu, by je
wykry¢. Dlatego dron z przepltywem optycznym potrzebuje jeszcze dalmierza albo barometru.

sa obserwowalne. Sam czujnik predkosci (C = [0 1]): W, = [ ] , rzad 1. Przesuniecie calego
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SYMULACJA 2  Obserwator startuje z btedna wysokoscig. Z barometrem btad gasnie. Z
samym czujnikiem predkosci estymata predkos$ci jest dobra, ale btad wysokosci zostaje
na zawsze, niezaleznie od tego, jak dron lata.

Z[m]
3
2
1
\
AY
~ v
O _l
btad ¥ [m/s]
0]

t sl

— prawdziwa wysoko$¢ = estymata wysokoéci — btad estymaty predkosci

macierz obserwowalnosci [1 0; 0 1], rzad 2 btad wysokosci po10s 0,000 m

Barometr widzi wysoko$¢, a z jej zmian obserwator odtwarza predkosé: oba btedy gasna. Uktad jest
obserwowalny.

Stan na rysunku: czujnik wysokos$ci (L = [3,7; 7,15], bieguny we = 3, C = 0,7); b%ad
poczatkowy 0,50 m; sterowanie u = 1,5 sin(1,2t).

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 20 min

1 Dron w plaszczyznie (lekcja 4.1) ma tylko zyroskop (y = ). Czy kat 6 jest obserwowalny?
=" A polozenie z?

2 Ten sam dron z hipotetycznym czujnikiem poziomego przyspieszenia w ukladzie
= ziemskim, y = & = g0 (np. z kamery $ledzacej drona; zwykly akcelerometr na poktadzie
mierzy co innego, lekcja 4.5). Co jest obserwowalne?
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3 Czy obiekt nieobserwowalny moze mie¢ sensowny obserwator? (Por. stabilizowalno$¢ w
== lekcji4.1.)

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

4 Zasada separacji

Regulator u = — K x steruje estymata, a nie prawdziwym stanem. Czy to nie psuje biegunéw,
ktére tak starannie ustawiliémy? Zapiszmy caly uklad w zmiennych xie = x — x:

s -10 25 B

Macierz jest blokowo tréjkatna, wiec jej wartosci wlasne to wartosci wltasne A — BKi A — LC:
bieguny regulatora i obserwatora po prostu sie sumuja. Regulator i obserwator mozna wiec
projektowac osobno. To zasada separacji. Uwaga: dotyczy biegunéw przy dokladnym modelu.

Odpornos¢ catosci na btedy modelu to osobna sprawa, do ktérej wrocimy w lekcji 5.2 LQG i
odpornosé.

/. ZADANIA - CZESC 4 2 zadania - ok. 15 min

1 Regulator wysokosci K = [4; 2,3], obserwator z wy = 6, ¢ = 0,7. Gdzie sa bieguny catego
< ukladu?

2 Wyprowadz réwnanie x = (A — BK)x + BKe.

moopodstawowe  mao Srednie maa feynmanowskie
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5 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: REGULATOR Z OBSERWATOREM

1. Obserwowalno$¢: rank W, = n dla dostepnych czujnikéw; jesli nie, dotdz czujnik.

2. Regulator: K z lokowania biegunéw (lekcja 4.1) albo LQR (lekcja 4.3).

3. Obserwator: bieguny A — LC 2-5 razy szybsze od regulatora; L = place(A.T, C.T,
p).T.

4. Separacja: bieguny calo$ci to suma obu zestawow.

5. Sprawdzenie: symulacja z szumem pomiaru i zakléceniami nieznanymi modelowi.

Przyktad 5.1

Predkos$¢ z barometru

Wysokosc drona, barometr o = 0,1 m co 0,02 s. Zaprojektuj obserwator 3-4 razy szybszy niz

regulator PD z biegunami wy = 2.
1 Regulator: wy = 2 rad/s; obserwator wy = 6 rad/s, { = 0,7: s + 8,4s + 36.
2 [ =84-05=1791,=36—-0,5-7,9=32,05.

3 Symulacja: blad predkosci ok. 0,2 m/s (RMS), rézniczkowanie barometru datoby ok. 7

my/s.

Wynik: L = [7,9; 32,05]; estymata predkosci ok. 35 razy doktadniejsza niz réznica

pomiaréw.

Sprawdzenie: wartosci wlasne A — LC to —4,2 + 4,295 v.
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Przyktad 5.2
Za wolny obserwator

Ten sam uktad z obserwatorem wy = 2 rad/s (L = [2,3; 2,85]). Co sie dzieje przy podmuchu -2 N
przez 2 s?

1 Regulator z prawdziwym stanem: dron opada z 1 m do ok. 0,48 m.

2 Zwolnym obserwatorem: do ok. -0,66 m, czyli ponad 1,6 m spadku (dron uderzytby w
ziemie).

3 Zobserwatorem 6 rad/s: do ok. 0,17 m; 20 rad/s: do ok. 0,40 m.

[ Wynik: obserwator nie szybszy od regulatora psuje regulacje mocniej niz szum. ]

Sprawdzenie: zasada separacji mowi o biegunach, nie o zakléceniach nieznanych
modelowi; tutaj liczy sie szybkos¢ korekty v.

6 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczyc

X

»Obserwator to filtr, ktory wygtadza pomiar.”

Robi wiecej: odtwarza wielkosci, ktérych w ogole nie mierzymy (predkosc¢ z wysokosci),
korzystajac z modelu.

x  ,Im szybszy obserwator, tym lepiej.”

Szybki obserwator przepuszcza szum pomiaru. Optimum zalezy od szumu i zaklocen.

x ,Zasada separacji gwarantuje, ze regulator z obserwatorem dziata tak samo jak z pethnym
stanem.”

Gwarantuje te same bieguny przy idealnym modelu. Odpowiedz na zaklécenia i
odpornos¢ na btedy modelu moga by¢ gorsze.

x ,Wiecej czujnikow zawsze pomaga.”

Czujnik, ktéry mierzy tylko kombinacje juz obserwowalnych stanéw, nie poprawia

obserwowalnosci. Liczy sie, co mierzy, a nie ile ich jest.
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x ,Skoro obserwator ma model, nie potrzebuje sterowania u.”

Potrzebuje: bez Bu w modelu kazda zmiana sterowania wygladataby jak zaktécenie i

obserwator bylby stale sp6zniony.

7 Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA

5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 Estymowanie zakldcenia. Dot6z do modelu wysokosci trzeci stan: nieznang stala site F' (

e [ = (). Czy rozszerzony uklad jest obserwowalny z barometru? Do czego to sie przyda?

2 Nawigator i dryf. Zliczanie drogi (dead reckoning) to obserwator z L = 0 miedzy
=== pomiarami ladu. Dlaczego biad pozycji rosnie, a nie zostaje staty?

3 Obserwator zredukowanego rzedu. Barometr mierzy z dokladnie (pomin szum). Czy
== trzeba estymowacd obie zmienne? Zaproponuj estymator tylko predkosci.

4 Obserwowalnos¢ orbity. Radar mierzy tylko odlegto$¢ do satelity, nie kierunek. Czy z
== gerii pomiaréw odleglosci da sie wyznaczy¢ orbite? Od czego to zalezy?

5 Czy obserwator moze zdestabilizowac petle? Wedtug zasady separacji nie. Podaj

== realistyczny powod, dla ktérego w praktyce petla z obserwatorem moze sie rozkotysac.

moopodstawowe meo Srednie maa feynmanowskie

8 Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Jak wyglada ro6wnanie obserwatora?

X

A% + Bu+ L(y — C%).
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2 Jaka dynamike ma blad estymacji?
é=(A—-LC)e.

3 Jak sprawdzi¢ obserwowalnos¢?

rank[C; CA; ... ; CA" Y] =n.

4 Czy wysoko$¢ jest obserwowalna z samego czujnika predkosci?

Nie: stale przesuniecie wysokosci nie zmienia zadnego pomiaru.

5 Co to zasada separacji?

Bieguny ukladu z regulatorem i obserwatorem to suma biegunéw A — BKi A — LC.

6 Jaki kompromis rzadzi wyborem L?

Szybko$¢ nadazania za zakléceniami kontra przepuszczanie szumu pomiaru.

7  Co to dualnos¢é?

Obserwator dla (A4, C) to lokowanie biegunéw dla (AT, CT).
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I 4 ° °
9 Karta wzorow i co dalej
4 N
OBSERWATOR OBSERWOWALNOSC I SEPARACJIA
x = A% + Bu+ L(y — Cx) W,=[C; CA; ...; CA™ Y,
é=(A—LC)e; L= place(A.T, C.T, obserwowalny <= rankW, =n
p).T u = —Kx%: bieguny = eig(A — BK) U
wysoko$¢ drona: s + (0,5 4 I1)s + (0,501 + eig(4 — LC)
ly) rozszerzenie o zaktécenie: F' = 0
bieguny obserwatora 2-5x szybsze od
regulatora
& J
Do przeczytania
* Obowiazkowo: K. J. Astrém, R. M. Murray, Feedback Systems, rozdz. 8 (obserwowalno$é i
estymacja stanu).
¢ Dla chetnych: A. Tewari, Modern Control Design with MATLAB and SIMULINK, rozdz. 5.3
(obserwatory, przyktady lotnicze); D. G. Luenberger, ,,Observing the state of a linear
system”, IEEE Trans. Military Electronics 8 (1964).
4 M
Wybdr biegunow, zaréwno regulatora, jak i obserwatora, byt dotqd sztukq: ,,2-5 razy szybciej”,
»para dominujgca z wymagan”. Nastepna lekcja zastepuje te reguly kciuka jednym pytaniem: ile
kosztuje uchyb, a ile sterowanie? Odpowiedz daje regulator LQR, a dualne pytanie o obserwator
prowadzi do filtru Kalmana.
o /
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

l.é = Ax+ Bu— Ax — Bu— L(Cx — Cx) = (A — LC)(x — x). Sterowanie sie skraca, wiec blad nie
zalezy od wu.

2.824+95+20:05+1; =9,1; =8,5; 0,585+l = 20, > = 15,75.

3. Warto$ci wtasne A — LC i (A — LC)T = AT — CT LT sa te same. To lokowanie biegunéw dla ,,obiektu”
AT, B' = CT ze wzmocnieniem L”. Dlatego w Pythonie L = control.place(A.T, C.T, p).T.Ta
symetria nazywa sie dualno$cia.

Zadania - czesc 2

1. Réznica dwéch pomiarow korzysta tylko z dwdch probek i dzieli szum przez mate At. Obserwator
usrednia wiele pomiaréw (jest filtrem dolnoprzepustowym o pasmie ok. 6 rad/s) i dodatkowo wie z
modelu, jak predkos¢ moze sie zmieniac.

2. Btad predkosci (python-control, inne ziarno szumu): ok. 0,50; 0,21; 0,62; 2,9 m/s, czyli najmniejszy
przy ok. 6 rad/s. Podmuch: im szybszy obserwator, tym bliZzej regulatora z prawdziwym stanem
(najnizszy punkt 0,48 m). Obserwator 2 rad/s jest tak spdzniony, ze dron opada ponizej zera. Najlepszy
kompromis lezy posrodku.

3. Model w obserwatorze nie zna sity podmuchu, wiec przewiduje, ze dron leci zgodnie z poleceniem.
Rozbieznos¢ z pomiarem koryguje dopiero czton L(y — C%), a przy matym L trwa to sekundy.
Regulator przez ten czas steruje wedtug ztego obrazu.

Zadania - czesc 3

1.C=1[0001],CA =0 (bo 0 zalezy tylko od u). W, ma rzad 1: ani kat, ani polozenie nie sa
obserwowalne. Zyroskop mierzy tylko tempo obrotu, a staty kat jest dla niego niewidoczny. Stad dryf
catkowania zyroskopu (lekcja 4.5 Rozszerzony filtr Kalmana i fuzja czujnikéw w jednej osi).

2.C=1[00g0],CA=[000 g], CA? = 0. Rzad 2: obserwowalne sa # i §, nie z ani &. Do polozenia
potrzeba czujnika polozenia (GPS, kamera).

3. Tak, jesli nieobserwowalne mody sa stabilne: btad w nich zga$nie sam, cho¢ w tempie narzuconym
przez obiekt. To wykrywalnos¢ (ang. detectability). Catkowanie (biegun w zerze) nie jest stabilne,
dlatego wysokos¢ z samej predkosci jest beznadziejna.

Zadania - czesc 4
1. —1,4 + 1,435 (regulator) i —4,2 + 4,295 (obserwator).
2.u=—-K%x=—-K(x—e),wiecx = Ax — BKx+ BKe.
Zadania do przemyslenia

1. 1.z2=v,0=-05v+u+F,F=0,y=2W, C= [100,CA=[010],CA%2=1]0 —0,51]: rzad 3,
obserwowalny.

2. Obserwator estymuje site paczki czy wiatru. Regulator moze ja skompensowaé wprost: u = —Kx — F.To
alternatywa dla czlonu catkujacego (ang. disturbance observer).
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2. 1. Pozycja to catka predkosci; btad predkosci (log, prady) catkuje sie w rosnacy btad pozycji. Przy L = 0
biad spelnia é = Ae plus niemodelowane wymuszenia; catlkowanie nie gasi niczego.

2. Kazdy pomiar ladu to chwilowe L # 0, ktére Sciaga btad w d6t. Nowoczesna wersja: GPS koryguje
nawigacje inercjalna (lekcja 4.4 Filtr Kalmana).

3. 1. Nie: z znamy, estymujemy tylko v. Z 2 = v mamy ,,pomiar” v jako pochodnag z, ale unikamy
rézniczkowania podstawieniem w = 0 — [z.

2. Chcemy = —0,50 + u 4 I(2 — 9). Zw = © — 1z pochodna 2 sie skraca: w = —(0,5 + )6 + u, a0 = w + l2.
Btad v — ¥ gasnie z biegunem — (0,5 + [). To obserwator Luenbergera zredukowanego rzedu: przydatny
przy dokladnych czujnikach, wrazliwy na szum.

4. 1. Pojedynczy pomiar nie, ale ruch po orbicie zmienia odlegto$¢ w sposdb zalezny od wszystkich
elementéw orbity: z serii pomiaréw (i modelu dynamiki) orbita jest zwykle obserwowalna, z wyjatkiem
symetrii (np. obrét orbity wokét linii radar-Ziemia daje te same odlegtosci).

2. Obserwowalnos$¢ zalezy od geometrii i czasu obserwacji. Dlatego uzywa sie kilku stacji albo pomiaru
predkosci radialnej (Dopplera). Temat wraca w kursie astronautyki.
5. 1.Btad modelu: jesli obiekt rézni sie od modelu w obserwatorze (masa, op6znienie, nieuwzgledniona
dynamika), macierz przestaje by¢ tréjkatna i bieguny sie ,,mieszaja”.

2. Opodznienie pomiaru (barometr co 20 ms z filtrem) tez psuje zalozenia. Zapas odpornosci regulatora z
obserwatorem bywa duzo mniejszy niz z pelnym stanem: stynny kontrprzyktad Doyle’a w lekcji 5.2 LQG i
odpornosé.

Automatyka - Lekcja 4.2: Obserwator stanu - Zrodta: K. J. Astrom, R. M. Murray, Feedback Systems (Princeton 2008), rozdz. 8; A. Tewari, Modern Control

Design with MATLAB and SIMULINK (Wiley 2002); D. G. Luenberger, IEEE Trans. Military Electronics 8 (1964). Wszystkie liczby policzone na nowo
(tools/verify/c4_2.py).
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