AUTOMATYKA @ 2.2

Bieguny i zera
petli zamknietej,

linie pierwiastkowe

Mianownik transmitancji petli zamknietej ma kilka

pierwiastkéw. Te kilka punktéw na ptaszczyznie zespolonej

mowi prawie wszystko o tym, jak petla sie zachowa: czy jest

stabilna, jak szybko sie uspokaja i jak bardzo przelatuje. Ta

lekcja uczy czytaé odpowiedz z potozenia biegunow i zer, a

potem patrzed, jak bieguny wedruja, gdy krecimy

wzmocnieniem. Ten obraz, linie pierwiastkowe, wyjasnia wiele

zachowan, ktore w czesci I tylko obserwowalismy.
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o Prolog: suwak, ktorego nie byto

W 1948 r. Walter Evans, inzynier z kalifornijskiej firmy lotniczej North American Aviation, zadat
sobie pytanie, ktére dzi$§ zadaje kazdy, kto przesuwa suwak wzmocnienia w symulacji: jak
zmieniajg sie bieguny petli zamknietej, gdy wzmocnienie ro$nie od zera do nieskonczonosci?
Komputerow, ktére w utamku sekundy liczg pierwiastki wielomianu, nie bylo. Evans pokazal, ze
krzywe, po ktérych wedruja bieguny, mozna naszkicowac¢ otéwkiem z kilku prostych regut. Do
rysowania sprzedawal potem plastikowy przyrzad, Spirule, przypominajacy katomierz z
obrotowym ramieniem.

Dzi$ pierwiastki liczy komputer, a reguty Evansa nie sg juz potrzebne do rysowania. Zostato to, co
najcenniejsze: obraz. Linie pierwiastkowe pokazuja od razu, czy wieksze wzmocnienie pomoze,
czy zaszkodzi, i co trzeba doda¢ do regulatora, zeby bieguny poszty tam, gdzie chcemy.

Pytanie na start. W lekcji 1.2 Jak reagujq uktady: cztony podstawowe i odpowiedz skokowa wyszto, Ze dla
drona z regulatorem P wysokosci tempo gasnigcia kotysart (wy = b/(2m) nie zalezy od wzmocnienia. Jak
to wyglada na ptaszczyznie s? Odpowiedz w czesci 4.

1 Geometria pary biegunow

Czlon oscylacyjny z lekcji 1.2 Jak reaguja uklady: cztony podstawowe i odpowiedz skokowa ma
mianownik s? + 2¢wys + w§, a jego bieguny to

P12 = —Cwo £ jwov 1 — (%= —Cwo % jwg.

Kazdy parametr odpowiedzi ma na plaszczyznie s swoj geometryczny o

odpowiednik:

* odleglos¢ od poczatku ukladu to w,: im dalej, tym szybciej

w, | o

wszystko sie dzieje (skala czasu);

¢ kat ¢ od ujemnej poétosi rzeczywistej spetnia cos ¢ = (: kat o

cosp=q

decyduje o przeregulowaniu;
* odlegto$é od osi urojonej to (wy: tempo zaniku obwiedni e ¢“**, czyli czas ustalania ~
4/(Cwo);

* wysoko$¢ nad osia rzeczywista to w,: czestos¢ drgan.

Wymagania z korytarza z lekcji 1.2 staja sie wiec obszarem na plaszczyznie s. Przeregulowanie <
5% to ¢ > 0,69, czyli kat ¢ < 46°: bieguny w klinie woko6t ujemnej pétosi rzeczywistej. Czas
ustalania < 2 s to (wy > 2, czyli bieguny na lewo od prostej o = —2. Projektowanie regulatora
sprowadza sie do tego, zeby bieguny petli zamknietej trafilty do tego obszaru.
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SYMULACJA 1  Przeciagnij pare biegunéw (lewy wykres), a po prawej zobaczysz
odpowiedz skokows. Zielony obszar to bieguny spelniajace wymagania z korytarza lekcji
1.2; czerwone pola po prawej to ten sam korytarz w czasie. Potem dodaj trzeci biegun
albo zero i sprawdz, jak bardzo zmieniaja odpowiedz, gdy lezg blisko pary, a jak mato, gdy
daleko.
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— para biegunow (przeciggnij) = trzeci biegun =—— zero = = obszar spetniajgcy wymagania

bieguny -1,00 + 1,73 Z 0,50 Wo 2,00 rad/s przeregulowanie 16,3 %

czas ustalania+2 % 4,04 s

Para biegunow: odlegtos¢ od osi urojonej (|o| = Zw,) ustala tempo gasniecia, kat (cos ¢ = ) ustala
przeregulowanie, odlegtosc od zera (wo) ustala skale czasu.

Stan na rysunku: bieguny -1,00 + j1,73.

/. ZADANIA - CZESC 1 4 zadania - ok. 25 min

1  Bieguny petli to —2 + j 2. Oblicz wy, (, przeregulowanie i przyblizony czas ustalania.

2 Jaki kat ¢ odpowiada ¢ = 0,5? Jakie przeregulowanie?

3 Dwie pary biegunéw: —1 + j3i —3 + j 3. Ktéra odpowiedz ma wieksze przeregulowanie,
== aktora szybciej sie ustala? Odpowiedz bez liczenia, patrzac na katy i odlegtosci.
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4 Narysuj (w zeszycie) obszar plaszczyzny s dla wymagan: przeregulowanie < 16%, czas
== ustalania <1 s, czestos¢ drgan < 6 rad/s.

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

2 Bieguny dominujace

Prawdziwe petle majg wiecej niz dwa bieguny: silnik, czujnik, filtr. Odpowiedz impulsowa to

suma wyrazéw eP*!, po jednym na kazdy biegun. Wyrazy od biegunéw lezacych daleko w lewo

gasna szybko, a zostaja te od biegundéw najblizszych osi urojonej. Te nazywamy dominujacymi.
Goodwin 4.8

4 )
8 REGULA - BIEGUNY DOMINUJACE
Jesli pozostale bieguny leza co najmniej ok. pie¢ razy dalej od osi urojonej niz para
najblizsza, odpowiedz prawie nie r6zni sie od odpowiedzi samej pary. Wtedy wzory
na przeregulowanie i czas ustalania z lekcji 1.2 obowigzuja dla calej petli.

- J

Przyktad: para —1 + 51,73 (( = 0,5, wy = 2) daje 16,3% przeregulowania. Dodatkowy biegun w
—10 zmienia to na 15,9%, w —4 na 13,9%, w —2 na 8,1%. Biegun w —1, na tej samej wysokosci co
para, catkowicie usuwa przelot, ale spowalnia odpowiedz. Biegun bliski pary dziata jak

dodatkowy czton inercyjny: wygladza i spowalnia.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 20 min

1 Petlamabieguny —0,5 £+ j 11 —12. Czy mozna przyblizy¢ ja cztonem oscylacyjnym?
«  Jakie (iwg?

2  Silniki drona maja stalg czasowa 0,05 s, czyli biegun w —20. Petla predkosci ma bieguny
== w okolicy —2. Czy silniki trzeba uwzglednia¢ w projekcie tej petli? A petli kata
pochylenia, ktérej bieguny maja by¢ w okolicy —15 £ j 10?

3 Wsymulacji 1 ustaw pare —1 + 51,73 i trzeci biegun w —1. Odpowiedz nie ma
== przeregulowania. Czy to dobry sposob na usuniecie przelotu? Co tracisz?

moo podstawowe mmo Srednie sas feynmanowskie
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3 Zeraiodpowiedz w ztg strone

Zero to pierwiastek licznika. Dodajmy do transmitancji 7Ty(s) czynnik (1 + 5), czylizerow s = —a
. Mnozenie przez s to pochodna, wiec nowa odpowiedz to stara plus jej pochodna podzielona

przeza:

()= (1+2)Tls) = ult) = wlt) + - inlt).

Pochodna odpowiedzi skokowej jest duza na poczatku, gdy wyjscie szybko ros$nie. Zero w lewej
poiptaszczyznie przyspiesza start i dodaje przeregulowania, tym bardziej, im bliZej osi urojonej
lezy (im mniejsze a). Dla pary ¢ = 0,5, wg = 2: zero w —10 prawie nic nie zmienia (16,7% zamiast
16,3%), w —2 daje 30%, w —1 az 70%. Tak wtasnie zero regulatora PIw — K/ K, dodawato 7%
przelotu w lekcji 2.1 Schematy blokowe i transmitancja petli.

Zero w prawej polptaszczyznie (a < 0) odejmuje pochodna. Na poczatku pochodna przewaza i
odpowiedz idzie w zlq strone, zanim zawroci. Takie zero nazywa sie nieminimalnofazowym.
Przyklady to kociotl parowy z lekcji 1.2 Jak reaguja ukltady: cztony podstawowe i odpowiedz
skokowa (dolanie zimnej wody najpierw obniza poziom) i samolot. Gdy pilot podnosi ster
wysokos$ci, ogon dostaje site w dé1, wiec samolot przez chwile opada, zanim nos sie uniesie, a
skrzydlo da wiecej sity nosnej. Zero w prawej pétplaszczyznie to fundamentalne ograniczenie:
zaden regulator go nie usunie, bo zero obiektu zostaje zerem petli zamknietej. Zmusza ono do
wolniejszej, spokojniejszej petli (lekcja 2.5 Zakldcenia, szum i wrazliwos¢: S, T i ksztalttowanie
petli).

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 25 min

1 PetlaPIdronamaT = %55;:7*)‘2‘. Zapisz ja w postaci (1 + £) T. Ile wynosi a?

2 W symulacji 1 ustaw pare —1 + j 1,73 i zero w +-2. O ile procent odpowiedz idzie w zla
== strone? Co sie dzieje, gdy zero przesuwasz w strone +1?

3 Dlaczego regulator nie moze ,skroci¢” zera nieminimalnofazowego obiektu biegunem w
==  tym samym miejscu?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

4 Linie pierwiastkowe

Wezmy petle z regulatorem o wzmocnieniu K i reszta transmitancji petli G(s) = ggg ,czyli L =

KG. Bieguny petli zamknietej to pierwiastki mianownika 1 + L:
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58 DEFINICJA - LINIE PIERWIASTKOWE

D(s)+ K N(s) =0, K od 0 do 0.

Dla K = 0 bieguny petli zamknietej to bieguny petli otwartej (pierwiastki D). Dla
K — oo zmierzaja do zer petli otwartej (pierwiastki N) albo do nieskonczonosci.
Linie pierwiastkowe to krzywe, po ktérych wedruja pomiedzy tymi dwoma
krafcami.

- J

Najprostszy przyklad to dron z regulatorem P wysokosci (m = 1 kg, b = 0,5 N-s/m): D = s(s + 0,5),
N = 1, wiec bieguny to pierwiastki s* + 0,55 + K. Dla K = 0sa w 0i —0,5. Gdy K roénie, zblizaja
sie do siebie, spotykaja w —0,25 (przy K = 0,0625) i rozchodza w gére i w dot po pionowej prostej
o = —0,25. Odpowiedz na pytanie z prologu: cze$¢ rzeczywista biegundw, czyli tempo gasniecia,
utkneta na —b/(2m). Wieksze K podnosi tylko bieguny wyzej, co daje szybsze, ale stabiej
ttumione kotysanie. Regulator P po prostu nie ma jak przesunaé biegunéow w lewo.

Co by je przesunetlo? Zero. Linie pierwiastkowe koncza sie w zerach, wiec zero po lewej stronie

~przyciaga” gatezie w lewo. Czlon D (regulator PD, K (T;s + 1)) wnosi do petli zero w —1/T}. Dla
T; = 0,575 si K = 4 N/m bieguny przechodza do —1,4 + 51,43, czylido ¢ = 0,7, wp = 2 (przykiad
6.3). To obraz tego, co w lekcji 1.1 opisywali$my jako ,dodac ttumienie przez pomiar predkosci”.
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SYMULACJA 2  Linie pierwiastkowe dla czterech petli. Krzyzyki to bieguny petli otwartej
(start), kotka to jej zera (koniec), szare kropki to drogi biegunéw petli zamknietej przy
rosnacym K, a zielone punkty to bieguny przy wybranym K. Po prawej odpowiedz
skokowa petli zamknietej. Poréwnaj drona z P i z PD; zobacz, przy jakim K trzy inercje
traca stabilnos¢; sprawdz, kiedy catka na wysokosci psuje petle.

L o
0 ———
0,6
0,4
-1 L 0.2 }
0,0
-1,0 -0,5 - 0,0 0,5 5 10 15 20 25
o t[s]
— bieguny petli otwartej (start, K=0) = zera petli otwartej (koniec, K > o) = linie pierwiastkowe

— bieguny przy wybranym K
K 1,00 L(s) K / (s(s + 0,5)) { pary zespolonej 0,25

najwolniejszy biegun -0,250 + j0O,97

Bieguny startujg z 0i —0,5, spotykajg sie w -0,25 i dalej biegng pionowo: czes$¢ rzeczywista —b/(2m)
juz sie nie zmienia. To obraz faktu z lekcji 1.2: regulator P nie przyspiesza gasniecia kotysan drona.

Stan na rysunku: dron: P wysokos$ci, K = 1,000.

4 N
/\ REGULY SZKICOWANIA (RAMKA DLA ZAINTERESOWANYCH)

Gdy liczy sie na kartce: (1) gatezi jest tyle, ile biegunow petli otwartej; (2) na osi
rzeczywistej linia lezy tam, gdzie na prawo od danego punktu jest nieparzysta

liczba biegunow i zer; (3) galezie, ktore nie konicza sie w zerach, biegna do

nieskonczonosci wzdluz asymptot, ktére wychodzg z punktu Z%%:i pod katami
(2k+1)180°
n—m

pod katami 60°, 180° i 300°: dwie z nich musza przecia¢ o$ urojong. To wystarcza do

(n biegunoéw, m zer). Dla trzech biegunéw w —1 asymptoty wychodzg z —1

rozpoznania ksztaltu; reszte liczy komputer.
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/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 35 min

1 DlaL = s(sf—05) znajdz K, przy ktérym bieguny sa podwdjne, i K, przy ktérym ¢ = 0,5.

2  Wsymulacji 2 dla ,trzech inercji” znajdz K, przy ktérym bieguny przechodza przez o$
*  urojona. Zjaka czestoscia drgataby wtedy petla?

3 Wyjasnij z linii pierwiastkowych, dlaczego w lekcji 1.2 wieksze K regulatora P drona
== zwiekszalo przeregulowanie, a czas ustalania stal w miejscu.

K(s+a)
s%(s+0,5)

** dlaa = 1. Jak to si¢ ma do warunku bK, > mK; zlekcji 1.3?

4  Regulator PI wysokosci: L = . W symulacji 2 sprawdz, co sie dziejedlaa = 0,251

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

5 Stabilnos¢ bez liczenia pierwiastkow

Petla jest stabilna, gdy wszystkie bieguny leza w lewej péiplaszczyznie (lekcja 4.4 Transformata
Laplace'a). Czasem chcemy to wiedzie¢ bez liczenia pierwiastkow, np. zeby znalez¢ zakres
wzmocnienia w postaci wzoru. Stuza do tego kryteria algebraiczne, na egzaminach z automatyki
bardzo popularne.

- N
58 KRYTERIUM - HURWITZ I ROUTH DLA WIELOMIANOW NISKICH STOPNI

Warunek konieczny (kazdy stopien): wszystkie wspoétczynniki ags™ + a1s™ 1 + ... + a, 53

tego samego znaku i niezerowe.

Stopien 2: warunek konieczny wystarcza. Stopien 3: ags® + a1 + ass + a3 (a; > 0)
jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy aias > apas.

- J

Dla wyzszych stopni buduje sie tablice Routha. Dwa pierwsze wiersze to wspoétczynniki na
przemian: [ag, a2, a4, ...]1[a1, a3, as, ...]. Kazdy kolejny wiersz liczy sie z dwéch poprzednich:
jesli przedostatni wiersz to [by, ba, . . .], a ostatni [¢1, ¢, . . .], to k-ty element nowego wiersza wynosi
% (brakujace elementy to zera). Liczba zmian znaku w pierwszej kolumnie to liczba
pierwiastkéw w prawej pétplaszczyznie. Przyktad: s* + 2s + 3s® + 4s + 5. Wiersze: [1, 3, 5], [2, 4],
[1,5], [-6], [5]. Pierwsza kolumna 1,2, 1, —6,5 ma dwie zmiany znaku, czyli dwa pierwiastki w
prawej polplaszczyznie (numerycznie: 0,29 + j 1,42). W polskich podrecznikach to samo

sprawdza sie wyznacznikami Hurwitza.
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Zastosowanie dla trzech inercji: (s + 1)3 + K = s® + 352 + 3s + (1 + K). Warunek 3-3 > 1 + K
daje K < 8. Na granicy, przy K = 8, wielomian ma pierwiastki +5+/3: petla drga z czestoécia /3
rad/s, dokladnie jak w symulacji 2.

/. ZADANIA - CZESC 5 4 zadania - ok. 30 min

1 Czy wielomian s + 2s% — s + 4 moze mie¢ wszystkie pierwiastki w lewej
«  péiptaszczyznie?

2 Dlajakich K > 0 stabilny jest wielomian s + 4s% + 5s + K?

3 Wyprowadz warunek stabilno$ci regulatora PI wysokosci drona z lekcji 1.3: ms® + bs? +
a= Kps + K;.

4  Zbuduyj tablice Routha dla s* + 3s3 + 5s% + 45 + 2 i rozstrzygnij o stabilno$ci.

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: PROJEKT PRZEZ POLOZENIE BIEGUNOW

1. Wymagania na obszar: przeregulowanie - ( (kat), czas ustalania - (wy (pionowa
prosta), szybkos$¢ - wy.

2. Mianownik petli zamknietej D + K N jako funkcja nastaw regulatora.

3. Por6wnanie wspolczynnikéw z (s? + 2¢wos + w?) - (.. .), z pozostalymi biegunami
daleko w lewo.

4. Zera: sprawdz, gdzie leza; zero blizej osi niz bieguny zwiekszy przelot.
5. Stabilnos$¢ w catym zakresie nastaw: Routh albo linie pierwiastkowe.

6. Symulacja z nasyceniem i szumem.

Przyktad 6.1

Od korytarza do obszaru
Korytarz z lekcji 1.2: przeregulowanie < 5%, ustalenie +2% przed 2 s. Ktdre z par biegunow —2 +
j2,—2,5+72i—2 =+ j3 go spetniajq?

1  Obszar: ( > 0,691 (wy > 2.

2 —24372:¢=0,71, Cwy = 2, na samej granicy; symulacja: 4,3% i 2,11 s, czas ustalania
minimalnie za dtugi.

3 —25+52:¢=0,782,0%i1,13s v.

4 —24+453:¢(=0,55;12,3% x.

[ Wynik: tylko —2,5 + j 2 spelnia oba wymagania z zapasem. ]

Sprawdzenie: granica o = —2 pochodzi z przyblizenia t; ~ 4/(Cwo), ktére przy ( ~
0,7 jest troche za optymistyczne (lekcja 1.2). Dlatego biegun na samej granicy
minimalnie nie przechodzi v.
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Przyklad 6.2
Kiedy trzeci biegun przestaje by¢ maty

Para —1 + j 1,73 i trzeci biegun —p (wgmocnienie statyczne 1). Jak przeregulowanie zalezy od p?
1 Beztrzeciego bieguna: 16,3%.

2 p=10:15,9%; p = 4:13,9%; p = 2: 8,1%; p = 1: 0%.

Wynik: przy p > 5|o| (tu p > 5) para dominuje, a wzory cztonu oscylacyjnego
obowiazuja z doktadnos$cia do kilku procent.

Sprawdzenie: zgadza sie z symulacja 1 v. Biegun bliski pary nie psuje stabilnosci,
ale zmienia ksztalt odpowiedzi tak, ze wzory z lekcji 1.2 przestaja pasowac.

Przyktad 6.3
PD wysokosci drona

Dron (m = 1kg, b = 0,5 N-s/m) ma miec regulator wysokosci AT = K (e + Tyé). Dobierz K i T,
tak, zeby bieguny petli zamknietej miaty ¢ = 0,7 i wg = 2 rad/s.

1 L= %; mianownik petli zamknietej: s2 + (0,56 + KTy)s + K.
2 Poréwnaniez s*+2-0,7-2s+4: K = 4N/m, 0,5 + 4T, = 2,8, czyli Ty = 0,575 s.

3 Bieguny —1,4 £ j1,43. Zero petliw —1/T; = —1,74, blisko biegunéw: przeregulowanie
14% zamiast 4,6%.

4  Czlon D liczony od pomiaru (od —Z, a nie od é) usuwa zero z T'(s): przeregulowanie
4,6%.

[ Wynik: K = 4 N/m, T; ~ 0,58 s; czton D najlepiej liczy¢ z pomiaru predkosci. ]

Sprawdzenie: regulator P z lekcji 1.1 przy K = 4 miat ( = 0,125. Czlon D podnidst
ttumienie do 0,7 bez zmiany wy v. To ta sama sztuczka co ,,P od pomiaru” w lekcji
1.3.
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Przyktad 6.4
Zakres wzmochienia z kryterium Routha

Obiekt to trzy jednakowe czlony inercyjne o stalej czasowej 1 s, regulator P o wzmocnieniu K. Przy
jakim K petla traci stabilnos¢? Jaki uchyb ustalony daje najwigksze dopuszczalne K z zapasem
dwa razy?

1 Mianownik: (s + 1)® + K = s® 4 35> + 35 + 1 + K. Warunek: 9 > 1+ K, czyli K < 8.

2 Zzapasem: K = 4. Typ 0, uchyb 15 = 20%.

[ Wynik: granica K = 8; przy K = 4 uchyb 20%. ]

Sprawdzenie: statyka chcialaby K jak najwiekszego (lekcja 1.1), dynamika pozwala
najwyzej na 8. Zeby mie¢ i stabilno$¢, i zerowy uchyb, trzeba calki, a nie wiekszego
K v.

7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

X

»Bieguny petli zamknietej to bieguny obiektu.”

Regulator je przesuwa; to jest jego zadanie. Bieguny obiektu to tylko punkt startowy linii
pierwiastkowych (K = 0).

x ,Wieksze wzmocnienie przesuwa bieguny w lewo, czyli przyspiesza gasniecie.”

Zalezy od linii pierwiastkowych. Dla drona z P bieguny ida pionowo, dla trzech inercji w
konicu w prawo.

x ,,0 odpowiedzi decyduja tylko bieguny.”

Zera zmieniaja ksztalt: lewe dodaja przelotu, prawe kaza startowaé w zla strone.

x ,Zero nieminimalnofazowe mozna skompensowa¢ regulatorem.”

Nie bez niestabilnego bieguna. To ograniczenie samego obiektu, a nie ztego regulatora.

x  ,Kryterium Routha jest potrzebne do projektowania.”

Do sprawdzania stabilno$ci w postaci wzoru, np. zakresu K. Pierwiastki liczy komputer,
a do projektowania przydaje sie raczej obraz linii pierwiastkowych.
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8

Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

Dlaczego zero przyciaga. Wyjasnij bez wzorow, dlaczego bieguny petli zamknietej daza
do zer petli otwartej przy K — oo.

Samolot, ktory opada. Pilot ciggnie drazek, zeby sie wznies¢. Przez utamek sekundy
samolot opada o kilkadziesiat centymetréw. Co to oznacza dla autopilota wysokosci,
ktéry reagowalby bardzo szybko?

Skracanie bieguna. Regulator PIz K,/ K,, = b/m ma zero doktadnie w biegunie obiektu
—b/m. Pokaz, ze petla predkos$ci drona staje sie wtedy cztonem I rzedu. Jaki problem
kryje to rozwiazanie?

Trzy inercje z bliska. Wyjasnij z reguly asymptot, dlaczego obiekt z trzema (lub wiecej)
czlonami inercyjnymi zawsze traci stabilno$¢ przy dostatecznie duzym K, a obiekt z
dwoma nigdy.

Dron, ktéry za szybko reaguje. W lekcji 2.1 czujnik z inercja 0,1 s zamieniat petle P
predkosci w petle z przeregulowaniem 29% przy K, = 10. Opisz to w jezyku linii
pierwiastkowych.

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

9

Sprawdz sie

Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

Co na plaszczyznie s odpowiada (, wj i (wy?

Kat (cos ¢ = (), odleglo$¢ od poczatku, odlegtosé od osi urojone;.

Kiedy para biegunéw jest dominujaca?

Gdy pozostale bieguny leza co najmniej ok. pie¢ razy dalej od osi urojone;j.
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3 Corobizero w lewej polplaszczyznie blisko osi?

Przyspiesza start i dodaje przeregulowania (y = yo + 9o/a).

4  Co robizero w prawej polplaszczyznie?

Odpowiedz startuje w zlg strone; ogranicza szybko$¢ petli.

5 Skad startuja i dokad biegna linie pierwiastkowe?

Z biegundéw petli otwartej (K = 0) do jej zer albo do nieskoniczonosci (K — 00).

6 Dlaczego regulator P nie przyspieszy gasniecia kolysan drona?

Bieguny biegna po pionowej prostej o = —b/(2m).

7  Warunek stabilnosci wielomianu trzeciego stopnia?

Wspoélczynniki dodatnie i ajas > apas.

8 Co daje czlonowi P dodanie czlonu D na liniach pierwiastkowych?

Zerow —1 /Ty, ktére przyciaga galezie w lewo: wiecej ttumienia.
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10 Karta wzorow i co dalej

-

\
BIEGUNY I ZERA LINIE PIERWIASTKOWE I STABILNOSC
p=—Cwo + jwoy/1—C% cosp =¢, |p| = D(s) + KN(s) = 0: start w biegunach D,
wo koniec w zerach N lub w oo
ts = 4/(Cwo); Mz (¢ (lekcja1.2) asymptoty: $rodek %, katy %
dominacja: reszta biegunéw > ok. 5x dalej dron P: % + %s + %, prostaoc = —%ﬂ
od osi stopiefl 3:a; > 01iajas > apas
zero: (14 3) To =y = yo + Jo/a (s +1)° + K: stabilny dla K < 8
zero w prawej polplaszczyznie: start w zlg
strone
J
Do przeczytania
* Obowiazkowo: G. C. Goodwin i in., Control System Design, rozdz. 4.8 (bieguny dominujace,
wplyw zer) i 5.6-5.7 (stabilnos¢, linie pierwiastkowe).
¢ Dla chetnych: B. Douglas, seria Control System Lectures na YouTube, wyklady o liniach
pierwiastkowych; J. Kowal, Podstawy automatyki, t. 1 (kryteria Hurwitza i Routha, polska
terminologia egzaminacyjna).
\
Nastepna lekcja: Odpowiedz czestotliwosciowa i charakterystyki Bodego. Bieguny opisujq petle od
srodka. Inzynierowie z Bell Labs patrzyli na niq z zewngtrz: podawali sinusoidy i mierzyli, co
wychodzi. Ten punkt widzenia ma wielkq zalete: daje si¢ zmierzy¢ na prawdziwym obiekcie, bez
znajomosci jego rownar.
J
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1wy = V8~ 2,83 rad/s; ¢ = 2/2,83 ~ 0,71; przeregulowanie ok. 4,3%; t, ~ 4/2 = 2 s (dokladnie ok. 2,1
s).

2. ¢ = arccos 0,5 = 60°; przeregulowanie ok. 16%.

3. Pierwsza ma wiekszy kat (blizej osi urojonej przy tej samej wysokosci), wiec mniejsze ¢ (0,32 wobec
0,71) i wieksze przeregulowanie (ok. 35% wobec 4%). Druga jest dalej od osi urojonej (3 wobec 1),
wiec ustala sie ok. trzy razy szybciej.

4. Klin o potowie kata 60° (¢ > 0,5), na lewo od o = —4 ((wp > 4), miedzy prostymi w = £6. Ramiona
Kklina nie sg tu aktywne: przy o = —4 klin dopuszcza |w| < 4tan60° ~ 6,9, wiecej niz 6. Obszar to wiec
polpas: na lewo od o = —4 i miedzy prostymi w = +6. Warunek na ( jest tu spelniony automatycznie.

Zadania - czesc 2
1. Tak: —12 jest 24 razy dalej od osi niz para. wy = /1,25 ~ 1,12 rad/s, { = 0,5/1,12 ~ 0,45.

2. Petla predkosci: —20 jest dziesie¢ razy dalej od osi niz —2, mozna pominaé. Petla kata: biegun
silnikow lezy prawie tam, gdzie maja by¢ bieguny petli. Nie jest ,,daleko”, wiec trzeba go uwzglednié
(ten sam wniosek co w zadaniu 5.3 lekcji 1.2).

3. Tracisz szybko$¢: biegun w —1 to czlon inercyjny o statej czasowej 1 s, ktéry spowalnia start (czas
ustalania rosnie z ok. 4,0 do ok. 4,6 s). Wolny biegun to takze gorsze ttumienie zakiécen. Lepiej
zmienié kat pary.

Zadania - czesc 3
1.T = (1 + m) o, czylia = 4/3,5 ~ 1,14. Zero lezy blizej osi urojonej niz podwéjny biegun —2,
stad wyrazny przelot.

2. Przy zerze w 42 ok. 28% w zla strone, przy +1 az ok. 75%. Im blizej osi urojonej zero, tym silniej
pochodna przewaza na poczatku.

3. Biegun regulatora w prawej péiplaszczyznie to regulator niestabilny. Skrdcenie na papierze nigdy nie
jest doktadne, wiec w petli zostat by niestabilny mod, ktéry przy najmniejszym btedzie modelu
ro$nie wyktadniczo. Zero nieminimalnofazowe trzeba zaakceptowac i dostosowa¢ do niego szybkos¢

petli.
Zadania - czesc 4

1. s> + 0,55 + K: podwdjny pierwiastek dla K = 0,0625. 2wy = 0,5, wy = VK: (= 0,25/@ = 0,5dla
K =0,25.

2. K = 8; bieguny +5v/3 ~ +51,73, czyli drgania z czestoscia ok. 1,73 rad/s (okres ok. 3,6 s). Wynik
potwierdza kryterium Routha (czes¢ 5).

3. Przy rosnacym K bieguny ida w gore po pionowej prostej o = —0,25 (dla m = 1 kg). Odlegtos¢ od osi
urojonej, czyli tempo gasniecia, sie nie zmienia (staly czas ustalania). Kat ro$nie do 90°, czyli ¢ maleje
do zera, a przeregulowanie roénie.
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4. K, = K, K; = Ka, wiec warunek to 0,6 K > Ka, czyli a < 0,5, niezaleznie od K. Dla a = 0,25 petla jest

stabilna przy kazdym K, ale stabo ttumiona. Dla a = 1 dwie gatezie od razu ida w prawo i petla jest
niestabilna przy kazdym K.

Zadania - czesc 5

1. Nie: jeden wspotczynnik jest ujemny, wiec warunek konieczny nie jest speiniony.

2.4-5> K,czyli0 < K < 20.

3. Wszystkie wspoétczynniki dodatnie oraz bK, > mK;. To ten sam warunek, ktéry podalismy w lekcji

1.3 bez dowodu, i ten sam, ktéry widaé¢ w symulacji 2 (a < b/m).

4. Wiersze: [1,5,2], [3,4], [152,2] = [3,67,2], [%] = [2,36], [2]. Pierwsza kolumna bez zmian znaku:
stabilny.

Zadania do przemyslenia

1.

L= Kp(s+b/m) . 1 Ky

1. Bieguny spelniaja D(s) + KN(s) = 0, czyli N(s) = —D(s)/K. Przy ogromnym K prawa strona jest prawie

zerem, wiec N(s) ~ 0: pierwiastki zblizaja sie do pierwiastkéw N.

. Jesli N ma mniej pierwiastkow niz D, pozostate bieguny nie maja dokad i$¢ i odchodza do

nieskonczonos$ci wzdiuz asymptot.

. Odpowiedz wysokosci na ster ma zero nieminimalnofazowe. Szybki autopilot widzi spadek wysoko$ci po

swojej wlasnej poprawce i doklada jeszcze wiecej steru: poczatkowy spadek sie poglebia.

. Petla wysokosci musi by¢ wolna w poréwnaniu z tym efektem. Dlatego autopiloty steruja wysokoscia

przez wolna petle zewnetrzna, ktéra zadaje kat pochylenia szybkiej petli wewnetrznej (kaskada, lekcja 9
Autopilot: petle wewnetrzne i zewnetrzne).

wiec T = msli ok czton I rzedu, bez przelotu.

s m(s+b/m) = ms’

. Biegun obiektu nie zniknat: zostat skrocony tylko w drodze od wartosci zadanej. Dla zakidcenia

dzialajacego na wejscie obiektu (PS) wolny biegun —b/m = —0,5 zostaje i podmuch usuwa sie powoli
(stala czasowa 2 s). Skracanie wolnych biegunéw obiektu poprawia odpowiedz na polecenia, a pogarsza
na zakldcenia.

. Dwa bieguny, bez zer: asymptoty pod katami 90° i 270°, pionowo, nigdy nie przecinaja osi urojone;j.

. Trzy bieguny: asymptoty co 120°, dwie z nich pod +60° biegng w prawa péiptaszczyzne. Kazdy kolejny

biegun (np. czujnik, silnik) pogarsza sprawe. Dlatego ,,niewazne” mate inercje decyduja w koncu o
granicy wzmocnienia.

. Bez inercji czujnika jest jeden biegun, ktéry przy rosnacym K, idzie po osi rzeczywistej w lewo. Czujnik

dodaje biegun w —10. Dwa bieguny spotykaja sie na osi rzeczywistej i rozchodza pionowo (przy o =
—5,25).

. Przy K,, = 10 para jest juz wysoko (—5,25 & j 8,8, { ~ 0,51), stad przelot. Kazdy dodatkowy biegun w petli,

chocby szybki, ogranicza wzmocnienie.

Automatyka - Lekcja 2.2: Bieguny i zera petli zamknietej, linie pierwiastkowe - Zrodta: G. C. Goodwin, S. F. Graebe, M. E. Salgado, Control System Design
(Prentice Hall 2001), rozdz. 4-5; J. Kowal, Podstawy automatyki, t. 1; W. R. Evans, Graphical analysis of control systems, Trans. AIEE 67 (1948). Wszystkie
liczby policzone na nowo (tools/verify/c2_2.py).
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