AUTOMATYKA @ 1.3

Regulator P i PI
w petli: dlaczego
catka usuwa uchyb

Regulator proporcjonalny ma wrodzong wade: dziala tylko
wtedy, gdy jest uchyb, wiec pod stalym obcigzeniem zawsze
troche sie myli. Ta lekcja zamyka petle wokét predkosci
pionowej drona i pokazuje lekarstwo znane od XIX wieku:
pamiec uchybu, czyli catke. Napiszemy regulator jako kilka
linijek programu w Pythonie i C++, dobierzemy jego nastawy,
korzystajac z cztonu oscylacyjnego z poprzedniej lekcji, 1
pierwszy raz zderzymy sie z ograniczeniem silnikow.
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o Prolog: moderatory i gubernatory

Maszyna parowa Watta z 1788 r. miala regulator odsrodkowy: dwie kule na obracajacym sie
watku. Gdy maszyna przyspieszala, kule rozchodzily sie na boki i przez dzwignie przymykaty
zawOr pary. To regulator proporcjonalny: im szybciej, tym mniej pary. Mial znang wade. Gdy
maszyne obcigzono, np. wiaczajac kolejne krosna w tkalni, ustalala sie na nieco mniejszej
predkosci. Kule musialy by¢ troche nizej, zeby zawoér byt troche bardziej otwarty, a to wymagato
nizszej predkosci.

W 1868 r. James Clerk Maxwell w pracy On Governors rozr6znit dwa rodzaje urzadzen. Te, w
ktérych korekta jest proporcjonalna do odchytki predkosci, nazwal moderatorami: pod
obcigzeniem zostawiaja staly btad. Te, w ktérych korekta jest proporcjonalna do catki odchytki,
nazwal wlasciwymi gubernatorami: one doprowadzajg predkos¢ doktadnie do zadanej. Ta lekcja
wyjasnia, dlaczego calka to potrafi.

Pytanie na start. Tempomat z regulatorem P traci pod gore 2 km/h. Jak sprawic, by nie tracit nic, jesli
regulator nie zna ani nachylenia drogi, ani masy samochodu? Odpowiedz w czesci 2.

1 Regulator P na predkosci drona

W lekcji 1.2 Jak reaguja uktady: czlony podstawowe i odpowiedZ skokowa roztozyliSmy drona na
czlony: ciag zmienia predkos¢ pionowa jak czlon inercyjny, a predkos¢ zmienia wysoko$¢ jak
czton catkujacy. Zaczniemy od petli predkosci, bo obiekt jest tu prostszy: tylko jeden czton
inercyjny. Prawdziwe drony tez maja taka wewnetrzna petle predkosci, a petla wysokosci wydaje
jej polecenia (to tzw. kaskada, lekcja 3.2 Strojenie: model z testu, reguly nastaw i regulacja
kaskadowa).

Obiekt: mo = T — mg — bv. Ciag to podpowiedz z modelu plus korekta regulatora: T' = mg + AT.
Site, ktérej model nie przewidzial, oznaczmy F' = (7 — m)g plus ewentualne podmuchy. Wtedy

mv =AT —bv+ F.

Regulator P: AT = K, (v — v). Po podstawieniu i przeniesieniu wyrazéw z v na lewa strone
dostajemy czlon inercyjny:

~ )
§f8 WYNIK - PETLA PREDKOSCI Z REGULATOREM P

m bvgaa — F
€oo = Vgad — Voo = —————.
00 ad 00 b+Kp

mio+ (b+ Ky)v=Kpvgaa + F = 1,=

Regulator P przyspiesza obiekt (stata czasowa maleje zm/bdom/(b+ Kp)) i
zmniejsza uchyb, ale go nie usuwa.

- J
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Liczby: dlam = 1 kg i K, = 3,5 N/(m/s) stala czasowa spada z 2 s do 0,25 s. Ale polecenie ,,wzno$
sie 1 m/s” daje tylko 0,875 m/s. Dron z kamera (m = 1,1 kg), ktéremu kazemy wisie¢ (vzaq = 0),
opada z predkoscia 0,981/4 ~ 0,25 m/s, czyli bez konica traci wysoko$¢. Uchyb predkosci to biad,
ktory sie catkuje.

Skad uchyb? To ten sam mechanizm co w lekcji 1.1 Po co sprzezenie zwrotne? Petla otwarta i
zamKknieta. Zeby utrzymac sie w powietrzu, dron potrzebuje dodatkowej sity (m — m)g + bvaq.
Regulator P wytwarza ja tylko z uchybu: AT = Ke. Zerowy uchyb oznaczalby zerowa korekte, a
wtedy dron by opadatl. Uchyb ustala sie wiec dokladnie na takiej wartosci, przy ktorej K e (plus
utamek, ktéry ,,doktada” opdr) pokrywa brakujaca site.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 20 min

1 Dron (m = 1kg, b = 0,5 N-s/m) ma regulator P o K, = 10 N/(m/s). Jaka jest stala czasowa
= petliiuchyb ustalony przy poleceniu 2 m/s (bez btedu masy)?

2  Wyprowadz wzdr na uchyb z ramki. Wskazéwka: w stanie ustalonym v = 0.

3 Dronzkamera (m = 1,1 kg) ma wisie¢, regulator P predkosci ma K, = 3,5 N/(m/s). O ile
== metro6w obnizy si¢ w ciggu minuty? Czy wieksze K, rozwigzuje problem?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

2 Catka jako pamiec¢ uchybu

Dodajmy do regulatora drugi czton: sume wszystkich dotychczasowych uchybow, pomnozona
przez stala K;.

~ )
58 PRAWO - REGULATOR PI

AT(t) = K, e(t) + K; /Ot e(s) ds.

Jesli petla z regulatorem PI ustali sie przy stalej wartosci zadanej i statych
zakloceniach, to uchyb ustalony jest zerowy, niezaleznie od masy, oporu i
zaklécenia.

- J

Dowdd jest jednym zdaniem. W stanie ustalonym wszystko jest state, takze czlon catkujacy I(t) =
K; fot eds. Jego pochodna to K;e, wiec I moze by¢ state tylko wtedy, gdy e = 0. Jesli uchyb bytby
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cho¢ troche rézny od zera, catka rostaby (albo malata) liniowo, a razem z nig sterowanie. Nie
bylby to wiec stan ustalony.

Wazniejsze od dowodu jest to, gdzie l1aduje catka. Gdy uchyb znika, czlon P daje zero, wiec calg
brakujaca site (m — m)g + bv,.q musi dostarczac czton I. Catka zatrzymuje sie dokladnie na tej
wartosci. Regulator PI sam sie uczy, czego brakuje w modelu, i to ,,pamieta”. Odpowiedz na
pytanie z prologu: tempomat z catka dodaje gazu tak dlugo, az predkos¢ wréci do zadanej. Catka
zapamietuje, ile gazu potrzeba na tym wzniesieniu, nie znajac ani nachylenia, ani masy
samochodu.

Trzy obrazy pomagaja w intuicji. Czton P patrzy na terazniejszosc: jak daleko jestesmy od celu.
Czlon I patrzy na przesztosc: jak dtugo i jak bardzo juz sie mylimy. Gdy uchyb jest maty, ale trwa
uparcie, P go ignoruje, a I powoli, cierpliwie dokreca sterowanie. W lekcji 3.1 Regulator PID:
dziatanie P, I, D i uchyb ustalony dojdzie trzeci czton, D, ktéry patrzy na przysztosc: jak szybko
uchyb sie zmienia.
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SYMULACJA 1  Petla predkos$ci pionowej drona. Gérny wykres: predkos$¢. Dolny: dwa
sktadniki korekty ciggu. Czlon P (przerywany szary) i czlon I (czerwony). Cienka
przerywana linia to sila, ktérej brakuje w modelu. Zacznij od K; = 0: uchyb zostaje. Dodaj
K, i patrz, jak czton I dochodzi do brakujacej silty, a czton P gasnie do zera. Zmieniaj mase
i wlacz podmuch: catka dopasowuje sie do kazdej nowej sytuacji.

L5 yimy/s]

T e e e e e e e e e R M R R e e e e e e e R R R A Rm em em M mm Em Em e e e e e

t sl
= = predko$¢ zadana = predkos¢v(t) = = cztonP:Ky,e = czton I: pamiec¢ uchybu

= = potrzebna sita (m - M)g + b-v_zad
vpol2s 0,630 m/s uchyb ustalony 0,370 m/s przeregulowanie 0,0 %

stata czasowam/(b + K;) 0,275 s

Regulator P: uchyb nie znika, bo korekta Kge istnieje tylko dzigki uchybowi. Potrzebna sita to 1,48 N,
wiec ustala sie uchyb 0,370 m/s. Dodaj K;.

Stan na rysunku: Kp = 3,5 N/(m/s), Ki = 0,0 N/m, m = 1,10 kg, skok do 1,0 m/s, ciag
ograniczony.

/. ZADANIA - CZESC 2 4 zadania - ok. 30 min
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1 Dron o masie 1,1 kg (model: 1 kg) wznosi sie z predkoscia 1 m/s pod regulatorem PI. Na
=« jakiej wartosci ustali sie czton I? A czlon P?

2 Wsymulacji 1 ustaw K, = 3,5, K; = 4 i wlacz podmuch. Co robi czton I w czasie
= podmuchu i po nim? Dlaczego po podmuchu musi ,odda¢” to, co nazbieral?

3 Czyregulator I bez cztonu P (sam K;) usunie uchyb? Sprawdz w symulacji (K, = 0) i
== wyjasnij, dlaczego odpowiedz jest gorsza.

4 Tempomat z regulatorem PI wjezdza na wzniesienie, ktore przy stalym gazie obnizyloby
== predkos$é o 20 km/h. Model: 3,33 (km/h)/%. O ile procent przepustnicy czlon I zwiekszy
gaz po ustaleniu?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Strojenie PI przez czton oscylacyjny

Ile powinny wynosi¢ K, i K;? Z regulatorem PI petla jest ukladem drugiego rzedu, a takie uklady
umiemy juz opisywaé. Wstawmy AT = Kpe + K; [ ez e = v,,q — v do réwnania obiektu i
zrézniczkujmy catosé, zeby pozbyc¢ sie catki:

mu + (b + Kp) ) + Ki’U = Kpi)zad + Kivzad + F

Po lewej stronie widac czton oscylacyjny z lekcji 1.2 Jak reaguja uklady: cztony podstawowe i

odpowiedz skokowa: © 4 2¢wod + wiv. Poréwnujac wspétczynniki, odczytujemy

4 N
s WYNIK - PETLA PI Z OBIEKTEM INERCYJNYM
K; b+ K, .
wy = 4/ —, (= ——%; odwrotnie: K; = mw%, K, = 2¢wym — b.
m 2vVKm

Wybierasz, jak ma sie zachowywac petla (¢ i wp), a wzory podaja nastawy. K; ustala
szybko$¢, K, ttumienie.
- J

Przyklad: ( = 1iwy = 2rad/s dlam = 1kg daja K; = 4N/mi K, = 3,5 N/(m/s). To nastawy
domys$lne symulacji. Dla drona z kamera (m = 1,1 kg) te same nastawy daja { ~ 0,951 wg ~ 1,9
rad/s: prawie bez zmian. Petla PI jest odporna na umiarkowany btad modelu.

Dwie obserwacje z symulacji zastuguja na uwage. Po pierwsze, za duze K; przy stalym K,
zmniejsza ( i petla zaczyna sie kotysaé: pamiec jest zbyt ,nerwowa” i przelatuje. Po drugie, nawet
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przy ¢ = 1 odpowiedz na skok wartosci zadanej ma przeregulowanie ok. 7%. Czlonu
oscylacyjnego z ¢ = 1 nie powinno to dotyczy¢. Winny jest wyraz K,v,,q po prawej stronie: skok
wartosci zadanej daje przez czton P natychmiastowe szarpniecie ciggu. Wyjasnimy to w lekcji 2.2
Bieguny i zera petli zamknietej, linie pierwiastkowe (zera petli). Znana praktyczna sztuczka:
czlon P liczy sie nie od uchybu, a tylko od pomiaru, —K,v. Wtedy skok warto$ci zadanej dziata
tylko przez calke i przeregulowanie wraca do tego, co obiecuje (.

/. ZADANIA - CZESC 3 4 zadania - ok. 30 min

1 Dobierz nastawy PI dla drona o masie 1 kg (b = 0,5 N-s/m), tak by petla miata { = 0,7 i
. wo = 3 rad/s.

2 Przy K, = 3,5 N/(m/s) zwiekszasz K; z 4 do 20 N/m (m = 1 kg). Jak zmieni sie w, i (? Jakie
- przeregulowanie przewiduje wzor z lekcji 1.2?

3 Pokaz, ze przy K, = 0 (sam czlon I) ttumienie petli wynosi { = b/(2v/ K;m). Ile wynosi
== dla K; =4 N/m, m = 1 kg? Co to méwi o roli cztonu P?

4 Wymaganie: petla predkosci ma sie ustala¢ (+2%) w czasie ok. 1 s, bez wyraznego
== przelotu. Zaproponuj ¢ i wy, a potem nastawy dla m = 1 kg. Czy silniki to wytrzymaja
przy skoku polecenia o 2 m/s?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

4 Petla jest programem

Prawdziwy regulator to nie réwnanie, tylko petla w programie mikrokontrolera, ktéra co At
sekund robi cztery rzeczy: czyta czujnik, liczy uchyb, aktualizuje catke i wysyla sterowanie do
silnikéw. Catka staje sie zwyklg suma: I < I + K;e At. To metoda Eulera z lekcji 4.1 ROwnania
rézniczkowe zwyczajne, zastosowana do calki. Ponizej ta sama petla co w symulacji 1, razem z
modelem drona. W prawdziwym dronie model zastepuje fizyka.
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Python - dron_pi.py

# Petla predko$ci pionowej drona z regulatorem PI (krok Eulera).

g, m hat, b =9.81, 1.0, 0.5 # model: masa 1 kg, opdr 0,5 N-s/m
m=1.1 # prawdziwa masa (kamera +100 g)
Kp, Ki = 3.5, 4.0 # nastawy regulatora

dt = 0.01 # okres petli [s]

T max = 2 * m hat * g # silniki daja najwyzej 2-fig

v, integral = 0.0, 0.0
for k in range(int(12 / dt) + 1):

t =k * dt
v ref = 1.0 if t >= 1.0 else 0.0
e=v ref - v # 1. pomiar i uchyb
integral += Ki * e * dt # 2. pamiec uchybu
T=mhat * g + Kp * e + integral # 3. sterowanie: model + P + I
T = min(max(T, 0.0), T max) # 4. ograniczenie silnikéw
if k % 100 == 0:
print(f"t = {t:4.1f} s v = {v:6.3f} m/s T = {T:6.2f} N I = {integral:5.3f} N")
v+=dt * (T-m*g-Db*v)/m # obiekt: w dronie robi to fizyka

C++ - pi.cpp (g++ -02 -std=c++17 pi.cpp -o pi)

#include <algorithm>
#include <cstdio>
// Regulator PI z ograniczeniem sterowania i catkowaniem warunkowym (anti-windup).
struct PI {
double Kp, Ki, dt, u min, u max;
double integral = 0.0;
double step(double ref, double meas, double u ff) {
double e = ref - meas;
double i new = integral + Ki * e * dt;
double u = u ff + Kp * e + i new;
if (u >= u min && u <= u max) integral = i new; // catkuj tylko poza nasyceniem
u=u ff + Kp * e + integral;
return std::clamp(u, u min, u max);

};

int main() {

const double g = 9.81, m hat = 1.0, b = 0.5, m = 1.1, dt = 0.01;
PI pi{3.5, 4.0, dt, 0.0, 2 * m hat * g};
double v = 0.0;
for (int k = 0; k <= 1200; ++k) {
double =Kk *dt, vref=1t>=1.07?71.0: 0.0;

t
double T = pi.step(v_ref, v, m _hat * g);
if (k % 200 == 0) std::printf("t = %4.1f s v =%6.3f m/s T = %6.2f N\n", t, v, T);
Vv+=dt * (T -m*g-b*v)/m

Oba programy wypisuja po kilku sekundach v = 1,000 m/s i T = 11,29 N, czyli dokladnie ciezar
drona z kamera (10,79 N) plus opér przy 1 m/s (0,5 N). Wersja w Pythonie wypisuje tez czton
catkujacy: 1,481 N. Program w C++ ma juz gotowa strukture regulatora, ktéra mozna przenies¢ do
mikrokontrolera, razem z ochrona przed nawijaniem calki z czesci 5.

Okres petli At ma znaczenie. Miedzy obiegami petli sterowanie stoi w miejscu, a regulator nie
wie, co sie dzieje. Schodki sterowania dzialaja mniej wiecej jak opdznienie o At/2, a opdznienie w
petli juz znamy z prysznica w lekcji 1.1 Po co sprzezenie zwrotne? Petla otwarta i zamknieta.
Praktyczna regula: petla powinna obiec sie co najmniej kilka, a lepiej ok. dziesieé razy w czasie
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narastania odpowiedzi. Szczegdly, w tym transformata Z, w lekcji 3.4 Sterowanie cyfrowe:
prébkowanie, transformata Z i regulator w kodzie.

SYMULACJA 2 Tasama petla PI (K, = 3,5, K; = 4, m = 1 kg) zregulatorem
wykonywanym co At. Dolny wykres pokazuje, ze ciag zmienia sie schodkami. Szara
przerywana linia to odpowiedz petli z At = 0,01 s. Wydtuzaj okres petli: do ok. 0,2 s
zmiana jest niewielka, przy 0,3-0,4 s pojawia sie wyrazne przeregulowanie, a od ok. 0,46 s
petla traci stabilnos¢.

2,0 v[m/s]

1,5

1,0

0,5

T[N]

2 4 6 8
tlsl

- = predkos$¢ zadana — predkos$¢ v(t) — ciagT (staty miedzy obiegami petli)
- = At =0,01 s dla poréwnania

At 0,20 s obiegow petli na sekunde 5,0 przeregulowanie 8,8 %

czas ustalania+*2 % 2,08 s

Cigg zmienia sie schodkami i odpowiedz zaczyna sie rozni¢ od ciggtej. Schodki dziatajg jak

opo6znienie o ok. At/2.
Stan na rysunku: Kp = 3,5 N/(m/s), Ki =4 N/m, m = 1 kg, At = 0,20 s.
/. ZADANIA - CZESC 4 4 zadania - ok. 45 min (z programowaniem)
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1 Uruchom dron_pi.py . Zmien K; na 0isprawdz, czy wynik zgadza sie z wzorem na
=« uchyb regulatora P z czesci 1.

2 W programie sterowanie wyliczone z pomiaru w chwili ¢;, dziata od razu, przez caty

= nastepny okres. W prawdziwym mikrokontrolerze obliczenia trwaja, i czasem
sterowanie trafia do silnikéw dopiero w chwili ;1. Jak zmienié program, zeby to
uwzglednié? Czego sie spodziewasz?

3 Wsymulacji 2 znajdz okres petli, przy ktérym przeregulowanie przekracza 30%. Ile
== obiegéw petli przypada wtedy na czas narastania petli ciagtej (od 10% do 90%: ok. 0,46
s)?

4 Dodajdo dron_pi.py szum pomiaru predkosci: e = v_ref - (v + random.gauss(0,
= 0.05)) .Jak zmieniaja sie przebiegi v i T'? Ktory z czlonéw, P czy I, przenosi szum na
silniki?

moopodstawowe  meo Srednie smas feynmanowskie

5 Pierwsze spotkanie z nasyceniem

Silniki drona dajq ciag od zera do pewnego maksimum, tu 2mg ~ 19,6 N. Element wykonawczy,
ktory dostaje polecenie spoza swojego zakresu, robi tyle, ile moze: nasyca sie. Wtedy petla
przestaje by¢ liniowa, a wzory z czesci 3 przestaja obowiazywac.

Regulator PI ma z nasyceniem szczegolny ktopot. Gdy silniki daja juz maksimum, a uchyb wciaz
jest duzy, catka dalej ro$nie, cho¢ wiecej ciagu i tak nie bedzie. To nawijanie catki (ang. integrator
windup). Gdy dron w koncu dogoni zadana predko$é, catka jest ,nawinieta” za daleko i przez
dluzsza chwile trzyma ciag za wysoko. Dron przelatuje, az calka sie ,,yozwinie”.

Najprostsze lekarstwo widaé¢ w programie C++: nie calkuj, gdy sterowanie jest nasycone
(calkowanie warunkowe, ang. clamping). Dla skoku poleceniaz 0 do 5 m/s (m = 1 kg, K, = 3,5,
K; = 4) przeregulowanie maleje wtedy z ok. 12% do ok. 2%, a czas ustalania z ok. 2,8 s do ok. 1 s.
Inne metody i sprzezenie w przéd, ktére pomaga omijac nasycenie, poznasz w lekcji 3.3
Nieliniowa rzeczywistos¢: nasycenie, windup, feedforward i gain scheduling.

/. ZADANIA - CZESC 5 3 zadania - ok. 25 min

1 Wsymulacji 1 ustaw m = 1 kg, skok do 5 m/s, K, = 3,5, K; = 4. Poré6wnaj przebieg z
e« ograniczeniem ciagu i bez. Ktory jest ,prawdziwy”?
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2  Wiacz anti-windup. Poréwnaj przebieg cztonu I z wersja bez niego. Dlaczego w wersji z
=« anti-windupem calka ro$nie wolniej na poczatku?

3 Czyregulator P (bez calki) ma problem nawijania? Co mu szkodzi nasycenie?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: REGULATOR PI DLA OBIEKTU INERCYINEGO
1. Model obiektu: mv 4+ bv = AT + F (albo 7y + y = Ku; wtedym — 7/K, b — 1/K).
2. Wymagania: przeregulowanie — (, czas ustalania — (wy (lekcja 1.2).

3. Nastawy: K; = mw?, K, = 2(wom — b; jedli K, < 0, wymagania sg wolniejsze niz sam
obiekt.

4. Zakres sterowania: czy typowy skok warto$ci zadanej razy K, miesci sie¢ w zapasie
elementu wykonawczego? Jesli nie, dodaj anti-windup i licz sie z wolniejsza
odpowiedzia.

5. Okres petli: co najmniej kilka, lepiej ok. dziesieciu obiegdw na czas narastania.

6. Sprawdzenie: symulacja z ograniczeniem, z bledem modelu (np. £10% masy) iz
zakléceniem.

Przyktad 6.1
Tempomat, ktory pamieta wzniesienie

Tempomat z przykiadu 6.1 lekcji 1.1 Po co sprzezenie zwrotne? Petla otwarta i zamknieta
(podpowiedz z modelu 30% gazu przy 100 km/h, model 3,33 (km/h)/%) dostaje czton I. O ile
wzrosnie gaz na wzniesieniu, ktore bez regulacji zabratoby 20 km/h? A gdy samochdd jest
obcigzony i naprawde ma 3,0 (km/h)/%?

1 W stanie ustalonym predkos$¢ wynosi doktadnie 100 km/h, wiec czton P daje 0, a cala
korekte daje czlon I.
2 Samochéd zgodny z modelem: potrzeba 20/3,33 = 6,0 punktéw procentowych.

3 Obciazony: na ptaskim potrzeba 100/3,0 = 33,3%, czyli o 3,3 pp wiecej niz
podpowiedz; na wzniesieniu jeszcze 20/3,0 = 6,7 pp. Razem czton I: 10,0 pp.

Wynik: czlon I ustala sie na 6,0 pp (zgodnie z modelem) albo 10,0 pp (obcigzony), a
predko$¢ wraca do 100 km/h.

Sprawdzenie: regulator P z lekcji 1.1 zostawiat 1,8 km/h i 3,0 km/h uchybu, a te same
przypadki z catka daja zero v. Catka ,wie” o obciazeniu i nachyleniu, cho¢ nikt jej
tego nie powiedzial.
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Przyktad 6.2
Nastawy z wymagan i niespodzianka

Dla drona o masie 1 kg dobierz PI tak, by { = 0,7, wo = 3 rad/s. Sprawdz symulacjq
prreregulowanie przy skoku do 1 m/s i przy masie 1,1 kg.

1 K;=9N/m, K, =2-0,7-3 0,5 = 3,7 N/(m/s).

2 Wzor z lekcji 1.2 przewiduje 4,6% przeregulowania. Symulacja pokazuje 16,6% (czas
ustalania 1,6 s).

3 Przym =1,1kg: { ~ 0,67, symulacja 18,7%.

4  Zczlonem P liczonym tylko od pomiaru (AT = —Kpv + K [ e) przeregulowanie
spada do ok. 4,5%, praktycznie tyle, ile obiecuje czton oscylacyjny (4,6%). Sprawdz to
w symulacji 1: zaznacz ,,czlon P liczony tylko od pomiaru”.

Wynik: K, = 3,7 N/(m/s), K; = 9 N/m. Nadmiarowe przeregulowanie pochodzi od
czlonu P dziatajacego na skok wartosci zadane;j.

Sprawdzenie: na zakl6cenie (np. podmuch) obie wersje reaguja identycznie, bo
zaklocenie nie przechodzi przez wartos$¢ zadana v'. Przy skoku polecenia z kolei P
liczone od pomiaru daje lagodniejsze sterowanie i mniejsze ryzyko nasycenia.
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Przyktad 6.3
PI predkosci, a wysokosc i tak ucieka

Dron z kamerq (m = 1,1 kg) ma wisiec: v,aq = 0, regulator PI predkosci K, = 3,5, K; = 4.
Predkosc wraca do zera. Czy wraca tez wysokosc?

1 Wysoko$¢ to calka z predkosci: z = [ v dt. Przy v,,q = 0 uchyb to —v, wiec czton I to
Ki f(—’l)) dt = —Kiz.

2 Réwnanie drona: mv = —K,v — K;z —bv + F, czylimz + (b+ K,)z + K;z = F.
Regulator PI predkosci to regulator PD wysokosci.

3 W stanie ustalonym Kz, = F: zoo = —0,981/4 ~ —0,25 m.

Wynik: dron przestaje opadac, ale zostaje ok. 25 cm nizej. Predkos¢ jest regulowana
bez uchybu, wysokos$¢ z uchybem.

Sprawdzenie: catkujac numerycznie predko$¢ z symulacji, dostajemy —0,245 m v'.
Zeby usuna¢ uchyb wysoko$ci, potrzeba calki uchybu wysokosci, czyli petli
wysokosci nad petla predkosci (kaskada, lekcja 3.2 Strojenie: model z testu, reguly
nastaw i regulacja kaskadowa). Catka usuwa uchyb tej wielkosci, ktora catkuje.

Przyktad 6.4
Jak czesto liczy¢

Petla PI z przyktadu 6.2 (wy = 3 rad/s) ma dziatac na mikrokontrolerze, ktéry moze liczy¢
regulator 100 razy na sekunde, ale woli rzadziej (oszczedza baterie). Jaki okres petli wybrac?

1  Czas narastania (10-90%) tej petli z czlonem P od uchybu to ok. 0,33 s (symulacja;
czysty czlon oscylacyjny datby 2,1/w =~ 0,7 s, ale szarpniecie z cztonu P przyspiesza
start).

2  Ok. dziesie¢ obiegdéw na ten czas: At ~ 0,03 s (ok. 30 Hz).

3 Dlazapasuizmysla o szumie (filtr potrzebuje probek) wybieramy 50-100 Hz.

Wynik: At = 0,01-0,02 s; petla predkosci drona i tak zwykle jest wolniejsza od
wewnetrznych petli orientacji, ktore dzialaja z czestotliwoscig setek hercow.

Sprawdzenie: w symulacji 2 (petla z wyp = 2 rad/s, czas narastania 0,46 s) pogorszenie
staje sie wyrazne od ok. 0,2 s, czyli przy ok. dwdch obiegach na czas narastania.
Wybrane 0,01-0,02 s daje ok. 15-30 obiegdéw, z duzym zapasem .
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7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

X

»Uchyb regulatora P to wina ztego strojenia.”

To cecha samej struktury: korekta K,e wymaga uchybu. Wieksze K, go zmniejsza,
usuwa dopiero calka.

x Catka usuwa kazdy uchyb.”

Usuwa uchyb przy statej wartosci zadanej i stalych zakiéceniach, i tylko w tej wielkosci,
ktéra catkuje. Przy wartosci zadanej rosnacej liniowo zostaje staty uchyb (zadanie 8.2), a
PI predkosci zostawia uchyb wysokosci (przyktad 6.3).

x  ,Wieksze K; to szybsze i lepsze usuwanie uchybu.”

Szybsze, ale przy stalym K, thumienie maleje jak 1/4/K; i petla zaczyna sie kotysac.

x ,Regulator w programie dziata tak samo jak na papierze.”

Tylko jesli petla obiega sie duzo szybciej niz dynamika obiektu. Rzadkie probkowanie
dziala jak opdznienie.

x ,Nasycenie to problem silnikow, nie regulatora.”

Nawijanie calki to blad algorytmu: regulator gromadzi ,,dtug”, ktérego element
wykonawczy nie moze sptaci¢. Naprawia sie go w kodzie (anti-windup).

x (¢ = 1 gwarantuje brak przeregulowania.”

Tylko dla czystego cztonu oscylacyjnego. Czton P dzialajacy na skok wartosci zadanej
dodaje szarpniecie i przelot (przykiad 6.2).

s Zadania do przemyslenia
Te zadania wymagaja wiecej my$lenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 6 zadan - ok. 2 godziny

1 Catlkaiblad czujnika. Czujnik predkosci ma staty btad +0,1 m/s. Co zrobi regulator PI?
e= (Czy calka ,zauwazy” ten blad?
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2 Polecenie rosnace liniowo. Dron ma przyspieszac: v,4(t) = at, a = 0,5 m/s* (m = 1kg,
« K, =35, K; = 4). Pokaz, ze uchyb ustali sie na statej warto$ci réznej od zera, i ja oblicz.

3 PInawysokos$ci. Kto$ proponuje pomina¢ petle predkosci i da¢ regulator PI

=== bezposrednio na wysoko$é: AT = Kp(2,ad — 2) + K [(2:aa — 2) dt. Rdwnanie petli ma
postaé mz + bz + K,z + K;z = .... Wiadomo (lekcja 2.2 Bieguny i zera petli zamknietej,
linie pierwiastkowe), ze taki uklad jest stabilny tylko gdy bK, > mK;. Co z tego wynika
dla dronaom = 1 kg, b = 0,5 N-s/m?

4  Startzziemi. Dron stoi na ziemi z wlaczonym regulatorem PI wysoko$ci, a warto$¢
== zadana to 1 m. Silniki sa jeszcze zablokowane przez 5 s (procedura bezpieczenstwa). Co
sie stanie po ich odblokowaniu? Jak to naprawic?

5 Watt pod obciazeniem. Regulator od$rodkowy Watta jest proporcjonalny. Maszyna bez

== obciazenia pracuje z predkoscia 100 obr./min; pelne obciazenie przy tym samym
otwarciu zaworu obnizyloby ja do 70 obr./min. Wzmocnienie petli wynosi L = 9. Jaka
bedzie predko$¢ pod pelnym obciazeniem? Co by dat gubernator Maxwella?

6 Zawolna petla. Regulator P predkosci drona (m = 1 kg, b = 0,5 N-s/m, K, = 3,5 N/(m/s))

== liczony jest co At, a obiekt miedzy obiegami to czlon inercyjny. Mozna pokazaé, Ze po
jednym obiegu odchytka mnozy sie przez a — (1 — a)K,, /b, gdzie a = e~4t¥/™, Dla jakiego
At petla traci stabilnos¢?

moopodstawowe meo Srednie maa feynmanowskie

L4 °
9 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Dlaczego regulator P zostawia uchyb przy stalym obciazeniu?

Bo korekta Ke istnieje tylko przy niezerowym uchybie, a stale obciazenie wymaga
statej korekty.

2 Dlaczego z calka uchyb ustalony jest zerowy?

W stanie ustalonym catlka jest stala, a jej pochodna to K;e, wiec e = 0.
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3 Najakiej warto$ci ustala sie czlon I?

Na sile (sterowaniu), ktorej brakuje w modelu: catka ,uczy sie” zakldcenia i btedu
modelu.

4 Jak K, i K; przekladaja sie na wy i ¢ petli z obiektem inercyjnym?

wy = \/Ki/m, (= (b—|- Kp)/(2\/sz)

5 Co to jest nawijanie calki i jak mu zapobiec?

Catlka rodnie, gdy element wykonawczy jest nasycony; potem trzyma sterowanie za
dtugo i powoduje przelot. Zapobiega mu catkowanie warunkowe: nie catkuj w

nasyceniu.

6 Czemu rzadkie obiegi petli szkodza?

Sterowanie stoi miedzy obiegami, co dziata jak opdznienie ok. At/2.

7  Czy PI predkosci drona usuwa uchyb wysokosci?

Nie: to w istocie PD wysokosci; uchyb wysokosci F'/ K; zostaje.

8 Kim byli ,moderatory” i ,gubernatory” Maxwella?

Regulatory z korekta proporcjonalna do odchytki (zostawiaja btad) i do catki odchytki
(doprowadzaja do zadanej).

1.3 - Regulator P i Pl w petli: dlaczego catka usuwa uchyb 18/22



10 Karta wzorow i co dalej

-

\
REGULATOR P STROJENIE I IMPLEMENTACJA
obiekt: mo +bv = AT + F oo = JETm. ¢ = 2T Ep
m 0 l/ b C 2\/K'l—m
P: AT = Kpe; 7, =
b+ K, K; = mw}, K, =2(wom —b
o = bpa — F w kodzie: I < I + K,e At
b + Kp . . . . .
REGULATOR PI anti-windup: nie catkuj w nasyceniu
t rampa: e, = ba/K;; PIpredkosci: zo =
AT:er—l—Ki/eds; € =0 F/K,
0 (3
I, = busq — F (brakujaca sila)
J

Do przeczytania

* Obowiazkowo: K. J. Astrém, R. M. Murray, Feedback Systems, rozdz. 1 (sprzezenie, regulator

PIirola catki na przykladach).

¢ Dla chetnych: G. C. Goodwin i in., Control System Design, rozdz. 6 (klasyczny regulator PID);
J. C. Maxwell, On Governors, Proceedings of the Royal Society 16 (1868), krotki i wcigz

czytelny.

\
To koniec czesci I. Umiemy juz zamknqc petle, rozpoznac obiekt po odpowiedzi skokowej i dobrac
regulator PI tak, by petla zachowywata sie jak czton oscylacyjny o wybranych ( i wg. Dla obiektu z
jednq inercjq to wystarcza. Dla obiektéw ztoZonych (dron z silnikami, czujnikiem i opéznieniem,)
liczenie rownan w czasie staje sie ucigzliwe. Czes¢ II wprowadza narzedzie, ktére zamienia catki i
pochodne na mnozenie: transmitancje i schematy blokowe.

/
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1
1.7, = 1/10,5 ~ 0,095 s; e0o = 0,5 - 2/10,5 ~ 0,095 m/s.

2. (b + KP)UOO = vazad + Fj e = Vgad — Voo = Bk vtl:i;(!: vat L — b11}7+I;pF'

3.V = F/(b+ K,) = —0,981/4 ~ —0,25 m/s, czyli ok. 15 m na minute. Wieksze K, zmniejsza predkos¢
opadania, ale dron wciaz opada. W obiekcie catkujacym kazdy staty uchyb predkosci to rosnacy btad
wysokosci.

Zadania - czesc 2
1.I,=(1,1-1)-9,81+4+0,5-1~ 1,48 N; czlon P: 0, bo e, = 0. Cigg: 9,81 + 1,48 = 11,29 N.

2. W czasie podmuchu uchyb jest dodatni, wiec catka rosnie i doklada ciagu, az zréwnowazy dodatkowe
3 N. Po podmuchu ten nadmiar ciggu wypycha drona za szybko w goére: uchyb jest ujemny, a catka
maleje z powrotem do 1,48 N. Pamie¢ dziata w obie strony. Dlatego po zakidceniu z catka zwykle
wida¢ maty przelot w druga strone.

3. Usunie: dowdd z ramki nie potrzebuje cztonu P. Ale sama catka reaguje dopiero, gdy uchyb trwa: na
poczatku sterowanie jest zerowe i ro$nie powoli. Przy K, = 0 ttumienie petli to tylko opor b, wiec
pojawia sie wyrazne kotysanie (( = b/(2+/K;m), czes¢ 3).

4. Zeby oddaé 20 km/h, potrzeba 20/3,33 = 6,0 punktéw procentowych. Tyle wyniesie czlon I (przyklad
6.1).

Zadania - czes¢ 3
1.K; =9N/m, K, =2-0,7-3-1— 0,5 = 3,7 N/(m/s).

2. wp: z 2 na 4,47 rad/s; ¢: z 1 na4/(24/20) ~ 0,45. Wzér daje ok. 21%; symulacja pokazuje ok. 30%, bo
dochodzi szarpnigcie od K, v,,4.

3. Podstawiamy K, = 0: { = 0,5/(2 - 2) = 0,125, silne kolysanie. Czlon P dziala jak sztuczny opér: dodaje
sie do bi to on daje petli PI ttumienie.

4.Np.¢ =0,8,ts ~ 4/(Cwo) = 1, czyliwy = 5 rad/s: K; = 25 N/m, K, = 7,5 N/(m/s). Uwaga: z czlonem P
liczonym od uchybu skok warto$ci zadanej da ok. 15% przelotu (szarpniecie z czesci 3). Skok 0 2 m/s
daje od razu K, - 2 = 15 N korekty, a zapas ciagu to 9,81 N, wiec silniki sie nasyca (cze$¢ 5). Oba
problemy usuwa czton P liczony od pomiaru: przelot spada do ok. 1,5%, a najwiekszy ciag do ok. 14,4
N, ponizej granicy.

Zadania - czes$¢ 4

1. Program pokazuje v — 0,63 m/s. Ze wzoru: e,, = (bv,,q — F)/(b+ K,) = (0,54 0,981) /4 ~ 0,37 m/s,
czyli ve ~ 0,63 m/s v.

2. Trzeba zapamietaé sterowanie i wysylta¢ do obiektu to z poprzedniego obiegu (np. T_out, T_next =
T_next, T).To dodatkowe opdznienie o jeden okres At, ktére doklada sie do opdznienia ok. At/2 od
schodkow. Przy matym At zmiana jest niewidoczna, przy duzym pogarsza zapas stabilnosci, jak
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diluzsza rura w prysznicu. Sama zamiana kolejnosci dwéch instrukeji w petli niczego takiego nie robi:
zmienia tylko pierwszy obieg.

. Ok. At = 0,3 s (przeregulowanie ok. 31%), czyli tylko ok. péttora obiegu na czas narastania. Przy

At = 0,1 s (prawie pie¢ obiegdéw) przeregulowanie jest prawie takie jak w petli ciaglej (7,7% zamiast
7,3%), a przy 0,2 s (ok. dwa obiegi) juz wyraznie wieksze (8,8%).

. Predko$¢ prawie sie nie zmienia (dron usrednia szybkie szarpniecia swojg bezwtadnoscia), ale ciag

drga o ok. K, - 0,05 ~ 0,18 N przy kazdym obiegu. Szarpie czlon P. Czlton I sumuje szum z waga

K;At = 0,04, wiec go usrednia. Problem szumu w czlonie P (a jeszcze bardziej w D) wrdci w lekcjach
2.5 Zaklo6cenia, szum i wrazliwosé: S, T i ksztattowanie petli i 3.1 Regulator PID: dziatanie P, I, D i
uchyb ustalony.

Zadania - cze$¢ 5

1.

2.

3.

Bez ograniczenia regulator zada na starcie ok. 27,5 N, czyli wiecej, niz silniki moga daé. Przebieg jest
ladny (przeregulowanie ok. 7%), ale nierealny. Z ograniczeniem przeregulowanie ro$nie do ok. 12%:
to prawdziwy dron.

Bo w czasie nasycenia catka stoi w miejscu. Ro$nie dopiero, gdy ciag zejdzie ponizej maksimum. Nie
gromadzi wiec ,,dlugu”, ktéry potem trzeba sptacac przelotem.

Nie ma czego nawijaé: sterowanie zalezy tylko od biezacego uchybu, wiec gdy wyjdzie z nasycenia, od
razu wraca do dziatania liniowego. Nasycenie spowalnia go (dron przyspiesza najszybciej, jak moze, a
nie tak, jak przewiduje 7,), ale nie wywoluje dodatkowego przelotu.

Zadania do przemyslenia

1.

13-

1. Regulator doprowadzi do zera uchyb zmierzony: v,,qa — (v + 0,1) = 0, wiec prawdziwa predkos¢ bedzie o
0,1 m/s za mala.

2. Catka nie ma jak zauwazy¢ btedu czujnika: widzi tylko pomiar. To ta sama lekcja co w 1.1. Petla, nawet z
calka, jest tak doktadna jak jej czujnik.

1. Po ustaleniu sie przebiegéw predkos¢ rosnie jak v,,q, a potrzebna sita ma + bv ro$nie liniowo w tempie ba
. Rosnacay site musi dawac czlon I, a ten rosnie w tempie K;e.

2. K;eo = ba, wiec e, = ba/K; = 0,5-0,5/4 = 0,0625 m/s. Symulacja daje to samo. Do $ledzenia rampy bez
uchybu potrzeba dwéch catkowan w petli (lekcja 3.1 Regulator PID: dziatanie P, I, D i uchyb ustalony, typ
uktadu).

1. Warunek: K; < Kpb/m = K,/2. Przy K, = 4 N/m catka musi by¢ mniejsza niz 2 N/(m-s).

2. Ttumienie pochodzi tu tylko z oporu b, ktdrego jest mato, a catka dodaje opdznienia. Sam regulator P na
wysokosci kotysal sie juz w lekcji 1.1, a catka to pogarsza. Potrzebny jest pomiar predkosci: czton D albo
wewnetrzna petla predkosci (kaskada).

1. Przez 5 s uchyb wynosi 1 m, a catka ro$nie: 5s - 1 m - K;. Po odblokowaniu regulator kaze da¢ duzo za
duzo ciagu i dron wystrzeli wysoko ponad 1 m. To klasyczny windup, tylko z innego powodu niz
nasycenie.

2. Naprawa: zerowa¢ catke albo jej nie liczy¢, dopoki regulator nie ma kontroli nad obiektem. Autopiloty
robig to przy przetaczaniu trybow (,bezuderzeniowe przetaczanie”, lekcja 3.3 Nieliniowa rzeczywistosé:
nasycenie, windup, feedforward i gain scheduling).

1. Zaklt6cenie —30 obr./min dzielone przez 1 + L = 10: spadek o 3 obr./min, czyli 97 obr./min.

2. Z catka predkos¢ wrécitaby do 100 obr./min. Kosztem bytaby sktonnos¢ do kotysania (tzw. hunting), ktora

Maxwell analizowal wiasnie w swojej pracy.

Regulator P i Pl w petli: dlaczego catka usuwa uchyb 21/22


http://127.0.0.1:43687/pl/control/2-5/
http://127.0.0.1:43687/pl/control/3-1/
http://127.0.0.1:43687/pl/control/3-1/
http://127.0.0.1:43687/pl/control/3-1/
http://127.0.0.1:43687/pl/control/3-3/
http://127.0.0.1:43687/pl/control/3-3/

6. 1. Niestabilno$é, gdy |a — 7(1 — a)| > 1. Dla ujemnego mnoznika: 7(1 —a) — a > 1, czylia < 0,75.

2.e A2 < 0,75 = At > 21n(4/3) ~ 0,58 s. Odchytka zmienia wtedy znak przy kazdym obiegu i roénie, jak u
nerwowego regulatora pod prysznicem. Z calka granica przesuwa sie do jeszcze krétszych okreséw
(symulacja 2).

Automatyka - Lekcja 1.3: Regulator P i PI w petli - Zrodta: K. 3. Astrom, R. M. Murray, Feedback Systems, rozdz. 1-2; G. C. Goodwin, S. F. Graebe, M. E.

Salgado, Control System Design (Prentice Hall 2001), rozdz. 6; J. C. Maxwell, On Governors (1868). Programy z czesci 4 sprawdzone (Python 3, g++ 13).
Wszystkie liczby policzone na nowo (tools/verify/c1_3.py).
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