ASTRONAUTYKA 9

Problem Lamberta
| wykres porkchop

Transfer Hohmanna zaktada orbity kotowe w jednej

plaszczyZnie i ustala date startu za nas. Prawdziwe zadanie

brzmi inaczej: sonda startuje z Ziemi w konkretnym dniu i ma

by¢ przy Marsie w konkretnym dniu. Jaka orbita taczy te dwa

punkty w zadanym czasie? To problem Lamberta. Rozwigzujemy

go zmiennymi uniwersalnymi, liczymy polozenia planet z

efemeryd i skladamy tysiace rozwigzan w wykres porkchop,

ktory pokazuje okna startowe na Marsa w latach 2026-2033.
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o Prolog: twierdzenie Lamberta

W 1761 roku Johann Heinrich Lambert, matematyk urodzony w Miluzie, udowodnit zaskakujacy
fakt: czas lotu miedzy dwoma punktami orbity eliptycznej zalezy tylko od trzech liczb: sumy
odleglosci tych punktéw od Stonica, odleglosci miedzy nimi (cieciwy) i wielkiej potosi. Nie zalezy
od mimosrodu. Wynikato z tego, ze z dwoch potozen komety i czasu miedzy obserwacjami mozna
wyznaczy¢ jej orbite.

Dwiescie lat p6zniej ten sam problem pojawil sie w innym przebraniu: zamiast komety sonda,
zamiast obserwacji daty startu i przylotu. Kazdy program planowania misji ma w srodku
procedure rozwiazujaca problem Lamberta, wywolywana miliony razy.

Pytanie na start. Wedtug Hohmanna sonda na Marsa leci 259 dni. W oknie 2026 roku najtariszy start
(najmniejsze Cs) daje lot trwajqcy 294 dni, a nie 259. Dlaczego? Odpowiedz w czesci 4.

1 Problem Lamberta

4 N
58 PROBLEM LAMBERTA
Dane: dwa wektory polozenia ri, ro wzgledem ciata centralnego i czas lotu At. Szukane:
orbita (w praktyce predkosci v i vo w obu punktach), ktéra przeprowadza cialo zr; do ry
w czasie At.

Dla zadanego kierunku ruchu (prosty albo wsteczny) i bez pelnych obiegéw (N = 0)
rozwiazanie jest jedno; z N > 1 pelnymi obiegami sq dwa albo zadne. Kat przelotu
Av < 180°: przelot typu I (,,krétka droga”), Av > 180°: typu II.

o J

Liczba niewiadomych sie zgadza: orbita w plaszczyZnie wyznaczonej przez r; i r ma trzy
parametry (a, e, w) i dwa polozenia na niej daja dwa warunki, czas lotu trzeci. Problem jest jednak
silnie nieliniowy: czas zalezy od orbity przez rownanie Keplera. Twierdzenie Lamberta mowi, ze
At = At(a, r1 + r2, ¢), gdzie ¢ = |ry — r1]; szuka sie wiec jednej liczby (a albo innego parametru),
a reszta wynika z geometrii.

Przypadek szczegdlny to Av = 180°: punkty leza naprzeciw siebie, plaszczyzna orbity nie jest
wyznaczona przezri irg, i dla planet o réznie nachylonych orbitach przelot wymaga obrotu
plaszczyzny prawie o 90°. Transfer Hohmanna to wtasnie taki przypadek, mozliwy tylko w

modelu orbit wspéiplaszczyznowych.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 20 min
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1 Dlaczego problem Lamberta ma dla zadanego kierunku ruchu i bez dodatkowych
=« obiegéw dokladnie jedno rozwiazanie, a z dopuszczeniem jednego pelnego obiegu dwa?

2 ZiemiaiMars sq w chwili startu i przylotu po przeciwnych stronach Stonca, a orbita
=" Marsa jest nachylona o 1,85°. Co dzieje sie z ptaszczyzna orbity przelotu przy Av = 180°?

3 Twierdzenie Lamberta: czas lotu nie zalezy od mimosrodu. Co to oznacza dla dwéch
== elips o tej samej wielkiej pétosi przechodzacych przezry irs?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

2 Rozwiazanie zmiennymi uniwersalnymi

Zeby ten sam algorytm dzialat dla elips, parabol i hiperbol, uzywa sie zmiennej z = x2/a
(dodatnia dla elipsy, zero dla paraboli, ujemna dla hiperboli) i funkcji Stumpffa:

O~ 1=, s - LE (o),

z odpowiednikami hiperbolicznymi dla z < 0 i granicami C(0) = 1/2, S(0) = 1/6. Dla kata
przelotu Av (z warunku na kierunek ruchu) definiujemy A = sin Av+/r179/(1 — cos Av) iy(z) =

’1"1"‘7"2"‘14%.

4 I
53 ALGORYTM (CURTIS 5.2)

3/2
1. Rozwiaz F'(z) = (g&%) S(z) + Ay/y(z) — /p At = 0 (metoda Newtona albo bisekcja, z

warunkiem y(z) > 0).
2. Funkcje Lagrange’a: f =1 —y/r;, 9 = A\/y/u, g=1—y/r,.

3.vi=(r2— fr1)/g, v2 = (gr2 —r1)/g.
- J
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Python - problem Lamberta (petna wersja: tools/verify/a9.py)

import numpy as np

def C(z): return (1 - np.cos(np.sqrt(z)))/z if z > 1le-8 else ((np.cosh(np.sqrt(-z)) - 1)/(-z) if z <
-le-8 else 0.5)
def S(z):

if z > 1le-8: s = np.sqrt(z); return (s - np.sin(s))/s**3
if z < -1le-8: s = np.sqrt(-z); return (np.sinh(s) - s)/s**3
return 1/6

def lambert(rl, r2, dt, mu):
R1, R2 = np.linalg.norm(rl), np.linalg.norm(r2)
th = np.arccos(rl @ r2/(R1*R2))
if np.cross(rl, r2)[2] < 0: th = 2*np.pi - th # ruch prosty

A = np.sin(th)*np.sqrt(R1*R2/(1 - np.cos(th)))

y = lambda z: R1 + R2 + A*(z*S(z) - 1)/np.sqrt(C(z))

F = lambda z: (y(z)/C(z))**1.5*S(z) + A*np.sqrt(y(z)) - np.sqrt(mu)*dt

lo, hi = -4*np.pi**2, 4*np.pi**2*0.999 # bisekcja: pewna, cho¢ wolniejsza od
Newtona

while y(lo) < 0: 1o += 0.1
for _ in range(100):
mid = (lo + hi)/2
lo, hi = (lo, mid) if F(mid) > 0 else (mid, hi)
z=(lo+ hi)/2; f=1 y(z)/R1l; g = A*np.sqrt(y(z)/mu); gd =1 - y(z)/R2
return (r2 - f*rl)/g, (gd*r2 - rl)/g

Sprawdzenie na przykladzie z podrecznika Curtisa: r; = [5000; 10000; 2100] km, ry =
[—14600; 2500; 7000] km, At = 1 h wokét Ziemi. Wynik: v = [—5,9925; 1,9254; 3,2456] km/s,
vy = [—3,3125; —4,1966; —0,3853] km/s, zgodnie z podrecznikiem co do czwartej cyfry.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 25 min

1 Pokaz,ze C(z) - 1/2iS8(z) — 1/6 przy z — 0.

2  Zwyniku przykladu Curtisa (r, v;) policz energie, wielka p6to$ i mimosrod orbity
= przelotu.

3 Dlaczego przed rozwigzywaniem F'(z) = 0 trzeba zadba¢ o y(z) > 0?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Gdzie sg planety: efemerydy i daty

Do problemu Lamberta trzeba zna¢ potozenia planet w dniu startu i przylotu. Najprostsze
przyblizenie to elementy keplerowskie, ktore powoli sie zmieniaja: JPL publikuje tabele
elementéw Srednich na epoke J2000 i ich tempa zmian (E. M. Standish). Najwazniejsze tempo to
dlugosé srednia L (np. Mars: 19 140,3° na stulecie, czyli okres 686,98 dnia). Dokladnos$¢ takich
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potozen (z uwzglednieniem temp zmian wszystkich elementéw) to utamek stopnia w okresie
kilkuset lat wokot 2000 roku; nasz program uwzglednia tylko tempo L, co dodaje biad rzedu
kilkudziesieciu tysiecy km w latach 2026-2033. Obie dokladnosci w zupelnosci wystarczaja do
wstepnego projektu. Do nawigacji sondy uzywa sie numerycznych efemeryd DE (np. DE440).

Czas liczy sie w dniach julianskich (JD): ciagta rachuba dni od 4713 r. p.n.e., bez miesiecy i lat
przestepnych. J2000 to JD 2 451 545,0 (1 stycznia 2000, 12:00 TT). 31 paZdziernika 2026 to JD 2 461
344,5, czyli 9799,5 dnia po J2000. Sprawdzenie efemeryd: wedlug nich 3 stycznia 2026 Ziemia jest
0,9833 AU od Stonca (peryhelium), a 9 stycznia 2026 Mars jest 2,40 AU od Ziemi (po drugiej stronie
Stonica), co zgadza sie z kalendarzami astronomicznymi.

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 20 min

1 Policz okres Marsa z tempa diugosci $redniej 19 140,30° na stulecie (36 525 dni).
2 Ile dni dzieli 31 pazdziernika 2026 (JD 2 461 344,5) i 21 sierpnia 2027 (JD 2 461 638,5)?

3 Dlaczego elementy $rednie wystarcza do wykresu porkchop, ale nie do wejscia na orbite
== Marsar

moopodstawowe  mao Srednie maa feynmanowskie

4 Wykres porkchop i okna na Marsa

Dla kazdej pary (data startu, czas lotu) rozwigzujemy problem Lamberta i liczymy Cs = |v; — vg|?
oraz predko$¢ nadmiarowa przy Marsie |vs — vy|. Mapa tych wartosci przypomina ksztattem
kotlet schabowy (ang. pork chop), stad nazwa. Najmniejsze C3 w kolejnych oknach (efemerydy z
elementéw $rednich, przelot w jednym obiegu):

okno start czas lotu C3 [km?/s?] Vs Przy Marsie [km/s]
2026 31 pazdziernika 2026 294d 9,13 2,69
2028 2 grudnia 2028 319d 8,92 3,28
2031 23 lutego 2031 321d 8,25 5,56
2033 29 kwietnia 2033 274d 7,81 4,38

Odpowiedz na pytanie z prologu: orbity sa eliptyczne i nachylone. Najtanszy przelot nie jest
dokladnie potéwka elipsy: w 2026 roku kat przelotu wynosi ok. 197° (typ II), wiec lot jest dtuzszy
niz 259 dni Hohmanna. Typ Ii typ II tworza na wykresie dwie ,,doliny”, rozdzielone grzbietem w
poblizu Av = 180°, gdzie przelot wymaga obrotu plaszczyzny.
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Okna rdznia sie, bo Mars ma wyraznie eliptyczna orbite (e = 0,093): odlegtos¢ Ziemia-Mars przy
kolejnych opozycjach zmienia sie od ok. 56 do ok. 100 mln km z okresem ok. 15-17 lat. W 2031
roku najtanszy start daje duza predkos¢ przylotu: tansze C3 nie oznacza tanszej misji.

SYMULACJA 1 Wykres porkchop Ziemia-Mars (kazda komorka to jedno rozwigzanie
problemu Lamberta). O§ pozioma: data startu, pionowa: czas lotu; przerywane ukos$ne
linie to stale daty przylotu. Pusty punkt: minimum wybranej wielkos$ci; czarny punkt:
przelot wybrany suwakami, ktérego tor wida¢ w prawym panelu.
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— Mmniejsza warto$¢ = wieksza == wybrany przelot
start - przylot 31 paz 2026 - 17 sie 2027 Cs przy Ziemi (veo) 9,14 km2/s2 (3,02 km/s)
veo przy Marsie 2,77 km/s Av: wylot z 300 km + orbita kotowa 300 km 5,76 km/s
najlepszy w tym oknie (C5) 9,13 przy starcie 29 paz 2026, lot 298 d
Dwie ,,doliny” niskiego Cs to przeloty typu I (kat przelotu ponizej 180°, krocej) i typu II (powyzej

180°, dtuzej). Miedzy nimi przelot przez doktadnie 180° wymaga obrotu ptaszczyzny i jest bardzo
drogi.

Stan na rysunku: okno 2026, start 31 paz 2026, lot 290 d; Cs = 9,14 km?/s?, veo przy
Marsie 2,77 km/s (efemerydy z elementéow S$rednich, problem Lamberta dla jednego
obiegu).

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 25 min
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1 Ile dni dziela najlepsze daty startu w oknach 2026 i 2028? Poréwnaj z okresem
= synodycznym.

2 W symulacji zobacz, co sie dzieje z C3 w okolicy czasu lotu, przy ktérym kat przelotu
== wynosi 180°. Dlaczego to nie jest waska kreska, tylko szeroki grzbiet?

3 W oknie 2031 najmniejsze C3 daje przylot z v, = 5,56 km/s. Ile kosztuje wtedy wejscie na
== orbite kotowa 300 km wokot Marsa, a ile w oknie 2026 (vy = 2,69 km/s)?

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

5 Wybor przelotu

Projektant patrzy na kilka map naraz: Cj (ile tadunku wyniesie rakieta), predko$¢ przylotu (ile
paliwa na hamowanie albo jakie obciazenia przy wej$ciu w atmosfere), deklinacje asymptoty
wylotu (czy rakieta z danego kosmodromu ja osiagnie), czas lotu, date przylotu (o§wietlenie
miejsca ladowania, laczno$¢). Rakieta ma ograniczone C3, wiec z mapy wycina sie okres
startowy: zakres dat, w ktéorym jest przelot spelniajacy wszystkie wymagania. W oknie 2026, z
dowolnym czasem lotu, C5 < 12 km?/s? jest osiagalne przez 72 dni (od 11 pazdziernika do 21
grudnia), C3 < 10 km?/s® tylko przez 21 dni.

Najmniejsza suma Av (wylot z 300 km i wejscie na kotowa orbite 300 km wokét Marsa) w oknie
2026: 5,67 km/s przy starcie 31 pazdziernika i locie 312 dni (Cs5 = 9,22, v, = 2,57 km/s): bardzo
blisko liczby z transferu Hohmanna (5,68 km/s).

/. ZADANIA - CZESC 5 2 zadania - ok. 20 min

1 Ladownik wchodzi w atmosfere Marsa bez hamowania silnikiem. Ktérg mape wykresu
== porkchop ogladasz najpierw i dlaczego predkos¢ przylotu nie moze by¢ dowolnie duza?

2 Okres startowy trwa 21 dni, ale rakieta moze sta¢ na wyrzutni opdzniona przez pogode
== albo usterki. Jak projektanci zwiekszaja odpornos$¢ misji na opdznienia?

moo podstawowe amo Srednie maa feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: OD DAT DO BUDZETU MISJI
1. Efemerydy: r, v planet w dniu startu i przylotu (JD).

2. Problem Lamberta: v, vy dla wiasciwego kierunku ruchu.

3. Predkosci nadmiarowe: v, = vi — vg, v = vy — vy Cs = |[voo|2
4. Sklejanie z lekcji 7: wylot i przylot przez hiperbole.

5. Siatka wszystkich par dat: wykres porkchop, okres startowy, wybor przelotu.

Przyktad 6.1

Sprawdzenie solvera

Sprawdz solver Lamberta na danych z podrecznika i dodatkowo catkowaniem numerycznym.

1 Dane Curtisa: At = 3600 s; solver daje vi = [—5,9925; 1,9254; 3,2456] km/s.

2 Catkowanie RK4 z (r1, v1) przez 3600 s (krok 1 s) trafia w ry z btedem 10~!° km, czyli
praktycznie doktadnie.

3 Obie metody liczg co$ innego (algebra przez z i catkowanie rownania ruchu), wiec

zgodnos$¢ jest niezaleznym testem.

[ Wynik: zgodno$¢ z podrecznikiem do 4 cyfr i z catkowaniem do btedu zaokraglen. ]

Sprawdzenie: energia i moment pedu policzone z (r1,v1) iz (rz2, v2) sa te same v.
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Przyktad 6.2
Okno 2026

Wyznacz najtariszy (w Cs) przelot na Marsa w 2026 roku.

1  Siatka: start od czerwca 2026 do marca 2027, czas lotu 120-400 dni, krok kilka dni;
potem zageszczenie wokot minimum.

2 Minimum: start 31 pazdziernika 2026, lot 294 dni, przylot 21 sierpnia 2027; C3 = 9,13
km?/s?, v, przy Marsie 2,69 km/s.

3 Kat przelotu ok. 197°: typ II.

[ Wynik: start pod koniec pazdziernika 2026, C3 ok. 9 km?/s?. ]

Sprawdzenie: Hohmann (orbity kotowe) daje C3 = 8,67 i 259 dni: ten sam rzad
wielko$ci, a réznice thumaczy eliptycznos$é i nachylenie orbit v.

Przyktad 6.3

Krotki przelot sie nie optaca

Ile kosztuje start 20 dni przed najlepszq datq okna 2026 z czasem lotu 200-250 dni?
1 Lot 200 dni: C3 = 38 km?/s?, v, przy Marsie 7,7 km/s.
2 Lot 250 dni: C5 = 36 km?/s?, v, 5,8 km/s.

3 W tym miejscu wykresu lezy grzbiet wokoét Av = 180°: koszt jest cztery razy wiekszy
niz w dolinie.

Wynik: skrécenie lotu o miesigc-dwa przez zte dobranie daty kosztuje czterokrotne
Cs.

Sprawdzenie: w symulacji te punkty leza w jasnym (drogim) pasie miedzy dolinami
V.
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7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

x  Krotszy lot jest zawsze drozszy.”

Na wykresie porkchop sa dwie doliny; krétszy przelot typu I bywa tanszy niz diuzszy
przelot w poblizu 180°.

x  ,Hohmann to najlepszy przelot na Marsa.”

W modelu kotowym tak; w rzeczywisto$ci przelot przez doktadnie 180° wymaga obrotu
plaszczyzny i jest drogi. Najlepsze przeloty maja kat wyraznie r6zny od 180°.

x  ,Minimum Cj to najlepsza misja.”

Liczy sie suma: wylot, przylot, ograniczenia rakiety i ladowania. Minimum C3 moze da¢
bardzo szybki przylot (okno 2031).

x ,,0kna co 780 dni sg identyczne.”

Orbita Marsa jest eliptyczna: koszty i czasy lotu zmieniaja sie z cyklem ok. 15-17 lat.

x ,Problem Lamberta rozwiazuje sie wzorem.”

Wymaga iteracji (réwnanie przestepne); dobre programy tacza solidny start z szybka
metoda Newtona.

s Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 Newton zamiast bisekcji. Bisekcja potrzebuje ok. 60 krokow, Newton zwykle 5-10.
== Dlaczego wiele programoéw i tak zaczyna od bisekcji albo innego zabezpieczenia?

2  Wiele obieg6éw. Jak zmieni sie wykres porkchop, jesli dopuscimy przeloty z jednym
=== pelnym obiegiem Stonca (czasy lotu 1,5-3 lata)?
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3 Deklinacja asymptoty. v, wylotu ma kierunek w przestrzeni. Dlaczego rakieta
== startujaca z kosmodromu na szerokosci 28,5° ma ktopot, gdy deklinacja (kat nad
réwnikiem) asymptoty wynosi 45°?

4  Twierdzenie Lamberta w praktyce. Skoro czas lotu zalezy tylko od a, r; + 72 i ¢, to jak
== wyznaczy¢ przelot o minimalnej energii miedzy dwoma punktami?

5  Porkchop dla planety-olbrzyma. Jak wygladalby wykres porkchop dla lotu na Jowisza
=== bez asyst i dlaczego prawdziwe misje go nie uzywaja w tej formie?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

L4 °
9 Sprawdz sie
Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Cojestdana, a co szukana w problemie Lamberta?

Dane: ry, ro, At (i kierunek ruchu); szukane: vy, v, (orbita).

2 Comoéwi twierdzenie Lamberta?

Czas lotu zalezy tylko od a, r; + 75 i cieciwy c.

3 Po cozmienne uniwersalne?

Jeden algorytm dla elipsy, paraboli i hiperboli; z > 0,z =0, 2 < 0.

4  Co pokazuje wykres porkchop?

Cs (albo vy przylotu, suma Av) w funkcji daty startu i czasu lotu.

5 Dlaczego przeloty przez 180° sa drogie?

Plaszczyzna przelotu musi zawierac Stonce i obie planety; przy nachylonych orbitach
to plaszczyzna prawie prostopadta do ekliptyki.

6 Kiedy sa najblizsze okna na Marsa?

Ok. pazdziernika-listopada 2026, grudnia 2028, lutego 2031, kwietnia 2033.
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10 Karta wzorow i co dalej

g LAMBERT (ZMIENNE UNIWERSALNE) PLANOWANIE A
A = sin Avy/rir9/(1 — cos Av) Cs = |vi — va|%, v = |vo — v
y=ri+r+ A(zS —1)/V/C JD: J2000 = 2 451 545,0
F = (y/C)*%S + A\/y — /ulAt = 0 minimalna energia: ami, = (r1 + 72 +¢)/4
f=1—y/r,9=Ay/u,g=1—y/r typ I: Av < 180°, typ II: > 180°
vy = (ry — fry)/g, vy = (gry — 11)/9 Mars 2026: 31.10, 294 d, C; = 9,1 km?/s?

N J

Do przeczytania

* Obowiazkowo: H. D. Curtis, Orbital Mechanics for Engineering Students, rozdz. 5.3 (problem
Lamberta, algorytm 5.2) i rozdz. 8 (efemerydy planet i trajektorie miedzyplanetarne).

¢ Dla chetnych: D. Izzo, ,,Revisiting Lambert’s problem” (Celestial Mechanics and Dynamical
Astronomy, 2015): szybki i pewny algorytm uzywany w nowoczesnych programach; E. M.
Standish, tabela przyblizonych elementéw planet (JPL Solar System Dynamics).

Sonda dotarta do Marsa z predkosciq kilku kilometrow na sekunde. Jesli ma wylgdowad, musi te
predkosc wytracic, a najtariszym hamulcem jest atmosfera. Kolejna lekcja liczy wejscie w
atmosfere: przecigzenia, nagrzewanie i to, dlaczego ostona termiczna jest tepa, a nie ostra.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. Jako funkcja a czas lotu nie jest monotoniczny: elipsy o tym samym a przechodzace przez oba punkty
sa dwie (dwie gatezie, zadanie 1.3). Dobra zmienna jest z (zmienne uniwersalne, cze$¢ 2): bez peinych
obiegow czas lotu jest rosnaca funkcja z, wiec kazdy czas daje jedno z, czyli jedna orbite. Z pelnym
obiegiem czas lotu jako funkcja z ma minimum; dany czas (wiekszy od minimum) osigga sie przy
dwodch wartosciach z, mniejszy od minimum przy zadne;j.

2.r; iry sa (prawie) przeciwne, wiec ich iloczyn wektorowy, czyli normalna do ptaszczyzny przelotu,
jest zle okreslony. Jesli Mars jest cho¢ troche nad ekliptyka, ptaszczyzna musi przejs¢ przez Stonce,
Ziemie i Marsa: jest nachylona prawie prostopadle do ekliptyki. Sonda musiataby wystartowac z
ogromna sktadowa prostopadla: koszt rosnie gwattownie.

3. Przez dwa punkty przechodza (dla a > anin) dwie elipsy o tej samej wielkiej pétosi, z réznymi e i
potozeniem perycentrum. Twierdzenie Lamberta mowi, ze czas lotu zalezy tylko od a, 7 + r2ic, ale
osobno dla kazdej z dwbch gatezi (we wzorze Lagrange’a katy a i 2 — a): czasy na obu elipsach sa
rézne. Dlatego samo a nie wystarcza jako niewiadoma; algorytmy szukaja zmiennej, ktéra
jednoznacznie wyznacza orbite, np. z w zmiennych uniwersalnych.

Zadania - czesc 2

1. Z rozwinie¢ Taylora: 1 — cosx = x2/2 — z*/24 + ..., wiecC =1/2 — 2/24+ .. ;x — sinz = 2°/6 —
x°/120 + ..., wiec S = 1/6 — z/120 + ... W programie trzeba to uwzglednic, inaczej przy z ~ 0
dzielimy zero przez zero.

2.7y = 11376 km, v; = 7,082 km/s, ¢ = 25,08 — 35,04 = —9,96 km?/s%, a = 20 000 km; z wektora
mimosrodu e = 0,434. Orbita eliptyczna, z > 0.

3. W F wystepuja ,/y i (y/ C)%/2; przy y < 0 sa nieokreslone. Fizycznie y odpowiada (z doktadnoécia do
czynnika) wielko$ci zwiazanej z parametrem orbity, ktéry musi by¢ dodatni. Dla A > 0 i bardzo
ujemnych z y robi sie ujemne, dlatego algorytm przesuwa dolna granice, azy > 0.

Zadania - czesc 3
1. 360° - 36 525/19 140,30 = 686,98 dnia.
2. 294 dni. W JD odejmuje sie po prostu liczby; to cala zaleta tej rachuby.

3. Btad polozenia planet z elementéw $rednich (bez temp zmian a, e, i, w, (2, jak w naszym programie)
to dziesiatki tysiecy km, utamek stopnia; zmienia C3 o drobne procenty, wiec ksztalt okna i daty sa
dobre. Wejscie na orbite wymaga trafienia w perycentrum hiperboli z doktadnos$cia do kilku-
kilkunastu km, a to wymaga efemeryd numerycznych i biezacej nawigacji sondy.

Zadania - czesc 4

1. 31.10.2026 — 2.12.2028: 763 dni; okres synodyczny 780 dni. R6znica bierze sie z eliptycznosci orbity
Marsa: odstep miedzy oknami zmienia sie od ok. 760 do ok. 815 dni.

2. Koszt obrotu ptaszczyzny rosnie stopniowo, gdy kat przelotu zbliza sie do 180°: ptaszczyzna przelotu
musi zawiera¢ Slonice, Ziemie i Marsa, a nachylenie tej ptaszczyzny wzgledem ekliptyki roénie jak
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3.

B/ sin Av (gdzie By to szeroko$é ekliptyczna Marsa). Juz kilka-kilkanascie stopni od 180°
nachylenie i koszt sa duze.

v2 + 23,18 — 3,40: dla 5,56 km/s 3,95 km/s, dla 2,69 km/s 2,11 km/s. W 2031 roku trzeba wybra¢ inny

punkt wykresu (kompromis), wej$é¢ w atmosfere albo zaakceptowaé wieksze Cs.

Zadania - czesc 5

1. Przede wszystkim C (masa, ktora rakieta wyniesie), a predkos$¢ przylotu jako ograniczenie: predkosé

wejscia w atmosfere to /v + 2uy /v (0k. 5,5-6 km/s), a obciazenia termiczne i przeciazenia rosna z
nig szybko (lekcja 10 Wejscie w atmosfere). Ostona termiczna jest projektowana na konkretny zakres.

2. Projektuja sonde na nieco wieksze Cj (1zejsza sonda albo mocniejsza rakieta), co poszerza okres

startowy do kilku tygodni, i dla kazdego dnia maja przygotowany inny przelot (inny czas lotu, inna
data przylotu). Okno marsjanskie, ktére przepadnie, wraca dopiero po ok. 26 miesigcach.

Zadania do przemyslenia

1.

1. F(z) ma ograniczona dziedzine (y > 0, z < 4n? dla jednego obiegu) i bywa bardzo stroma; Newton z ztego

startu wyskakuje poza dziedzine albo oscyluje.

. Rozwiazanie hybrydowe: przedziat z gwarantowana zmiang znaku i Newton, ktéry wraca do bisekcji, gdy
krok wyprowadza poza przedzial (metoda Brenta). Przy milionach wywotan w wykresie porkchop liczy
sie i szybkos¢, i pewnosé.

. Dla kazdej pary dat pojawiaja sie dwa dodatkowe rozwigzania (zadanie 1.1); powstaja nowe doliny przy
dtugich czasach lotu.

. Takie przeloty moga mie¢ mniejsze C3 albo v, przy przylocie w latach, gdy zwykte okno jest zte, kosztem
czasu. W potgczeniu z manewrem w glebokiej przestrzeni (ang. deep space maneuver) daja elastycznosé
dat.

. Hiperbola wylotu lezy w ptaszczyznie orbity parkingowej, a jej asymptota tworzy z réwnikiem kat nie
wiekszy niz nachylenie tej orbity. Z 28,5° szeroko$ci najmniejsze nachylenie orbity to 28,5°, ale da sie
osiggnac¢ wieksze (start bardziej na péinoc).

. Deklinacja 45° wymaga orbity parkingowej nachylonej co najmniej o 45°: rakieta traci cze$¢ predkosci z
obrotu Ziemi i tadunek maleje. Projektanci patrza wiec takze na mape deklinacji, nie tylko Cj.

. Najmniejsza energia to najmniejsze a, przy ktérym elipsa jeszcze przechodzi przez oba punkty: ay;, =
(r1 + ro + ¢)/4 (wtedy drugi ogniskowy punkt lezy na cieciwie).

. Czas lotu po tej elipsie jest okre$lony; inny czas wymaga wiekszego a (drozszej orbity). To daje dolna
granice C5 dla danej geometrii, niezalezna od daty.

. Okna co ok. 13 miesiecy, czasy lotu 2-3 lata, C3 powyzej ok. 75-80 km?/s?*: wykres podobny ksztaltem, ale

z ogromnymi warto$ciami.

2. Takie C3 ogranicza mase sondy do matych wartosci, wiec prawdziwe misje tgczg problemy Lamberta dla

wielu odcinkéw (Ziemia-Wenus-Ziemia-Jowisz) i szukajq sekwencji z asystami; zamiast jednego wykresu
przeszukuje sie drzewo mozliwych przelotéw.

Astronautyka - Lekcja 9: Problem Lamberta i wykres porkchop - Zrédta: H. D. Curtis, Orbital Mechanics for Engineering Students (rozdz. 5.3, 8); C. A. Kluever,
Space Flight Dynamics (Wiley, rozdz. o czasie lotu i trajektoriach miedzyplanetarnych); E. M. Standish, przyblizone elementy planet (JPL). Daty okien z
efemeryd z elementow $rednich, z doktadnosécia do kilku dni. Wszystkie liczby policzone na nowo (tools/verify/a9.py).
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