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Manewry

orbitalne: transfer
Hohmannaizmiana
ptaszczyzny orbity

Satelita na niskiej orbicie ma sie znaleZ¢ na orbicie
geostacjonarnej: 36 tysiecy kilometréw wyzej i w innej
plaszczyznie. Kazdy metr na sekunde zmiany predkosci kosztuje
paliwo, wiec pytanie brzmi: jak najtaniej? Ta lekcja wyprowadza
transfer Hohmanna, pokazuje, kiedy da sie go pobi¢ trzema
impulsami, i liczy, ile kosztuje zmiana plaszczyzny orbity,
najdrozszy manewr w astronautyce. Na koncu widac, dlaczego
kosmodromy blisko rownika sa w cenie.
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o Prolog: inzynier miejski z Essen

Walter Hohmann byt inzynierem budownictwa w urzedzie miejskim w Essen. W wolnym czasie
liczyt, jak polecie¢ na inne planety, i w 1925 roku wydat ksiazke Die Erreichbarkeit der
Himmelskorper (,,Osiagalno$c¢ cial niebieskich”). Zaproponowal w niej i policzyl przelot miedzy
dwiema orbitami kolowymi po potdéwce elipsy stycznej do obu, z jednym impulsem na poczatku i
jednym na koncu; Ze jest to przelot optymalny, udowodniono $cisle dopiero w latach 60. Do
pierwszego sztucznego satelity zostaly wtedy jeszcze 32 lata.

Ta elipsa nosi dzi$ jego nazwe i jest punktem wyjs$cia kazdego planowania misji: do orbity
geostacjonarnej, do Ksiezyca, do Marsa. Prawdziwe trajektorie réznia sie od niej szczegétami, ale
rzadko ja bija o wiecej niz kilka procent.

Pytanie na start. Satelita wystrzelony z przylgdka Canaveral krqzy na orbicie nachylonej o 28,5°. Ile
kosztowatby obrot jego orbity do plaszczyzny rownika od razu, na orbicie 300 km? Odpowiedz w czesci 4.

1 Manewr impulsowy

Silnik satelity pracuje zwykle minuty, a obieg trwa péttorej godziny albo dluzej. Przyblizamy wiec
prace silnika impulsem: predkos$¢ zmienia sie skokowo o Av, a polozenie sie nie zmienia. Koszt
manewru mierzymy suma |Av|, bo paliwo wynika z réwnania rakietowego (lekcja 4 Rakieta na
orbite: réwnanie rakietowe, stopniowanie i zakret grawitacyjny): mq/my, = e 14v/¢,

Ktéry kierunek impulsu najbardziej zmienia energie orbity? Z ¢ = v? /2 — p/r przy statym r:
Ae =v-Av+ 3|Av].
Przy zadanej dlugosci |Av| zmiana energii jest najwieksza, gdy impuls jest rownolegty do

predkosci (styczny). Dlatego zmiany wielkosci orbity robi sie impulsami stycznymi, a impulsy
poprzeczne stuza do zmiany plaszczyzny.

/Z ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 20 min

1 Satelita ma silnik o I, = 320 s. Manewry wymagaja tacznie 3,89 km/s. Jaki stosunek mas
= musi mieé?

2 Kiedy przyblizenie impulsowe zawodzi? Policz czas pracy silnika, ktéry ma da¢ 2,43
«=  km/s przy przyspieszeniu 0,5 m/s®, i poréwnaj z okresem orbity 300 km (90,5 min).

3 Pokaz, ze przy stalej dtugosci impulsu najwieksza zmiane energii daje impuls styczny w
== kierunku ruchu, a najwiekszy spadek energii - styczny przeciwnie do ruchu.
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moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie

2 Transfer Hohmanna

Miedzy orbitami kolowymi o promieniach r; < r; prowadzi elipsa z perycentrum r; i apocentrum
ro. W perycentrum impuls styczny zwieksza predkosc¢ z kotowej do perycentrycznej na elipsie, w

apocentrum drugi impuls wyréwnuje orbite do kotowej:

~ )
58 TRANSFER HOHMANNA

/ 2 / /2
at:ﬁ—‘;‘ﬁ, A’U1: ﬁ( %—1), szz ﬂ(1— _:1 )a
T1 LT T2 T2 LT T2

3
t=m 2 (p6t okresu elipsy).
©

Z 300 km na orbite geostacjonarng: Av; = 2,426 km/s, Avy = 1,467 km/s, razem 3,893
km/s, czas 5,28 h.

- J

Wzory to vis-viva z lekcji 1 w trzech punktach. Dla matych podniesien orbity jest prostsza reguta:
Avgp = ’2—’% . Podniesienie stacji kosmicznej z 400 do 420 km kosztuje 5,65 + 5,64 = 11,3 m/s, a
regula daje 7669 - 20/(2 - 6778) = 11,3 m/s.

Transfer Hohmanna jest najtanszym transferem z dwoma impulsami miedzy orbitami kotowymi
w jednej ptaszczyznie (dowdd przez badanie wszystkich elips przecinajacych obie orbity jest w
literaturze, np. u Curtisa). Nie jest najszybszy: szybsze transfery maja bardziej wydtuzone elipsy i
wiekszy drugi impuls.
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SYMULACJA 1 Transfer Hohmanna i dwueliptyczny miedzy orbitami kotowymi (w
jednostkach promienia i predkosci kolowej orbity poczatkowej). Prawy panel: catkowite
Av w funkcji stosunku promieni; ciagla linia Hohmann, przerywana dwueliptyczny z
wybranym apocentrum posrednim. Kreski: o /r; = 11,941 15,58.

0.6 catkowite Av / v,

1 2 5 10 20,/r, (skablog.)

— orbity poczatkowa i koncowa — orbity przejsciowe — impulsy

— catkowite Av: Hohmann / dwueliptyczny

impulsy Av /v, 0,3138 + 00,1899 = 0,5036 dlar,=6678 km (300 km) 3,891 km/s

czas przelotu 5,3 h Hohmann dla tego r,/r; 0,5036 vi

Dwa impulsy styczne: w perycentrum (wejscie na elipse) i w apocentrum (wyréwnanie do okregu). To
najtanszy transfer dwuimpulsowy miedzy orbitami kotowymi, a dla r,/r; < 11,94 najtanszy w ogole
(takze wobec trojimpulsowego dwueliptycznego).

Stan na rysunku: r2/r1 = 6,30, Hohmann; Av = 0,5036 vi = 3,891 km/s dla orbity
poczatkowej 300 km.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 25 min

1 Policz oba impulsy transferu Hohmanna z orbity 300 km (r; = 6678 km) na
= geostacjonarna (ry = 42164 km).

2 Ile trwa ten transfer? Jaki jest okres orbity przejSciowej?
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3 Stacje kosmiczna (400 km) trzeba podnie$¢ o 20 km. Ile kosztuje to Awv? Ile paliwa przy
== masie420til,, = 300s?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

3 Transfer dwueliptyczny

Ciekawostka z wielkim znaczeniem: dla duzych ry/r; tansze sa trzy impulsy. Pierwszy wysyla
statek po elipsie daleko poza orbite docelowa, do 7, > r2. Tam, gdzie predkos¢ jest mata, drugi
impuls podnosi perycentrum do r,. Trzeci impuls, w nowym perycentrum, hamuje do predkos$ci
kotowej.

Catkowite Av transferu Hohmanna (w jednostkach v;) roénie z ry /r; tylko do ry/r; = 15,58 (0,536
v1), a potem maleje: daleka orbita ma matq predkos¢ kotowa, wiec drugi impuls jest maty.
Transfer dwueliptyczny z 7, — oo jest tanszy od Hohmanna dla ro/r; > 11,94, adlary/ry > 15,58
jest tanszy przy kazdym r, > ro. Przyklad: dla ro = 20r; Hohmann kosztuje 0,5347 vy, a
dwueliptyczny z r, = 40r; 0,5256 v;; dla ry = 6678 km to 4,131 1 4,061 km/s, ale czas lotu ro$nie z 26
h do 194 h. Zysk 70 m/s rzadko jest wart 7,5 raza dluzszego lotu, dlatego transfer dwueliptyczny
pozostaje gtéwnie w podrecznikach.

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 25 min

1 Dlaczego impuls daleko od Ziemi (w r,) moze by¢ tani, mimo Ze trzeba nim zmieni¢
== perycentrum o tysiace kilometrow?

2 W granicy r, — oo transfer dwueliptyczny to: ucieczka po paraboli, zero kosztu w
== nieskonczonos$ci, powrét po paraboli i hamowanie. Policz jego koszt dla ry = 20r; (w
jednostkach v;).

3 Ilerazy dluzej trwa transfer dwueliptyczny z 7, = 40r; niz Hohmanna dla ro = 207, jesli
“  r;=6678 km?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Zmiana ptaszczyzny orbity

Zeby obrocié ptaszczyzne orbity kolowej o kat Ai, trzeba obrécié wektor predkosci o ten kat bez
zmiany jego dtugosci. Impuls musi by¢ podstawa tréjkata rownoramiennego:
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e M
58 ZMIANA PLASZCZYZNY

. Al .
Av = 2vsin 77' (sama zmiana plaszczyzny), Av = \/ v? 4+ v2 — 2v1vacos Ai (polaczona

Manewr wykonuje sie w wezle (na linii przeciecia starej i nowej ptaszczyzny),
najlepiej tam, gdzie predkos¢ jest najmniejsza.
- J

OdpowiedzZ na pytanie z prologu: obrét orbity 300 km o 28,5° kosztuje 2 - 7,726 sin 14,25° = 3,80
km/s, prawie potowe predkosci orbitalnej i wiecej niz caly transfer na orbite geostacjonarng. Na
orbicie geostacjonarnej ten sam obro6t kosztuje 1,51 km/s, a potaczony z wyréwnaniem orbity w
apogeum GTO: 1/1,6082 + 3,0752 — 2 - 1,608 - 3,075 cos 28,5° = 1,83 km/s zamiast 1,467 + 1,514 =
2,98 km/s osobno. Cala droga z 300 km z Canaveral na GEO: 2,426 + 1,830 = 4,256 km/s. Z Kourou (
5,2°): 3,906 km/s. R6znica 350 m/s to przy I, = 320 s ok. 12% masy satelity.

Jest jeszcze jedna drobna optymalizacja: mala cze$¢ zmiany plaszczyzny oplaca sie w perygeum.
Z Canaveral najlepiej obréci¢ orbite o 2,2° przy pierwszym impulsie i 0 26,3° w apogeum: 4,231
km/s, 0 25 m/s mnie;j.
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SYMULACJA 2 Przejscie z orbity 300 km na geostacjonarng z obrotem ptaszczyzny. Lewy
panel: tréjkat predkosci w apogeum orbity przejSciowej. Prawy panel: catkowite Av w
zaleznosci od tego, jaka czes$¢ obrotu wykonuje sie w perygeum (pusty punkt: optimum).
Zmien nachylenie startowe: réwnik (0°), Kourou (5,2°), Canaveral (28,5°), Bajkonur (np.
51,6°).

Av LEO - GEO [km/s]

4,5
v_GEO = 3,07
4,4
Av=1,83
Al 4,3
v,a=1,61
4,2
2 4 6 8
zmiana ptaszczyzny w perygeum [°]
— predkos¢ przed i po manewrze w apogeum = Av w apogeum = catkowite Av (LEO - GEO)

catkowite Av (LEO 300 km - GEO) 4,2560 km/s
najlepszy podziat 2,20° w perygeum: 4,2313 km/s
bez zmiany ptaszczyzny (i=0) 3,8926 km/s

catos¢, gdy obrdét w apogeum osobnym impulsem 5,4062 km/s

Zmiane ptaszczyzny taczy sie z wyréwnaniem orbity w apogeum, gdzie predkos¢ jest najmniejsza:
jeden ukos$ny impuls kosztuje duzo mniej niz dwa osobne. Mata cze$¢ zmiany (ok. 2,2°) optaca sie w
perygeum, bo tam przy duzej predkosci maty obrét dodaje prawie nic do dtugiego impulsu.

Stan na rysunku: i = 28,5°, w perygeum 0,00°, w apogeum 28,50°; Av = 4,2560 km/s (LEO
300 km, GTO, GEO).

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 25 min

1 Ile kosztuje obrét orbity kotowej 300 km o 28,5°, aile 0 60°?
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2  Policz Av manewru w apogeum GTO laczacego wyrownanie orbity z obrotem o 28,5° (
= 9, = 1,608 km/s, vgeo = 3,075 km/s).

3 Oile procent wiecej masy moze mie¢ satelita GEO startujacy z Kourou zamiast z
«=  Canaveral, przy tym samym Av dostepnym na orbicie przejSciowej (I, = 320 s)?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

5 Efekt Obertha i ograniczenia modelu impulsowego

Ze wzoru Ae = vAv + %Azﬂ wynika, ze ten sam impuls daje tym wieksza zmiane energii, im
szybciej statek leci. To efekt Obertha: silniki najlepiej zapala¢ w perycentrum. Paliwo ,.zabrane”
na dét studni potencjalu ma tam wiecej energii kinetycznej, ktora rakieta przejmuje. Dlatego
sonda uciekajaca z Ziemi startuje z niskiej orbity, a hamowanie przy przylocie do planety robi sie
jak najblizej nie;j.

Model impulsowy ma swoje granice. Gdy silnik pracuje dltugo w poréwnaniu z okresem orbity,
impuls jest ,rozmazany” wokét optymalnego punktu, a czes¢ pracy idzie na sktadowa prostopadta
do predkosci (straty od skonczonego czasu pracy, zwykle kilka do kilkudziesieciu m/s). Przy
napedzie elektrycznym o przyspieszeniu rzedu 10~* m/s? orbita rozwija sie powoli po spirali, a
koszt przej$cia miedzy orbitami kotowymi to réznica predkosci kotowych, |v; — v2|, czyli wiecej
niz w transferze Hohmanna, ale przy kilku- do dziesieciokrotnie wiekszym I, (naped
elektryczny: 1500-3000 s).

/. ZADANIA - CZESC 5 2 zadania - ok. 20 min

1 Naorbicie GTO impuls 100 m/s w kierunku ruchu: o ile zmienia energie w perygeum (
- v = 10,15 km/s), a o ile w apogeum (1,61 km/s)?

2 Naped elektryczny przenosi satelite z 300 km na GEO po spirali. Ile kosztuje to Av, ile
«=  paliwa przy I, = 1500 s, a ile przy transferze Hohmanna z I, = 320 s (bez zmiany
plaszczyzny)?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: PLANOWANIE MANEWROW
1. Orbity poczatkowa i koncowa: r, a, e, ptaszczyzna.
2. Predkosci z vis-viva w kazdym punkcie manewru, przed i po.

3. Zmiana plaszczyzny tam, gdzie predkosé najmniejsza, polaczona ze zmiang predkosci

(Wzor cosinusow).
4. Suma |Av|, potem masa paliwa z rownania rakietowego.

5. Sprawdzenie: czy przyblizenie impulsowe sie trzyma (czas pracy silnika wobec okresu);

czas przelotu.

Przyktad 6.1
Z Canaveral na GEO

Satelita na orbicie 300 km o nachyleniu 28,5° ma przejs¢ na orbite geostacjonarnq. Zaplanuj

manewry.

1 Impuls w perygeum (w wezle, zeby apogeum lezalo nad réwnikiem): Av; = 2,426
kmy/s, orbita przejsciowa 300 x 35786 km.

2 Po 5,28 h, w apogeum (nad réwnikiem): wyréwnanie i obrét o 28,5° jednym impulsem
1,830 kmy/s.

3 Razem 4,256 km/s; z podziatem 2,2°/26,3° miedzy perygeum i apogeum 4,231 km/s.

[ Wynik: ok. 4,23-4,26 km/s, 5,3 h. ]

Sprawdzenie: bez zmiany plaszczyzny 3,893 km/s; obrot kosztuje 0,34-0,36 km/s
dodatkowo, duzo mniej niz 3,80 km/s na niskiej orbicie v.
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Przyktad 6.2
Dwueliptyczny na odlegta orbite

Z orbity 300 km (r1 = 6678 km) na orbite kolowq ro = 207, = 133 560 km. Porownaj Hohmanna z
transferem dwueliptycznym przez ry, = 4071.

1  Hohmann: 0,5347 v; = 4,131 km/s, 25,7 h.

2 Dwueliptyczny: pierwsza elipsa ry — 40r;, druga 40r; — 20r;; impulsy z vis-viva w
trzech punktach, razem 4,061 km/s, 194 h.

[ Wynik: 70 m/s taniej, 7,5 razy diuze;j. ]

Sprawdzenie: granica r, — oo: 0,5068 v; = 3,92 km/s (zadanie 3.2): dwueliptyczny z
rpy = 4071 lezy miedzy nia a Hohmannem v'.

Przyklad 6.3
Najtanszy obrot ptaszczyzny
Satelita na orbicie 300 km chce obrdcic plaszczyzne o 60°. Czy taniej zrobic to bezposrednio, czy
wzniesc sie wysoko, obrocic tam i wrocic?

1 Bezposrednio: 2vsin 30° = 7,73 km/s.

2 Przez dwueliptyczna droge z r, = 20r: impuls w perygeum /2 - 20/21 — 1 = 0,380 vy,
w apocentrum obrdt o 60° przy predkosci v, = 1/2/(20 - 21) = 0,069 v;: 2 -
0,069 sin 30° = 0,069 v, powrdt: 0,380 v;.

3 Razem 0,829 v; = 6,40 km/s.

Wynik: wyprawa w gore jest tannsza o 1,3 km/s, ale trwa caly okres elipsy o a = 10,571,
ok. 51 h.

Sprawdzenie: dla matych katéw (np. 10°: bezposrednio 0,174 v;) wyprawa w gore jest
drozsza: z r, = 20r; sama kosztuje 0,76 v;. Granica optacalnosci: 48,9° dla r, — oo, a
przy optymalnie dobranym (skonczonym) r;, juz 38,9° (zadanie do przemyslenia 2)
V.
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7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

X

»2eby dogonié co$ przed soba na orbicie, trzeba przyspieszyé.”

Przyspieszenie podnosi orbite, a wyzsza orbita ma dluzszy okres: statek zostaje w tyle.
To temat nastepnej lekcji.

x  ,Hohmann jest najlepszy zawsze.”

Najtanszy wsréod transferéw dwuimpulsowych miedzy orbitami kotowymi w jednej
ptaszczyznie i tylko do ry /7y = 11,94 (wobec dwueliptycznego). Nie jest najszybszy.

x ,Zmiana ptaszczyzny to drobna korekta.”

Obrot o 28,5° na niskiej orbicie kosztuje wiecej niz caly transfer na orbite
geostacjonarna.

x  Av z roznych manewréw mozna dodawa¢ jak wektory.”

Koszt (paliwo) to suma dlugosci impulséw. Wektory dodaje sie tylko wtedy, gdy impulsy
taczy sie w jeden w tym samym miejscu, i wlasnie dlatego tgczenie sie optaca.

x  Silnik daje tyle samo, gdzie go nie zapalic.”

Ten sam Av zmienia energie orbity tym bardziej, im szybciej statek leci (efekt Obertha).

s Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej myslenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 Dlaczego Hohmann jest optymalny? Naszkicuj argument, ze wérdd transferéow
== dwuimpulsowych miedzy orbitami kotowymi elipsa styczna do obu jest najtansza.

2 Kiedy oplaca sie lecie¢ w gore, zeby obrdcié ptaszczyzne? Dla jakiego Ai wyprawa do
== 7, — 0o (bez kosztu obrotu) jest tanisza od bezposredniego obrotu?
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3 Wezel aapogeum. Zmiana pltaszczyzny musi by¢ w wezle. Co zrobid, jesli wezetl orbity
== przejSciowej nie lezy w apogeum?

4  Spirala niskiego ciagu. Pokaz, ze przy bardzo malym ciagu stycznym orbita pozostaje
== prawie kotowa, a koszt przejsciazr; do re to \/pu/r1 — \/1/72.

5 Co dalej z gérnym stopniem? Gorny stopien rakiety po wypuszczeniu satelity na GTO
== zostaje na tej orbicie. Dlaczego to problem i jak go rozwigzac?

oo podstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

9 Sprawdz sie

Odpowiedz w mys$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

- A
1 Jakie sa dwa impulsy transferu Hohmanna?

Styczne: w perycentrum (wejscie na elipse) i w apocentrum (wyréwnanie).

2 Ile kosztuje przejscie z 300 km na GEO bez zmiany plaszczyzny?

2,43+ 1,47 = 3,89 km/s; 5,3 h.

3 Kiedy dwueliptyczny jest tanszy?

Dlary/r1 > 11,94 (z odpowiednio dalekim r;), dla kazdego r, powyzej 15,58; ale trwa
duzo dtuze;j.

4 Wzdr na koszt zmiany plaszczyzny?

2vsin(Ai/2); z jednoczesna zmiana predkosci \/v? 4 v — 2v1v; cos A

5 Gdzie robié¢ zmiane plaszczyzny?

W wezle, tam gdzie predko$¢ najmniejsza (apocentrum), potaczona z innym impulsem.

6 Co to jest efekt Obertha?

Ae = vAv + %A’U2: ten sam impuls daje wiecej energii przy wiekszej predkosci.
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10 Karta wzorow i co dalej

4 N
HOHMANN I DWUELIPTYCZNY PLASZCZYZNA I ENERGIA
A’Ul = \/'u,/’l”l (\/27‘2/(7‘1 —+ 7’2) - 1) Av=2v SlIl(AZ/Z)
B i ~
Avy = /p/rs (1 —V/2r/(r1 + 7'2)) Av =/} 4 05 — 21z cos Ad

Ae = v - Av + L|Av|? (Oberth
t = my/a} /p; male podniesienie: Av ~ 247 3lAviE( )
) spirala niskiego ciagu: Av = |v; — vg|
dwueliptyczny lepszy dla ry/r > 11,94

LEO 300 - GEO: 3,89 (réwnik), 3,91

(Kourou), 4,23-4,26 km/s (Canaveral)

(dla kazdego r, powyzej 15,58)

Do przeczytania

* Obowiazkowo: H. D. Curtis, Orbital Mechanics for Engineering Students, rozdz. 6 (manewry:
Hohmann, dwueliptyczny, fazowanie, zmiana plaszczyzny); C. A. Kluever, Space Flight
Dynamics, rozdz. o manewrach orbitalnych.

® Dla chetnych: W. Hohmann, Die Erreichbarkeit der Himmelskorper (1925; przeklad angielski
NASA TT F-44): oryginalne rachunki, lacznie z hamowaniem w atmosferze.

Na orbite docelowq mozna trafi¢ w ztym miejscu: satelita, z ktorym mamy sie spotkacd, jest kilkaset
kilometréw przed nami. Kolejna lekcja opisuje ruch wzgledny dwdch statkow na bliskich orbitach i
pokazuje paradoks, Ze zeby dogonic cel, trzeba zahamowac.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.c = 3138 m/s, my/my, = €3393/3138 — 3 46: paliwo to 71% masy satelity. Dlatego satelity geostacjonarne

zostawia sie zwykle na orbicie przejSciowej, a reszte robia wlasnym silnikiem, z duzg czes$cia masy w
paliwie.

2.2430/0,5 = 4860 s = 81 min, prawie caty obieg. Impuls ,rozmazany” na pét orbity jest mniej
skuteczny (cze$¢ pracy odbywa sie daleko od optymalnego punktu); przy takim napedzie (np.
elektrycznym, z jeszcze mniejszym przyspieszeniem) orbite podnosi sie po spirali przez tygodnie i
koszt Av jest inny (zadanie do przemyslenia 4).

3. Ae = v |Av|cosd + £|Av|?, gdzie 0 to kat miedzy v a Av. Przy statym |Av| zalezno$¢ od kierunku to
cos 0: maksimum przy 6 = 0, minimum przy 8 = 180°. Impuls prostopadly zmienia energie tylko o
1 2
s|Av|.
3|

Zadania - czesc 2

1. vy = 7,726 km/s, a; = 24421 km, w perycentrum elipsy v, = v/u(2/r1 — 1/a;) = 10,152 km/s: Av; =
2,426 km/s. W apocentrum v, = 1,608 km/s, v, = 3,075 km/s: Avy = 1,467 km/s.

2. Okres elipsy 2m+/a}/pu = 10,55 h, transfer to potowa: 5,28 h.

3. Av ~ LA = 11,3 m/s. Paliwo: m(1 — e 113/2942) = 420 - 0,00384 = 1,6 . Stacja traci kilkadziesiat do

ponad stu metréow wysokosci na dobe (lekcja 3 Perturbacje: sptaszczenie Ziemi, orbita
heliosynchroniczna i opor), wiec takie manewry robi sie co kilka tygodni.

Zadania - czesc 3

1. Moment pedu h = rpv, : w duzej odlegtosci mata zmiana predkosci daje duza zmiane h, a
perycentrum zalezy od h (p = h?/u). Ten sam mechanizm sprawia, ze korekty ptaszczyzny i
perycentrum robi sie w apocentrum.

2. Pierwszy impuls: v/2 — 1 = 0,4142. Ostatni: predko$é paraboliczna w r, minus kotowa: 1/2/20 —
v/1/20 = 0,3162 — 0,2236 = 0,0926. Razem 0,5068 v;, wobec 0,5347 v; Hohmanna: o 5% mniej, w
nieskonczonym czasie.

3. Hohmann: pét okresu elipsy o a = 10,571: 25,7 h. Dwueliptyczny: polowy elips o a = 20,5r; i a = 307;:
194 h. Ok. 7,5 razy dluze;j.

Zadania - czesc 4

1.2 - 7,726 sin 14,25° = 3,80 km/s; przy 60°: 2vsin 30° = v = 7,73 km/s, tyle co cata predko$¢ orbitalna.

2.4/2,586 + 9,455 — 2 - 4,944 - 0,8788 = /3,351 = 1,830 km/s. Osobno: 2,98 km/s. Polaczenie oszczedza
1,15 km/s, bo dtugosci wektorow sie nie dodaja (nieréwnos¢ trojkata).

3. Réznica kosztu manewréw od GTO: 1,830 — 1,481 = 0,35 kmy/s. e3°0/3138 = 1 118: przy tej samej masie
na orbicie koficowej satelita z Canaveral potrzebuje o 11,8% wiekszej masy na GTO. W praktyce
rakiety z Canaveral czesto wykonuja cze$¢ zmiany plaszczyzny gérnym stopniem (GTO ,,z obnizonym
nachyleniem”).
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Zadania - czesc 5

1.

2.

Perygeum: 10,15 - 0,1 + 0,005 = 1,020 km?/s?; apogeum: 0,166 km?/s®. Sze$¢ razy wiecej w perygeum:
to efekt Obertha.

Spirala: Av = 7,726 — 3,075 = 4,65 km/s; my /mq = e 4850/14710 = ( 729 (27% masy to paliwo).
Hohmann: 3,893 km/s, e ~3893/3138 — (0,289 (71% paliwa). Spirala jest drozsza w Av, ale naped o
pieciokrotnie wiekszym I, wygrywa w masie. Cena jest czas: miesigce zamiast godzin, i wielokrotne
przeloty przez pasy radiacyjne.

Zadania do przemyslenia

1.

1. Impulsy niestyczne marnuja cze$¢ Av na obrét wektora predkosci zamiast zmiany jego diugosci (czes¢ 1).
Elipsa styczna do obu okregéw pozwala na oba impulsy styczne.

2. Sposrod elips stycznych do wewnetrznego okregu i przecinajacych zewnetrzny najmniejsza energie
(najmniejsze Av;) ma ta, ktora zewnetrznego tylko dotyka. Wieksza elipsa wymaga wiekszego Awv; i
przecina zewnetrzny okrag pod katem, wiec drugi impuls jest niestyczny. Doktadny dowod sprawdza
pochodne Awv; + Av, po parametrach elipsy.

1. Wyprawa: dwa impulsy (v/2 — 1)v;, razem 0,828 v;; obrdt w nieskoriczonosci nic nie kosztuje.

2. Bezposrednio: 2v; sin(A7/2). Réwnos$¢é przy sin(Ai/2) = 0,414, Ai = 48,9°. Powyzej tego kata wyprawa jest
tansza. Przy optymalnie dobranym skonczonym r;, (wtedy obrét w apocentrum co$ kosztuje, ale impulsy
W perycentrum sg mniejsze) prog spada do 38,9°; r, — oo staje sie optymalne dopiero powyzej ok. 60°.

1. Pierwszy impuls (w perygeum) wykonac¢ w wezle orbity startowej: wtedy apogeum wypada w drugim
wezle, nad rownikiem. Wymaga to odpowiedniej chwili startu i polozenia na orbicie parkingowe;.

2. Jesli sie nie da (np. orbita eliptyczna z innym w), obrét robi sie w wezle przy wiekszej predkosci (drozej)
albo dzieli na kilka manewr6ow; obrot J, (lekcja 3) tez powoli przesuwa wezly.

1. Mate przyspieszenie styczne a; zmienia energie: ¢ = va;. Orbita pozostaje prawie kotowa, bo zmiana
mimosrodu na obieg jest rzedu a;/(nv), czyli stosunku przyspieszenia silnika do przyspieszenia
grawitacyjnego (< 1). Na orbicie prawie kotowej e = —v?/2, wiec —vv = vay, czyli © = —a;: predkosé
maleje dokladnie tak szybko, jak dodaje ja silnik.

2. Catkowite Av = [ a; dt = v; — v,. Paradoks znika, gdy zauwazy¢, ze grawitacja na rozwijajacej sie spirali
hamuje statek o wiecej, niz daje silnik.

1. GTO przecina wszystkie orbity od 250 km do GEO, w tym gesto zajete niskie orbity i okolice GEO.
Perygeum jest dos¢ wysoko, wiec opdr usuwa stopient dopiero po latach.

2. Rozwiazania: obnizenie perygeum po oddzieleniu (impuls w apogeum przeciw ruchowi, kilkadziesiat
m/s), zeby op6r szybko sprowadzil stopienl; wypuszczanie satelity blizej GEO; dla satelitéw GEO po
zakonczeniu pracy podniesienie na orbite ,cmentarna” ok. 300 km powyzej GEO.

Astronautyka - Lekcja 5: Manewry orbitalne - Zrédta: H. D. Curtis, Orbital Mechanics for Engineering Students (rozdz. 6); C. A. Kluever, Space Flight Dynamics
(Wiley, rozdz. o manewrach orbitalnych); W. Hohmann, Die Erreichbarkeit der Himmelskérper (1925). Wszystkie liczby policzone na nowo
(tools/verify/a5.py).
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