ASTRONAUTYKA @ 2

Elementy orbitalne,
rownanie Keplera
i slad naziemny

Lekcja 1 data ksztalt orbity w jej wlasnej ptaszczyzZnie. Tu
ustawiamy te ptaszczyzne w przestrzeni sze§cioma elementami
orbitalnymi, uczymy sie przechodzi¢ miedzy elementami a
wektorami potozenia i predkosci, rozwigzujemy réwnanie
Keplera (gdzie jest satelita po czasie t?) i rysujemy jego $lad na
obracajacej sie Ziemi. Na koniec poréwnujemy dwa sposoby
numerycznej propagacji orbity i widzimy, ze metoda
,Zachowujaca energie” nie musi by¢ dokladniejsza.
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o Prolog: Gauss odnajduje Ceres

1 stycznia 1801 roku Giuseppe Piazzi w Palermo zauwazyl nowa ,,gwiazde”, ktora przesuwala sie
miedzy gwiazdami. Obserwowatl ja przez kilka tygodni, az zgineta w blasku Stonca. Miat pomiary
obejmujace niewielki tuk orbity i nikt nie umiat z nich przewidzie¢, gdzie szukaé obiektu za kilka
miesiecy. Dwudziestoczteroletni Carl Friedrich Gauss wymyslit metode wyznaczania orbity z
trzech obserwacji, policzyl elementy orbity i przewidziat potozenie. W ostatnich dniach roku
Franz von Zach odnalazl Ceres prawie dokladnie tam, gdzie wskazal Gauss.

Gauss musial rozwiaza¢ dokladnie te problemy, ktérymi zajmuje sie ta lekcja: opisa¢ orbite w
przestrzeni kilkoma liczbami i z nich policzy¢ potozenie w dowolnej chwili. Dzi$ robi to kazdy
odbiornik GPS dla kazdego satelity, kilka razy na sekunde.

Pytanie na start. Stacja kosmiczna ma orbite nachylong o 51,6° do réwnika. Warszawa lezy na szerokosci
52,2°. Czy stacja kiedykolwiek przeleci dokladnie nad Warszawq? Odpowiedz w czesci 4.

1 Szesc elementow orbitalnych

Orbite opisujemy w ukladzie inercjalnym zwiazanym z Ziemia (ECI): poczatek w $rodku Ziemi,
0$ z wzdluz osi obrotu na péinoc, o§ x w ptaszczyznie réwnika w kierunku punktu Barana (gdzie
Stonice przecina rownik niebieski w réwnonocy wiosennej), o$ y dopelnia uktad prawoskretny.
Uklad sie nie obraca razem z Ziemig. Orbite opisuje sze$¢ liczb, klasycznych elementéw
orbitalnych:

4 )
s* KLASYCZNE ELEMENTY ORBITALNE

Ksztalt i rozmiar: wielka p6tos a i mimosrod e (lekcja 1 Zagadnienie dwdéch cial i réwnanie
orbity).

Plaszczyzna orbity: nachylenie ¢ (kat miedzy h a osia z, od 0° do 180°) i rektascensja wezla
wstepujacego 2 (kat od osi « do punktu, w ktérym satelita przecina réwnik, lecac na
poéinoc).

Orientacja elipsy w plaszczyznie: argument perygeum w (kat od wezla wstepujacego do

perygeum, w kierunku ruchu).

PolozZenie na orbicie: anomalia prawdziwa v albo anomalia $rednia M w danej chwili
(czes¢ 3).

Przejscie z uktadu peryfokalnego (0$ p do perygeum, ¢ w plaszczyznie orbity, w
wzdiuz h) do ECI: Q = R3(Q2) R1(3) R3(w).
- J

Macierz @ to zloZenie trzech obrotéw, jak katy Eulera w lekcji o orientacji samolotu (dynamika
lotu, lekcja 1 Orientacja w 3D: macierz obrotu, katy Eulera, o$ i kat, kwaterniony) i obroty z

2 - Elementy orbitalne, rownanie Keplera i $lad naziemny 3/20


http://127.0.0.1:39027/pl/astro/1/
http://127.0.0.1:39027/pl/astro/1/
http://127.0.0.1:39027/pl/flight/1/

algebry liniowej (matematyka, lekcja 2.2 Przeksztalcenia liniowe: obroty, zmiana bazy,
transformacja Lorentza): najpierw obroét o w wokét normalnej do orbity, potem o ¢ wokoét linii
wezlow, na koniec o (2 wokoé? osi z. Ma tez te same osobliwosci. Dla orbity rownikowej (i = 0) linia
wezlow nie istnieje i (2 nie jest okreslone; dla kolowej (e = 0) nie ma perygeum i nie ma w. W
takich przypadkach uzywa sie kombinacji, ktére pozostaja okreslone: argumentu szerokosci u =
w + v (orbita kotowa) albo dlugosci perygeum w = ) + w (orbita rownikowa).

SYMULACJA 1 Sze$¢ elementdéw orbitalnych w przestrzeni. Ziemia w $rodku,

przerywany okrag to plaszczyzna rownika. Zmieniaj elementy po kolei i obserwuj, co
kazdy z nich robi. Ustaw ¢ = 0 albo e = 0, zeby zobaczy¢, ktéry element traci sens.

z (biegun N)

A

perygeum

X (punkt Barana)

— orbita = = liniaweztow — perygeumikierunek w — satelita (v)
a 14032 km r=[x;y;z] [-6205; 3153; 7908] km |rl, v 10534 km, 6,875 km/s

szerokos$¢ pod satelita 48, 6° ruch prosty (z obrotem Ziemi)

Q obraca ptaszczyzne orbity wokot osi Ziemi, i jg nachyla wokot linii weztow, w obraca elipse w jej
ptaszczyznie, a v mowi, gdzie na niej jest satelita.

Stan na rysunku: a = 2,2 R = 14032 km, e = 0,30, i = 51°, Q = 40°, w = 60°, v = 45°; 1
= [-6205; 3153; 7908] km.
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/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 20 min

1 Orbita ma nachylenie 98°. W ktora strone wzgledem obrotu Ziemi leci satelita i do jakiej
= szeroko$ci geograficznej siega jego slad?

2  Ktore elementy orbitalne nie sg okreslone dla idealnej orbity geostacjonarnej? Czym je
=« zastgpic¢?

3 Satelita mar = [-6045; —3490; 2500] km iv = [-3,457; 6,618; 2,533] km/s. Wektor h =
«= r x v ma sktadowe [—-25385; 6670; —52071] km?/s (sprawdz jedng z nich). Policz
nachylenie i rektascensje wezla wstepujacego.

moo podstawowe meo Srednie saa feynmanowskie

2 0d wektorow do elementéow i z powrotem

Algorytm z lekcji 1 rozszerzamy o trzy katy. Oprocz h i e potrzebny jest wektor wezlow n = z x h,
skierowany do wezla wstepujacego.

e N
st ALGORYTM (R,V) = (A,E,1,Q,0,N)

l.h=rxv,n=2xh, e=vxh/u—r/r, a=—p/(2e).
2.cosi = h;/h.

3.cos Q) = n,/n;jeslin, <0, toQ = 360° — €.

4.cosw =mn-e/(ne);jedlie, <0, tow = 360° — w.

5.cosv =e-r/(er);jeSlir-v < 0, tov = 360° — v.

Z powrotem: r,f = [cosv; sinv; 0], vpr = v/p/p[—sinv; e+ cosv; 0], r =

1+ ecosv
Qrpf, vV = vaf.
\_ /

Kazdy z trzech krokéw z warunkiem rozstrzyga é¢wiartke, bo arccos daje katy tylko od 0 do 180°.
Pominiecie tych warunkow to najczestszy btad w programach studentéw. Dobrym testem jest
obieg: elementy — (r,v) — elementy musi zwrécié te same liczby dla orbit we wszystkich
¢wiartkach.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 30 min
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1 Dla satelity na orbicie kotowej e = 0, wiec e = 0. Ktory krok algorytmu sie psuje i co
= zrobié¢?

2 Dla tego samego satelity co w zadaniu 1.3 (dane jak w przykladzie u Curtisa) policz € i a.

3 Dlatych samych danych e = [—0,0916; —0,1422; 0,0264] (sprawdz, jesli chcesz). Policz e,
= wivy, pilnujac ¢wiartek.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

3 Czas na orbicie: rownanie Keplera

Satelita porusza sie po elipsie nieréwnomiernie: szybko przy perygeum, wolno przy apogeum.
Jak znalez¢ v po czasie t od przelotu przez perygeum? Kepler rozwiazal to geometrycznie. Wokét
elipsy opisujemy okrag o promieniu a i rzutujemy satelite pionowo na ten okrag; kat widziany ze
srodka elipsy to anomalia mimosrodowa E. Drugie prawo Keplera (pole x czas) przekiada sie na:

~ )
58 ROWNANIE KEPLERA

M =FE —esinE, M =n(t —tp), n=+/pu/a’.

tan — r=a(l —ecosE).

M (anomalia $rednia) ro$nie jednostajnie z czasem; n to ruch sredni. Dla hiperboli:
M =esinh H — H.
- J

Z czasu na polozenie trzeba rozwiazac rownanie Keplera dla E: réwnanie przestepne, bez
rozwiazania w postaci jawnej. Metoda Newtona (matematyka, lekcja 6.2 Metody numeryczne:
Python i C++) zbiega tu kwadratowo:

Ep, —esink, — M

By = E —
hil k 1 —ecos E;,

Dlae=0,3iM = 1rad: Ey = 1, By = 1,3013, E» = 1,28812, E3 = 1,2880913, a E4 zgadza sie z E3 do
10 cyfr. Start Ey = M jest dobry dla matych mimosrodéw; dla duzych bezpieczniejszy jest Ey = ,
bo przy perygeum krzywa M (E) jest prawie ptaska i pierwszy krok Newtona potrafi skoczy¢
daleko.
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SYMULACJA 2 Réwnanie Keplera. Lewy panel: elipsa z okregiem pomocniczym,
anomalie F i v, wycinek o polu proporcjonalnym do czasu od perygeum. Prawy panel:
krzywa M (FE) i kolejne kroki Newtona. Ustaw duzy mimosrdd i mate M i poréwnaj dwa
sposoby startu.

6 Milrad]

E [rad]

— elipsaiokrgg pomocniczy — M(E)=E-esinE = = kroki Newtona
E (anomalia mimosrodowa) 88, 640° Vv (anomalia prawdziwa) 118,815°
r/fa=1-ecosE 00,9881 iteracje Newtona do 107%2 5

kolejne E 1,047198, 1,624548, 1,548518, 1,547057, 1,547057

Zielony wycinek ma pole proporcjonalne do M, czyli do czasu od perygeum (drugie prawo Keplera).
Newton zbiega kwadratowo: liczba poprawnych cyfr podwaja sie w kazdym kroku.

Stan na rysunku: e = 0,50, M = 60°; E = 88,6398°, v = 118,8150°, 5 iteracji (start Eoe
=M.

/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 30 min

1 Dlae=0,3i M = 1rad rozwiazanie to £ = 1,28809 rad. Policzv ir/a.

2 Ile trwalot po orbicie GTO (perygeum 250 km, a = 24 396 km, e = 0,728) od perygeum do
«= v = 90°? Okres wynosi 10,53 h.
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3 Orbita Motnia: e = 0,74, okres 11,96 h. Jaka czes$¢ okresu satelita spedza w ,,dalszej
== polowie” orbity, 90° < v < 270°?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

2 Slad naziemny

Slad naziemny to punkt na powierzchni Ziemi bezposrednio pod satelita. Dla orbity kotowej, z
argumentem szerokosci u = n(t — t) liczonym od wezta wstepujacego (satelita jest w wezle w
chwili ty):

sin ¢ = sini sinu, A = Q + atan2(cosisinu, cosu) — we(t —ty) — Ao,

gdzie ¢ to szerokos¢, A dtugosé geograficzna, Ay to kat miedzy osiag = uktadu ECI a potudnikiem
Greenwich w chwili ¢, (czas gwiazdowy Greenwich), a wg = 7,292 - 10~° rad/s to predkos¢ obrotu
Ziemi (wzgledem gwiazd). Wynikaja z tego trzy reguly. Slad siega szerokos$ci 4 (albo +(180° — i)
dla orbit wstecznych). W czasie jednego obiegu Ziemia obraca sie o wgT', wiec kolejne przejscia
przez rownik przesuwaja sie na zachdd: dla stacji kosmicznej na wysokosci 420 km (7" = 93,0 min)
0 23,3°. Jesli w ciggu catkowitej liczby dob gwiazdowych satelita robi catkowita liczbe obiegéw,
$lad sie powtarza: 15 obiegéw na dobe gwiazdowa to wysoko$¢ 554 km (bez poprawki na
splaszczenie Ziemi z lekcji 3).

Odpowiedz na pytanie z prologu: nie. Slad stacji siega szerokosci 51,6°, a Warszawa lezy 0,6° (ok.
66 km) dalej na péinoc. W najlepszym przelocie stacja jest jednak widoczna prawie w zenicie, ok.
80° nad horyzontem (dla kulistej Ziemi; réznica szerokosci geodezyjnej i geocentrycznej
przesuwa te liczby o ok. 20 km, przyktad 6.3).
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SYMULACJA 3 Slad naziemny orbity kolowej na mapie w rzucie walcowym (siatka co 30°
, zielony punkt: Warszawa). Pierwszy obieg jest czerwony. Wylacz obrét Ziemi, zeby
zobaczy¢, skad bierze sie przesuniecie, i ustaw wysokos$¢ 35 786 km z malym
nachyleniem.

60°
30°
9°
N\
_30°
_60°
-120° -60° 0° 60° 120°
— Slad satelity = pierwszy obieg — Warszawa

okres 92,8 min przesuniecie sladu na obieg 23,27° na zachad obiegi na dobe 15,51

najwieksza szerokos¢ 52°

W czasie jednego obiegu Ziemia obraca sie 0 23,3°, wiec kolejne przejscia przez rownik przesuwaja
sie na zachod. Slad siega szerokoéci +52°.

Stan na rysunku: h = 413 km, i = 52°, 3 obiegdéw; T = 92,8 min, przesuniecie
23,27°/obieg.

Slady prawdziwych satelitéw liczy sie z elementéw publikowanych w formacie TLE (ang. two-line
element set). To nie sa elementy keplerowskie, tylko ,$rednie” elementy modelu SGP4, ktéry
uwzglednia splaszczenie Ziemi i opdér. Wstawienie ich do rownania Keplera daje btedy rzedu
kilometrow do dziesiagtek kilometréw; do TLE trzeba uzywac¢ SGP4 (biblioteki sa dostepne dla
Pythona i C++).

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 20 min

1 Ile obiegéw na dobe robi stacja kosmiczna na wysokos$ci 420 km i o ile stopni przesuwa
« siejej $lad na obieg?
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N

Jaka wysoko$¢ orbity kotowej daje slad powtarzajacy sie po 16 obiegach w ciaggu doby
= gwiazdowej? Dlaczego takich orbit nie stosuje sie w praktyce?

Satelita geosynchroniczny (T réwne dobie gwiazdowej) ma nachylenie 10° i e = 0. Opisz

w

== jego $lad.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

Propagacja numeryczna: RK4
kontra metoda symplektyczna

Gdy na satelite dzialaja sily inne niz grawitacja punktowa (lekcja 3), rownania Keplera nie
wystarcza i orbite trzeba catkowaé numerycznie. Do tego potrzebny jest wybor metody.
Poréwnajmy RK4 (rzad 4, cztery obliczenia przyspieszenia na krok) z metoda skokowa (ang.
leapfrog, Stormer-Verlet; rzad 2, jedno obliczenie przyspieszenia na krok), ktdra jest
symplektyczna: zachowuje strukture réwnan Hamiltona, a w praktyce trzyma btad energii
ograniczony na zawsze.

Python - jeden krok RK4 i jeden krok metody skokowej

import numpy as np
mu = 398600.4418
acc = lambda r: -mu * r / np.linalg.norm(r)**3

def krok rk4(r, v, dt):
klr, klv = v, acc(r)
k2r, k2v = v + dt/2*klv, acc(r + dt/2*klr)
k3r, k3v = v + dt/2*k2v, acc(r + dt/2*k2r)
k4r, kv v + dt*k3v, acc(r + dt*k3r)
return (r + dt/6*(klr + 2*k2r + 2*k3r + k4r),
v + dt/6*(klv + 2*k2v + 2*k3v + k4v))

def krok skokowy(r, v, dt): # Stormer—Verlet, symplektyczny
v = v + dt/2*acc(r)
r=r + dt*v
v = v + dt/2*acc(r)
return r, v
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C++ - ten sam krok skokowy (g++ -02 -std=c++17)

#include <array>

#include <cmath>

using V3 = std::array<double, 3>;
const double mu = 398600.4418;

V3 acc(const V3& r) {
double R = std::sqrt(r[0]*r[0] + r[11*r[1] + r[2]*r[2]), kK = -mu / (R*R*R);
return {k*r[0], k*r[1], k*r[2]};
}
void krok skokowy(V3& r, V3& v, double dt) {
V3 a = acc(r);
for (int j = 0; j < 3; ++j) { v[jl += dt/2*a[jl; r[j] += dt*v[jl; }
a = acc(r);
for (int j = 0; j < 3; ++j) v[j] += dt/2*a[jl;

Test: orbita z a = 8000 km i e = 0,2, 200 krokéw na okres, 1000 okreséw (ok. 82 doby). Wyniki:

RK4 metoda skokowa
najwiekszy blad energii, okresy 1-10 1,8-1077 2,6-104
najwiekszy btad energii, okresy 991-1000 1,6 - 107° (roénie) 2,6 - 10~* (nie roénie)
blad potozenia na orbicie po 1000 okresach 6,7° (przed) 251° (za)

Metoda symplektyczna rzeczywiscie nie pozwala energii dryfowac: satelita nie spada i nie ucieka,
nawet po bardzo dlugim czasie (teoria gwarantuje czasy wyktadniczo dtugie wzgledem 1/At). Ale
faza, czyli polozenie satelity na orbicie, rozjezdza sie w niej szybciej niz w RK4, bo jej biad jest
drugiego rzedu. Do $ledzenia satelity liczy sie faza, wiec w praktyce uzywa sie metod wysokiego
rzedu z adaptacyjnym krokiem (np. Dormanda-Prince’a) albo rozwigzania Keplera z dodanymi
poprawkami od zaburzen. Metody symplektyczne sa w swoim zywiole przy badaniu
dlugoterminowej stabilnosci, np. Ukladu Stonecznego przez miliony lat.

/. ZADANIA - CZESC 5 2 zadania - ok. 25 min

1 Metoda Eulerary.; = ry + At vi, vir1 = v + At a(ry) dla orbity kotowej. Pokaz, ze
== predkos$¢ rosnie w kazdym kroku, i powiedz, jak bedzie wygladal numeryczny tor.

2  Przy rownej liczbie obliczen przyspieszenia metoda skokowa moze zrobi¢ cztery razy
== wiecej krokéw niz RK4. Czy przy 800 krokach na okres dogoni RK4 z 200 krokami w
btedzie fazy (251° wobec 6,7° przy 200 krokach)? Oszacuj z rzedéw metod.

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: GDZIE JEST SATELITA W CHWILI T ?
1. Elementy a, €, 7, {2, w i chwila przelotu przez perygeum t, (albo My w epoce ty).
2. Anomalia $§rednia: M = M, + n(t — ty), sprowadzona do [0, 27).

3. Réwnanie Keplera metoda Newtona: E; potemvir = a(l —ecos E).

4. Wektory: r,f, vpr, a potemr = Qrs; dla $ladu jeszcze obrét o —wgt wokét osi z i
przejscie na szerokos$¢ i dtugoscé.

5. Sprawdzenie: obieg elementy — wektory — elementy; |r| z vis-viva.

Przyktad 6.1
GTO godzine po perygeum

Satelita na GTO (r, = 6628 km, r, = 42164 km) mingt perygeum godzine temu. Gdzie jest i jak
szybko leci?

1 a=24396km, e = 0,7283,n = /u/a3 = 1,657 - 10~* rad/s; M = n - 3600 = 0,5965 rad.
2 Newton od Ey = M: po 6 krokach E = 1,2978 rad.

3 »—2arctan («/1,7283/0,2717 tan 0,6489) — 124,8% 7 = a(1 — ecos E) = 19606 km.

Wynik: po godzinie (9,5% okresu) satelita jest 13 228 km nad Ziemig, 125° za

perygeum, z predkoscia v = v/ u(2/r — 1/a) = 4,93 km/s.

Sprawdzenie: r = p/(1 + ecosv) = 11455/(1 — 0,4157) = 19604 km v (zgodnie z

zaokragleniami).
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Przyktad 6.2
Wektory na elementy
Zbierz wyniki zadan 1.3, 2.2 1 2.3 w petny zestaw elementow i sprawdz obiegiem.
1 a=28788km,e=0,1712, ¢ = 153,25°, Q = 255,28°, w = 20,07°, v = 28,45°.

2 Zelementéw: p = a(1 —e?) = 8530 km, r = p/(1 + ecosv) = 7414 km, a Qr,; daje z
powrotem [—6045; —3490; 2500] km.

[ Wynik: orbita wsteczna, lekko eliptyczna, z perygeum 905 km nad Ziemia. j

Sprawdzenie: te same liczby podaje Curtis (rozdz. 4) dla tych danych; skrypt a2.py
wykonuje obieg elementy — wektory — elementy z doktadno$cig do 1074 v.

Przyktad 6.3
Stacja nad Polska

Stacja kosmiczna: 420 km, i = 51,64°. Pod jakim kqtem nad horyzontem widac jq z Warszawy (
52,23° N) w najlepszym przelocie?
1  Najblizszy punkt $ladu jest 0,59° na potudnie, czyli s = 0,59° - 155 - 6378 = 66 km po

powierzchni.

2 Kat $Srodkowy 0 = 0,59°; satelita jest na promieniu r, = 6798 km. Wzgledem
obserwatora: w poziomie r, sin § = 70 km, w pionie r; cos § — R = 420 km.

3 Elewacja = arctan(420/70) = 80,5°.

[ Wynik: ok. 80°: prawie w zenicie, ale nigdy dokladnie. }

Sprawdzenie: rachunek dla kulistej Ziemi; szeroko$¢ geograficzna Warszawy jest
geodezyjna, a $lad liczony geocentrycznie, co na tej szerokosci zmienia odlegtos$¢ o
ok. 20 km. WnioseKk sie nie zmienia v'.
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7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczy¢

X

»Satelita krazy nad rownikiem, a nachylenie mowi, jak bardzo sie od niego oddala.”

Plaszczyzna kazdej orbity (bez zaburzen) przechodzi przez Srodek Ziemi, wiec rzut toru
na sfere to koto wielkie: orbita przecina ptaszczyzne réwnika dwa razy na obieg.
Nachylenie méwi, jak daleko na péinoc i potudnie siega $lad.

x ,S$lad naziemny przesuwa sie, bo orbita sie obraca.”

Orbita (bez zaburzen) stoi w przestrzeni; obraca sie Ziemia pod nia. Splaszczenie Ziemi
rzeczywiscie obraca orbite, ale duzo wolniej (lekcja 3).

x ,Anomalia srednia to sredni kat.”

To miara czasu w radianach: kat, jaki zakres$litby satelita poruszajacy sie jednostajnie z
tym samym okresem. Zgadza sie z v tylko w perygeum, apogeum i na orbicie kotowe;.

x ,Metoda symplektyczna jest doktadniejsza.”

Jest wierniejsza jakosciowo (energia nie dryfuje), ale jej btad fazy moze by¢ duzo
wiekszy niz w metodzie wyzszego rzedu.

x ,Elementy z TLE wstawiam do rownania Keplera.”

To elementy $Srednie modelu SGP4; bez SGP4 wynik jest btedny o kilometry do dziesigtek
kilometréw.

s Zadania do przemyslenia
Te zadania wymagaja wiecej my$lenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 Zbiezno$¢ Newtona. Dlaczego metoda Newtona dla rownania Keplera zawsze zbiega
== przy starcie Fy = m, a przy Ey = M ie bliskim 1 potrafi skakac?
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2 Czas do tego samego miejsca. Satelita na orbicie o okresie 92,97 min przelatuje nad
== punktem na rowniku. Kiedy nastepny raz przeleci doktadnie nad nim, pomijajac
splaszczenie Ziemi?

3 Dlaczego atan2. W kroku 3 algorytmu zamiast arccos z warunkiem mozna uzy¢ {2 =
«= atan2(n,,n,;). Czy podobnie da sie policzy¢ v i w? Co jest zaleta atan2 numerycznie?

4 Molnia a GEO. Rosja ma wiekszo$¢ terytorium na szerokosciach powyzej 55°. Wyjasnij,
== czemu do lacznosci uzywa orbit Molnia zamiast geostacjonarnej, i co jest cena.

5 Trzy obserwacje Gaussa. Obserwacja z Ziemi daje tylko kierunek (dwa katy), nie
=== odleglo$¢. Dlaczego do wyznaczenia orbity wystarcza trzy obserwacje?

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

14 °
9 Sprawdz sie
Odpowiedz w my$lach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

1 Wymien sze$¢ klasycznych elementéw orbitalnych.

a, e, 1,2, wiv (albo M, albo czas przelotu przez perygeum).

2 Kiedy (2 nie jest okreslone? A w?

2 dla orbit rownikowych (i = 0 lub 180°); w dla kotowych (e = 0).

3 Napisz ré6wnanie Keplera.

M =FE —esinE, M =n(t —tp).

4 Do jakiej szeroko$ci siega $lad orbity o nachyleniu 3?

+i (dlai > 90°: £(180° — ).

5 Dlaczego $lad przesuwa sie na zachéd?

Ziemia obraca sie na wschod o wgT W czasie jednego obiegu.
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6 Cozachowuje metoda symplektyczna, a czego nie?

Trzyma ograniczony blad energii przez bardzo diugi czas; nie gwarantuje matego btedu
fazy.
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10 Karta wzorow i co dalej

4 N
ELEMENTY I WEKTORY CZAS I SLAD
n=1zxh,cosi=h,/h M=n(t—t,) =E —esinE,n=+/u/a®
cosQ = ng/n (n, < 0= 360" — Q) tan% = y/1<tan £, r = a(1 — ecos E)
cosw =n-e/(ne) (e; < 0= 360° — w) Newton: Ej.; = E; — El—f:sz;M

cosv =e-r/(er)(r-v<0= 360" —v) sin ¢ = sin i sin u, przesuniecie $ladu wgT

r — Qrpf, Q = R3(Q)R1 ('L)R3(w) na Obieg
we = 7,292 - 1075 rad/s, doba gwiazdowa
86 164 s

Do przeczytania

* Obowiazkowo: H. D. Curtis, Orbital Mechanics for Engineering Students, rozdz. 3 (polozenie w
funkcji czasu, rownanie Keplera) i 4 (orbity w przestrzeni, elementy, $lad naziemny).

¢ Dla chetnych: E. Hairer, C. Lubich, G. Wanner, Geometric Numerical Integration (Springer),
rozdz. I (eksperymenty z problemem Keplera) i IX (wyjasnienie, dlaczego metody
symplektyczne zachowuja energie); D. A. Vallado, Fundamentals of Astrodynamics and
Applications: algorytmy z wszystkimi przypadkami szczegdlnymi i SGP4.

4 )
Elementy orbitalne sq state tylko w idealnym swiecie dwdch punktow. Ziemia jest sptaszczona, ma
atmosfere, a Storice i Ksiezyc tez ciggnq. Kolejna lekcja pokazuje, jak te zaburzenia powoli

zmieniajq elementy i jak inzynierowie zamieniajq je w narzedzie: orbita heliosynchroniczna

istnieje tylko dlatego, ze Ziemia nie jest kulq.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1. Nachylenie powyzej 90° oznacza ruch wsteczny: rzut predkosci na ptaszczyzne roéwnika jest
skierowany na zachéd. Slad siega szeroko$ci 180° — 98° = 82°. Takie nachylenia maja orbity
heliosynchroniczne (lekcja 3 Perturbacje: sptaszczenie Ziemi, orbita heliosynchroniczna i opér).

2. Orbita jest kotowa i rownikowa: nie istnieje ani perygeum (w), ani linia weztéw (2). Zostaja a (ie = 0,
1 = 0), a potozenie podaje sie jedna liczba, dtugoscia prawdziwa £ = Q2 + w + v, mierzona od osi z.
Satelity geostacjonarne opisuje sie w praktyce elementami ,,ekwinoktialnymi”, ktdre nie maja tych
osobliwosci.

3. h = 58311 km?/s; cosi = h,/h = —0,893, i = 153,2° (orbita wsteczna). Wektor weztéwn =z x h =
[—hy; hg; 0] = [—6670; —25385; 0]; Q@ = atan2(—25 385, —6670) = 255,3° (trzecia ¢wiartka: sam arccos
datby 104,7°).

Zadania - czesc 2

1. Krok 41 5 dziela przez e. Dla orbity kotowej przyjmuje sie w = 01 liczy argument szeroko$ci u: cos u =
n-r/(nr), zwarunkiemr, < 0 = u = 360° — u. W praktyce przy bardzo matym e (np. 10~ %) wiv sg
osobno zle uwarunkowane, ale ich suma u jest doktadna.

2.7 = 7414 km, v = 11,95 + 43,80 + 6,42 = 62,17 km?/s2. £ = 31,08 — 53,76 = —22,68 km?/s?, a =
—1/(2¢) = 8788 km.

3.e=0,171.cosw =n-e/(ne) = (611 + 3610)/(26 247 - 0,1712) = 0,939, w = 20,1° (e, > 0, wiec bez
poprawki). cosv = e - r/(er) = (554 + 496 + 66)/(0,1712 - 7414) = 0,879, v = 28,4° (r - v = 4133 > 0).
Razem z zadaniem 1.3: ¢ = 8788 km, e = 0,171, ¢ = 153,2°, Q = 255,3°, w = 20,1°, v = 28,4°.

Zadania - czesc 3

1. tan(v/2) = /1,3/0,7 tan(0,64405) = 1,3628 - 0,7509 = 1,0233, v = 91,3°. r/a = 1 — 0,3 cos 1,28809 =
0,916. W 16% okresu (M = 1 rad) satelita przeby! ponad ¢wieré kata pelnego: przy perygeum leci
szybciej.

2.tan(E/2) = ,/0,2717/1,7283 tan 45° = 0,3965, E = 0,7549 rad; M = E — esin E = 0,7549 — 0,7283 -
0,6852 = 0,2559 rad. t = M /n = 0,2559/(1,657 - 10~*) = 1544 s = 25,7 min. Cwier¢ kata pelnego w 4%
okresu.

3. Czas od perygeum do v = 90°: tan(E/2) = ,/0,26/1,74 = 0,3866, E = 0,7378, M = 0,7378 — 0,74 -
0,6727 = 0,2400 rad, czyli 0,2400/27 = 3,8% okresu. Blizsza potowa trwa 2 - 3,8% = 7,6%, dalsza 92,4%
111,05 h z 11,96 h. Dlatego Molnia ,wisi” nad wysokimi szerokosciami péinocnymi.

Zadania - czesc 4

1.T = 2mw4/6798% /. = 5578 s = 92,97 min, 86 400/5578 = 15,49 obiegu na dobe. Przesuniecie: wgT =
7,292 - 1075 - 5578 = 0,4068 rad = 23,3° na zachéd.

2.T = 86164/16 = 5385 s, a = (uT?/47%)'/® = 6640 km, wysoko$¢é 262 km. Na takiej wysokosci op6r
atmosfery skraca zycie orbity do dni lub tygodni (lekcja 3), wiec satelita musiatby stale pracowa¢d
silnikiem.

2 - Elementy orbitalne, rownanie Keplera i $lad naziemny 18720


http://127.0.0.1:39027/pl/astro/3/

3. Szeroko$¢ oscyluje miedzy +10° z okresem doby. Diugos¢ tez oscyluje, bo rzut ruchu na réwnik nie
jest jednostajny: kat w ptaszczyznie rownika spelnia tan X' = cosi tanu, wiec X' — u zmienia sie z
amplituda ok. i?/4 = 0,0076 rad = 0,44°, dwa razy na dobe. Slad to waska 6semka z przecieciem na
rowniku, +10° wysokosci i ok. +£0,44° szerokosci.

Zadania - cze$¢ 5

1. W pierwszym kroku (start na orbicie kolowej) a L v, wiec |v1|? = v? + At?a® > v?i|ry|> =72 +
At?v? > r2, Ogélniej: ruch po okregu to dwa sprzezone oscylatory, a metoda Eulera mnozy amplitude
oscylatora w kazdym kroku przez /1 + (nAt)? > 1. Energia ro$nie systematycznie i satelita odlatuje
po spirali na zewnatrz. Zamiana kolejnosci (najpierw predkosé, potem potozenie z nowa predkosdcia,
czyli pétjawny Euler) daje metode symplektyczna z ograniczonym btedem energii.

2. Blad fazy metody skokowej oc At?: czterokrotnie mniejszy krok zmniejsza go 16 razy, z 251° do ok. 16°
(symulacja: 19°). To wciaz ok. trzy razy wiecej niz RK4 z 200 krokami (6,7°), przy tym samym koszcie
obliczen. Przy wymaganiu wysokiej doktadnosci metoda wyzszego rzedu wygrywa: podwojenie
krokéw RK4 zmniejsza blad 16 razy (przy 400 krokach 0,2°), metody skokowej tylko 4 razy.

Zadania do przemyslenia

1. 1.f(E)=FE —esinE—Mma f' =1—ecosE > 0 (rosnaca)i f’ = esin E, ktére na (0, ) ma staly znak.
Funkcja rosnaca i wypukta na przedziale z pierwiastkiem: start z tej strony, gdzie f i f” maja ten sam
znak, daje ciag monotoniczny, bez przeskokéw. Dla M € (0, 7) to Ey = .

2.Przy Ey = M blisko zeraie — 1: f'(M) = 1 — e cos M jest prawie zerem, wiec pierwszy krok —f/f’ jest
olbrzymi i moze wylagdowac daleko za pierwiastkiem.

2. 1.Po k obiegach $lad przesunal sie o k - 23,31°. Doktadny powrdt nad ten sam punkt (w tym samym wezle)
wymaga, zeby k - 23,31° bylo wielokrotnoscig 360°. Przy okresie niewspotmiernym z doba to sie nigdy nie
zdarza: $lad z czasem gesto pokrywa caty pas szerokos$ci 4.

2. Prawie-powtdrzenia: 360°/23,31° = 15,45; najlepsze bliskie catkowitym wielokrotnoéci to k = 139
obiegow (ok. 9 déb, btad 0,43°, czyli ok. 50 km na réwniku) i k = 278 (18 ddb, 0,87°). Satelity obserwacyjne
dobiera sie tak, zeby powtarzalno$¢ byta dokladna (np. 15 obiegéw w dobie gwiazdowej), z poprawka na
splaszczenie Ziemi z lekcji 3.

3. 1.Tak:v = atan2 ((e xr)-h, e- r) ianalogicznie w z n i e. Sinus ze znakiem bierze sie z iloczynu
wektorowego rzutowanego na normalna.

2. arccos ma nieskonczona pochodna przy +1: dla katéw bliskich 0° i 180° maty btad zaokraglenia
argumentu daje duzy blad kata (a argument nieco powyzej 1 daje NaN). atan? jest dobrze uwarunkowany
dla wszystkich katow.

4. 1. Satelita GEO jest nad rownikiem: z szerokos$ci 70° wida¢ go tylko kilkanascie stopni nad horyzontem albo
wcale. Motlnia z apogeum nad pé6tkula péinocna spedza 92% okresu w dalszej potowie orbity, wysoko na
niebie nad Rosja.

2. Cena: satelita sie porusza, wiec anteny musza go sledzié, a ciagtosc tgcznosci wymaga 3-4 satelitéw na
przesunietych orbitach. Orbita przecina tez pasy radiacyjne, a perygeum jest niskie. Argument perygeum
270° wybiera sie nie bez powodu: przy ¢ = 63,4° sptaszczenie Ziemi go nie obraca (lekcja 3).

5. 1. Orbita ma sze$¢ niewiadomych (elementy, w tym czas przelotu przez perygeum). Kazda obserwacja daje
dwa katy i znany czas: trzy obserwacje to sze$¢ rownan.

2. Réwnania sg silnie nieliniowe, dlatego Gauss sprowadzit je do jednego réwnania na odlegto$¢ w
srodkowej obserwacji, rozwiagzywanego iteracyjnie. Przy krotkim tuku orbity uktad jest zle
uwarunkowany: mate btedy pomiaru daja duze biedy elementéw, co Gauss tagodzit metoda
najmniejszych kwadratow, kiedy przybywato obserwacji.

2 - Elementy orbitalne, rownanie Keplera i $lad naziemny 19/20



Astronautyka - Lekcja 2: Elementy orbitalne, réwnanie Keplera i $lad naziemny - Zrédta: H. D. Curtis, Orbital Mechanics for Engineering Students (rozdz. 3-4);
C. A. Kluever, Space Flight Dynamics (Wiley); E. Hairer, C. Lubich, G. Wanner, Geometric Numerical Integration (Springer, rozdz. I i IX). Wszystkie liczby
policzone na nowo (tools/verify/a2.py).
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