ASTRONAUTYKA

Zagadnienie dwach

1

ciati rownanie orbity

W fizyce (lekcja 5) orbity pojawily sie jako prawa Keplera i bilans
energii. Tu wyprowadzamy je od poczatku jako rozwigzanie
réwnania ruchu: dwa ciata sprowadzamy do jednego,
znajdujemy trzy wielkosci, ktére sie nie zmieniaja, i z nich
dostajemy réwnanie orbity bez catkowania. Na koficu umiemy z
potozenia i predkosci satelity w jednej chwili policzy¢ calg jego
orbite, a obliczenie sprawdzamy symulacja numeryczna.
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o Prolog: armata Newtona

W pracy O systemie swiata, pomyslanej jako popularna czes¢ Principiow, Newton narysowat gore
tak wysoka, ze wystaje ponad powietrze, i armate na jej szczycie. Kula wystrzelona stabo spada
blisko. Wystrzelona mocniej spada dalej, bo Ziemia zakrzywia sie pod nia. Przy pewnej predkosci
kula spada tak samo szybko, jak zakrzywia sie Ziemia, i nigdy nie dolatuje do ziemi: okraza ja.
Przy jeszcze wiekszej predkosci tor staje sie elipsa, a w koncu kula ucieka.

Ten obrazek zawiera wszystko, co jest w tej lekcji: orbite wyznacza wylacznie potozenie i
predkos¢ w jednej chwili. Satelita nie ,wie”, na jakiej jest orbicie; w kazdej chwili po prostu spada.

Pytanie na start. Armata na wysokosci 300 km strzela z predkosciq 8 km/s, raz poziomo, raz 10° nad
poziom. Predkosc jest ta sama, wigc energia tez. Czy obie kule okrqzq Ziemie? Odpowiedz w czesci 3.

1 Dwa ciata, jedno rdwnanie

Dwa ciala o masach m; i my w polozeniach ry, rp przyciagaja sie zgodnie z prawem grawitacji
(fizyka, lekcja Dziat 5: Grawitacja i orbity). Oznaczmyr =rs —r;ir = |r|:

Gmamsy . Gmimy
3 I, mory = — 3

myt) =

T r

Dodanie réwnan daje mir; + mars = 0: Srodek masy porusza sie ruchem jednostajnym (fizyka,
lekcja Dzial 3: Ped, zderzenia i Srodek masy). Odjecie (po podzieleniu przez masy) daje rownanie
ruchu wzglednego:

4 N
st ZAGADNIENIE DWOCH CIAL

i‘:—ﬁr, w = G(mi + my).
Ruch ciala 2 wzgledem ciala 1 jest taki, jakby ciato 1 bylo nieruchome i mialo mase
m; + m,. Dla satelity Ziemi m, jest pomijalne: ug = 398 600 km®/s* (znane duzo
doktadniej niz osobno G i masa Ziemi).

o J

Oba ciata kraza wokét sSrodka masy po podobnych krzywych, zmniejszonych w stosunku mas:

m2
my+mo

m1
my+my

r=— r,ry = r (w ukltadzie srodka masy). Dla Ziemi i Ksiezyca srodek masy lezy 4671

km od $rodka Ziemi, czyli wewnatrz Ziemi. To wlasnie dlatego Ziemia kotysze sie co miesiac.
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SYMULACJA 1 Dwa ciala wokét wspdlnego srodka masy. Zmien stosunek mas i
mimosroéd orbity wzglednej. Przerywana linia to orbita ciata 2 widziana z ciala 1: to ja
opisuje réwnanie ¥ = —pur/r3.

— ciato 1 (ciezsze) — ciato2 = = ruch wzgledny: ciato 2 wokoét ciata 1
odlegtosc srodka masy od ciata 1 23,1% odlegtosci ciat predkosc ciata 1/ ciata 2 0,30

B/ (Gmy)=1+my/m; 1,30 okres (tensamdlaobu) T = 2nv(a3/p)

Oba ciata kraza wokét srodka masy po elipsach podobnych do orbity wzglednej, zmniejszonych w
stosunku mas. Linia tagczaca zawsze przechodzi przez srodek masy.

Stan na rysunku: mz2/m:1 = 0,30, e = 0,40; S$rodek masy w 23,1% odlegtosci od ciata 1.

/. ZADANIA - CZESC 1 3 zadania - ok. 20 min

1 Masa Ksiezyca to 1/81,3 masy Ziemi, a Srednia odlegtos¢ 384 400 km. Gdzie lezy srodek
«  masy ukladu? Jak gteboko pod powierzchnig Ziemi (promien 6378 km)?

2 Jowisz ma mase 1/1047,6 masy Stonica i krazy w odlegtosci 778,5 mln km. Czy $rodek
== masy ukladu Stonce-Jowisz lezy wewnatrz Stofica (promien 696 000 km)?
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3 Gdyby w obliczeniu okresu Ksiezyca uzy¢ samego Gmyz zamiast G(mz + mg), o ile
= pomyliliby$Smy sie w okresie 27,32 doby?

moopodstawowe  meo Srednie maa feynmanowskie

2 Trzy state ruchu

Réwnanie t = —ur/r? to trzy sprzezone réwnania drugiego rzedu. Nie trzeba ich catkowaé:
wystarcza wielkos$ci, ktore sie nie zmieniaja.

Moment pedu. Niech h = r x v (moment pedu na jednostke masy). Wtedy h=vxv+rxi=0,
bo przyspieszenie jest rownolegle do r. Staly kierunek h oznacza, ze ruch odbywa sie w jednej
plaszczyznie. Stata dtugo$é h = r2v to drugie prawo Keplera: pole zakreslane w jednostce czasu
wynosi h/2.

112

Energia. Mnozac réwnanie skalarnie przez v, dostajemy % (7 — %) = 0. Stala

v?
2

E =

RERS

to energia mechaniczna na jednostke masy (energia wtasciwa). Ujemna oznacza ruch
ograniczony, dodatnia ucieczke.

Wektor mimosrodu. Trzecia stala jest mniej znana. Policzmy pochodna v x h:

d .. o d/r
a(vxh):rxh:—ﬁrx(rXV):uﬁ(;),

gdzie ostatnia réwnos$¢ to rachunek z rozwinieciem podwdjnego iloczynu wektorowego (zadanie
2.2). Stad staty wektor

e I
63 STALE ZAGADNIENIA DWOCH CIAL

’02

2

h=rxv, €=

S I=
<
X
=
I~

Wektor e lezy w plaszczyznie orbity i wskazuje perycentrum (najblizszy punkt
2eh?
p*
- J

orbity). Nie wszystkie siedem liczb jest niezaleznych:e-h = 0ie? = 1 +

Wektor e nazywa sie tez wektorem Laplace’a-Rungego-Lenza. Jego stato$¢ to szczegdlna wlasnosé
potencjatu 1/r: w polu centralnym o innej zaleznosci od odlegtosci perycentrum powoli sie
obraca (wyjatkiem jest jeszcze tylko pole sprezyny, F' « r; twierdzenie Bertranda). Sptaszczona
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Ziemia (lekcja 3 Perturbacje: sptaszczenie Ziemi, orbita heliosynchroniczna i opér) daje pole,
ktdre nie jest nawet centralne, i tez obraca perycentrum.

/. ZADANIA - CZESC 2 3 zadania - ok. 25 min

1 Stacja kosmiczna krazy po orbicie kolowej o promieniu 6778 km z predkoscia 7,669
=« km/s. Ile wynosi h i jakie pole zakresla promien wodzacy w ciggu sekundy?

2 Pokaz, ze —4r x (rxv) =pd (E).Skorzystajza x (b x c) =b(a-c) —c(a-b)ir-v=

o rr.

3 Satelita na wysokos$ci 300 km (r = 6678 km) leci poziomo z predkoscia 8 km/s. Policz h, €
= jzniche.

moopodstawowe  mao Srednie maa feynmanowskie

3 ROwnanie orbity i krzywe stozkowe

Pomnézmy definicje e skalarnie przez r. Poniewazr - (v x h) = (r x v) - h = h?, dostajemy
recosv = h®/u — r, gdzie v to kat miedzy e a r, czyli anomalia prawdziwa:

e I
58 ROWNANIE ORBITY

p h?
r=— p=—.
1+ ecosv 7
To réwnanie krzywej stozkowej we wspolrzednych biegunowych z ogniskiem w srodku
przyciagania (matematyka, lekcje 0.4 Geometria analityczna i krzywe stozkowe i 3.2
Wspéirzedne biegunowe, walcowe i sferyczne): e = 0 okrag, 0 < e < lelipsa,e =1
parabola, e > 1 hiperbola. Parametr p to promien przy v = 90°.

Elipsa: a = %, perycentrum r, = a(1 — e), apocentrumr, = a(l+e€), a = —2ﬁ.
—e £
N J

Predkos¢ rozktada sie na sktadowa prostopadia do promienia, v, = h/r = £(1+ ecosv), i
radialng, v, = 7 = Yesinv. Kat miedzy predkoscia a lokalnym poziomem (prostopadia do r) to kat
toru lotu:

¢ v, esinv
any=——=——.
v 1+ ecosv
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W perycentrum i apocentrum v = 0: tylko tam predkos¢ jest pozioma. Odpowiedz na pytanie z

prologu: kula wystrzelona poziomo z 8 km/s ma perygeum w punkcie startu i apogeum na
wysokosci 1340 km. Kula wystrzelona 10° nad poziom ma te sama energie (ten sam a), ale
mniejszy moment pedu (h = rv cosy), wiec wieksze e = 0,188 i perygeum 531 km pod
powierzchnia Ziemi. Najpierw sie wzniesie, potem spadnie na Ziemie, zanim okrazy ja raz.

SYMULACJA 2 Orbita z jednego punktu: wysokos$é, predkosé i kat toru lotu. Ciagta linia

to dalszy lot satelity; jesli orbita przecina Ziemie, cze$¢ za punktem uderzenia jest
przerywana. Strzatka e wskazuje perygeum. Wiacz catkowanie numeryczne, zeby
sprawdzié, ze rOwnanie orbity i rdwnanie ruchu dajg to samo.

perygeum

-
1%

apogeum
— stozkowa z réwnania orbity —— catkowanie numeryczne RK4 — wektor mimosrodu (do perygeum)
energia wtasciwa e —-27,69 km?/s? mimosréd e 0,0723 wielka potos a 7198 km

perygeum (wysoko$c) 300 km apogeum (wysokosc) 1340 km okres 101,3 min

v_kot / v_ucieczki tutaj 7,726 / 10,926 km/s

Elipsa: ognisko w $rodku Ziemi, wektor mimosrodu wskazuje perygeum. Start poziomy szybciej niz
kotowa: start w perygeum.

Stan na rysunku: h = 300 km, v = 8,00 km/s, y = 0°; € = -27,69 km?/s?, e = 0,0723,
= 6678 km (4 = 398 600 km3/s2?2, R = 6378 km).
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/. ZADANIA - CZESC 3 3 zadania - ok. 25 min

1 Orbita typu Molnia ma a = 26 554 km i e = 0,74. Na jakich wysokos$ciach sa perygeum i
= apogeum? Jaki jest okres?

2  Orbita przejsciowa do geostacjonarnej (GTO) ma perygeum 250 km i apogeum na
«=  wysoko$ci orbity geostacjonarnej (r, = 42164 km). Policz e i kat toru lotu przy v = 90°.

3 Przy jakiej anomalii prawdziwej kat toru lotu na elipsie jest najwiekszy i ile wynosi?
== Policz dla GTO.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

4 Vis-viva i predkosci charakterystyczne

Polaczenie € = v2/2 — p/r ze = —p/(2a) daje najczesciej uzywany wzor astronautyki:

~ )
58 ROWNANIE VIS-VIVA I PREDKOSCI CHARAKTERYSTYCZNE

2 1

(1)
T a

Kotowa: vj, = y/u/r. Ucieczki: v, = 1/2u/r = v/2v;,. Hiperbola: v* = v2 + v2 , gdzie v, =

2e = (3 (energia charakterystyczna, km?*/s?).

Okres elipsy (z pola wab i statej predkosci polowej h/2): T = 2m+/a?/p.
N\ J

Wybrane liczby dla Ziemi: na wysokosci 200 km v, = 7,78 km/s i T' = 88,5 min; na 400 km 7,67
km/s i 92,6 min; predko$¢ ucieczki z powierzchni 11,18 km/s. Orbita geostacjonarna ma okres
réwny dobie gwiazdowej (86 164 s), stad r = 42 164 km, 35 786 km nad réwnikiem, i v = 3,07 km/s.

Hiperbola ma ujemne a (wzory z a dzialaja dalej, jesli pilnowac¢ znaku) i dwie asymptoty pod
katem v, = arccos(—1/e) od perycentrum. Kierunek predkosci obraca sie w czasie przelotu o kat
0 = 2arcsin(1/e): to podstawa asysty grawitacyjnej (lekcja 8 Asysta grawitacyjna).

/. ZADANIA - CZESC 4 3 zadania - ok. 25 min

1 Policz promieni orbity geostacjonarnej z okresu 86 164 s i . = 398 600 km®/s*. Dlaczego
= nie86400s?
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2 Ile trzeba doda¢ predkosci satelicie na orbicie kotowej 400 km, zeby uciekt z pola Ziemi
- (impulsowo, w kierunku ruchu)?

3 Sonda na wysokosci 300 km leci poziomo z predko$cia 11,5 km/s. Policz v, Cs,
==  mimos$rdd i kat obrotu predkosci §.

moopodstawowe  meo Srednie sas feynmanowskie

5 Od potozenia i predkosci do orbity

Radar albo GPS podaje potozenie i predko$¢ satelity w jednej chwili. Z nich state ruchu
wyznaczaja orbite od razu:

4 N
58 ALGORYTM (R,V) — ORBITA

lLh=rxv, e=v2/2—p/r, e=v xh/u—r/r.
2.e=lel,p=h?/u;jedlie # 1:a = —pu/(2¢).

3. Anomalia prawdziwa: cosv = e - r/(er); znak v jak znak r - v (oddalanie sie od

perycentrum to v > 0).
N\ J

Algorytm sprawdzamy, catkujac rownanie ruchu numerycznie (matematyka, lekcja 6.2 Metody
numeryczne: Python i C++) i poréwnujac tor z réwnaniem orbity. Catkowanie RK4 ze stalym
krokiem dla orbity z perygeum 300 km i e = 0,072: przy 100 krokach na okres satelita po 10
okresach jest 0,9 km od miejsca, w ktorym powinien by¢; przy 300 krokach 5 m. State h, ¢, e
zachowuja sie do 6 cyfr przy 100 krokach, do 9 przy 300. To jest tez spos6b na wykrycie btedu w
kodzie: jesli stala ruchu dryfuje szybciej niz btad metody, biad jest w réwnaniach.
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Python - orbita z potozenia i predkosci, sprawdzenie numeryczne

import numpy as np
mu = 398600.4418 # km3/s?

def orbita(r, v):
h = np.cross(r, v); R = np.linalg.norm(r)
eps=v@v/2-mu/R
e = np.cross(v, h) /mu - r /R
nu = np.arccos(e @ r / (np.linalg.norm(e) * R))
ifr@v<0: nu=-nu # zblizamy sie do perycentrum
return np.linalg.norm(h), eps, e, -mu / (2 * eps), np.degrees(nu)

def f(x): #x=[r, v]
r = x[:3]; return np.r [x[3:], -mu * r / np.linalg.norm(r)**3]

def rk4(x, dt):

kl = f(x); k2 = f(x + dt/2*kl); k3 = f(x + dt/2*k2); k4 = f(x + dt*k3)
return x + dt/6*(kl + 2*k2 + 2*k3 + k4)

r = np.array([7000.0, -1200.0, 0.0]); v = np.array([1.5, 7.6, 0.0])

print(orbita(r, v)) # h, €, wektor e, a, v

X =np.r_[r, v]

for k in range(1000): x = rk4(x, 10.0) # 10 000 s lotu

print(orbita(x[:3], x[3:1)) # te same h, €, e, a; inne v

/. ZADANIA - CZESC 5 2 zadania - ok. 25 min

1 Satelita mar = [7000; —1200; 0] km i v = [1,5; 7,6; 0] km/s. Policz h, a, eiv.

2  Dla orbity bardzo bliskiej parabolicznej ¢ ~ 0. Ktory wzor z algorytmu przestaje dziatac,
== aktory dziata nadal? Jak opisaé taka orbite?

moopodstawowe  mao Srednie maa feynmanowskie

1 - Zagadnienie dwoch ciat i réwnanie orbity 10/18



6 Metoda i przyktady rozwigzane

‘= METODA: ZADANIE Z ORBITA
1. Co jest dane w jednym punkcie? r, v, v (albo wektory) wystarcza do wszystkiego.
2. Energia ¢ daje a (rodzaj orbity, okres). Moment pedu h = rv cosy daje p.

3. Mimos$rod z e = 1 + 2eh?/u? albo z wektora e; r, = p/(1+€), 7 = p/(1 —€).

4. Sprawdzenie: czy r, > R (orbita nie przecina planety), czy v z vis-viva zgadza sie w

drugim punkcie, czy h = rpv, = r,0,.

Przyktad 6.1

Strzat poziomy z 300 km

Satelita na wysokosci 300 km ma predkosc poziomaq 8,0 km/s. Wyznacz apogeum, okres i predkos¢

w apogeum.
1 r=6678km,e = —27,690 km*/s% a = —p/(2¢) = 7198 km.

2  Start poziomy szybciej niz kotowa (7,73 km/s), wiec to perygeum: v, = 2a — r, = 7718
km, wysoko$¢ 1340 km; e = (r, —r,)/(r, +1,) = 0,072.

3 T =2my/a*/p=101,3 min; v, = h/r, = 53425/7718 = 6,92 km/s.

[ Wynik: apogeum 1340 km, okres 101 min, w apogeum 6,92 km/s. j

Sprawdzenie: vis-viva w apogeum: /u(2/7718 — 1/7198) = 6,92 km/s v.
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Przyktad 6.2

Ten sam strzat,

10°

w gore

Te same 300 km i 8,0 km/s, ale v = 10°. Czy satelita okrqzy Ziemie?

1 Energiatasama: a = 7198 km. Moment pedu mniejszy: h = 6678 - 8 cos 10° = 52613
km?/s, p = h?/p = 6945 km.

2 e=+/1—p/a=+/1-6945/7198 = 0,188; 7, = a(1 — e) = 5847 km.

3 1, < R=6378 km: perygeum lezy 531 km pod powierzchnia. Punkt startu ma v =
77,7° (wznosi sie), osiagnie apogeum (r, = 8549 km) i spadnie.

[ Wynik: nie; tor przecina Ziemie przed pierwszym okrazeniem. ]

Sprawdzenie: cosv = (p/r — 1)/e = (6945/6678 — 1) /0,188 = 0,213, v = 77,7°;
tany = esinv/(1 + ecosv) = 0,176, v = 10,0° v. Wniosek praktyczny: rakieta musi
wejs$¢ na orbite prawie poziomo, stad zakret grawitacyjny w lekcji 4 Rakieta na
orbite: rOwnanie rakietowe, stopniowanie i zakret grawitacyjny.
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Przyktad 6.3
Ucieczka z nadmiarem

Sonda startuje z orbity 300 km z predkosciq 11,5 km/s. Z jakq predkosciq opusci pole Ziemi i jak
zakrzywi sie jej tor?

1 e=11,52/2 — 398600/6678 = 66,13 — 59,69 = 6,44 km?/s? > 0: hiperbola.
2 e = V2e = 3,59 km/s, C3 = 12,9 km?/s2.

3 e=1+rpi/u=1+6678-12,88/398600 = 1,216; asymptota pod ve, =
arccos(—1/e) = 145,3° od perycentrum.

Wynik: v, = 3,59 km/s; daleko od Ziemi sonda leci w kierunku obréconym o 145° od
kierunku perygeum.

Sprawdzenie: e = 1 + r,v% /uwynikazr, = a(l —e)ia = —p/v?;zgadzasieze =
rpvf, /u—1=1,216 v. Energie tego rzedu, C; ok. 8-16 km?/s® zaleznie od roku startu,
sa potrzebne sondom lecacym na Marsa (lekcja 7 Sfery wplywu i podréz
miedzyplanetarna).

7 Btedne intuicje, ktorych trzeba sie oduczyc

x  ,Na orbicie nie ma grawitacji.”

Na wysoko$ci 400 km przyspieszenie grawitacyjne to 89% wartosci przy powierzchni.

Astronauci sa w stanie niewazkosci, bo spadajg razem ze stacja.

x ,Wieksza predkos¢ zawsze oznacza wyzszg orbite.”

Wieksza energia oznacza wieksza p6tos, ale kat toru lotu decyduje o mimosrodzie: ta
sama predko$¢ skierowana stromo moze dac¢ orbite, ktéra przecina Ziemie (przyktad
6.2).

x  Satelita krazy wokot srodka Ziemi.”

Wokot wspdlnego srodka masy, choc dla satelity réznica jest nie do zmierzenia. Dla
Ksiezyca nie jest: Srodek masy lezy 4671 km od $rodka Ziemi.
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x  Predkos¢ ucieczki trzeba miec, zeby polecie¢ w kosmos.”

Do orbity okoloziemskiej wystarczy ok. 7,8 km/s, a sama wysoko$¢ wymaga duzo mnie;j.
Predko$¢ ucieczki to prog energii, przy ktérym orbita przestaje by¢ zamknieta.

x  ,Satelita na orbicie eliptycznej przyspiesza silnikiem w perygeum.”

Przyspiesza bez silnika: spadajac ku Ziemi, zamienia energie potencjalng na kinetyczna.
Energia mechaniczna jest stata.

s Zadania do przemyslenia

Te zadania wymagaja wiecej mys$lenia niz liczenia.

/. ZADANIA DO PRZEMYSLENIA 5 zadan - ok. 1,5 godziny

1 Ile liczb opisuje orbite? State h, ¢, e to siedem liczb, a stan (r, v) ma sze$¢. Ile
== niezaleznych stalych ruchu ma zagadnienie dwéch ciat i czego brakuje, zeby z nich
wyznaczy¢ poltozenie satelity?

2  Spadek prosto w dol. Kamien puszczony z wysokosci bez predkosci poziomej spada
«=»  wzdluz prostej. Jak to pogodzi¢ z twierdzeniem, ze orbita w polu 1/r jest krzywa
stozkowa z ogniskiem w Srodku Ziemi?

3 Hodograf. Pokaz, ze koniec wektora predkosci (z poczatkiem w zerze) zakresla okrag o
e promieniu u/h, przesuniety o ue/h od srodka. Co to méwi o predkosci w perycentrum i
apocentrum?

4 Nieco inna grawitacja. Gdyby sita malata jak 1/r2%, ktére state ruchu nadal by
==> obowiazywaly, a co by sie stalo z orbita?

5 Energia a kat toru. Dla zadanej wysokosci startu i predkosci wiekszej od kolowej istnieje
=== najwiekszy kat toru lotu, przy ktérym orbita jeszcze nie przecina Ziemi. Jak go
wyznaczyé?

moopodstawowe  mao Srednie saa feynmanowskie
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9

Sprawdz sie

Odpowiedz w myslach, zanim rozwiniesz odpowiedz.

e 3
1 Cooznacza y w zagadnieniu dwoch cial?
pu = G(my + my), dla satelity praktycznie Gmg = 398 600 km?/s®.
- J
e 3
2 Jakie sa trzy stale ruchu i co z kazdej wynika?
h: ptaski ruch i prawo poél; e: wielko$¢ orbity (a); e: ksztalt i kierunek perycentrum.
- J
e A
3 Napisz ré6wnanie orbity.
r=p/(1+ecosv),p= h?/pu.
- J
e A
4  Napisz rownanie vis-viva.
v = u(2/r —1/a).
- J
e a
5 Gdzie na orbicie predko$¢ jest pozioma?
Tylko w perycentrum i apocentrum (v = 0).
- J
e A
6 Czym jest C3?
Kwadrat predkosci nadmiarowej vgo = 2¢; miara energii potrzebnej do misji poza pole
Ziemi.
- J
1 - Zagadnienie dwoch ciat i réwnanie orbity 15/18



10 Karta wzorow i co dalej

4 A
STALE RUCHU PREDKOgCI I CZASY
F = —ur/r, u= G(my +my) v? = pu(2/r — 1/a), vp = /7, ve = V20
h=rxv, e=v%/2—pu/r=—pu/(2a) v, = &(1+ecosv), v, = Lesinv
e=vxh/p—r/r, € =1+ 2eh?/pu? T =2m\/a3/u
r=p/(l+ecosv), p=h?/u=a(l—e?) hiperbola: v2, = C3 = 2¢, § = 2arcsin(1/e)
— 2

tany = esinv/(1 4+ ecosv), siny,., =€ s e=14mru5/n

Ziemia: u = 398 600 km?/s?, R = 6378 km,

GEO 42 164 km

Do przeczytania

* Obowiazkowo: H. D. Curtis, Orbital Mechanics for Engineering Students, rozdz. 2 (zagadnienie
dwoch cial, wyprowadzenie z wektorem mimosrodu i duzo przyktadéw liczbowych); C. A.
Kluever, Space Flight Dynamics, rozdz. 2.

¢ Dla chetnych: R. R. Bate, D. D. Mueller, J. E. White, Fundamentals of Astrodynamics (Dover),
rozdz. 1: klasyczny, zwiezly wyktad zagadnienia dwéch cial.

Mamy orbite jako krzywa w plaszczyznie. Brakuje dwdch rzeczy: gdzie ta ptaszczyzna lezy w
przestrzeni i gdzie na orbicie jest satelita w danej chwili. Kolejna lekcja wprowadza szes¢
elementdw orbitalnych, rozwiqzuje rownanie Keplera i rysuje slad satelity na obracajqcej si¢ Ziemi.
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+ Odpowiedzi

Zadania - czes¢ 1

1.d- 25— = 384400/82,3 = 4671 km od $rodka Ziemi, czyli 6378 — 4671 = 1707 km pod powierzchnia.

myz+myg

2.778,5 - 105/1048,6 = 742 400 km od $rodka Storica: ok. 46 000 km nad jego powierzchnia. Stofice krazy
wokot punktu poza soba; z takiego kotysania gwiazd wykrywa sie planety pozastoneczne.

3.T o p~ /2, wiec stosunek okreséw to /1 + 1/81,3 = 1,0061: okres wyszedlby o 0,61% za diugi, ok. 4
godziny. Dla satelity o masie kilku ton btad jest rzedu 10~22.

Zadania - czesc 2

1. h=rv = 6778 - 7,669 = 51 980 km?/s; pole na sekunde h/2 = 25990 km?.

2.1 x (r x v) =r(ri) — vr?, wiec lewa strona to . (¥ — :—;) Z drugiej strony 4 = ¥ — I To samo.

r r2

3. h = 6678 - 8 = 53425 km®/s; ¢ = 32 — 398 600/6678 = —27,69 km?/s®. e* = 1 + 2eh?/u? = 1 — 0,9948 =
0,0052, e = 0,072. Przy e bliskim zera wzo6r odejmuje bliskie liczby; lepiej liczy¢ e z wektora e albo z
e = rv?/p — 1 (start poziomy).

Zadania - czes¢ 3

1.7, = 26554 - 0,26 = 6904 km, czyli 526 km wysokosci; r, = 46 204 km, czyli 39 826 km wysokosci. T' =
27+/a3/u = 43060 s = 11,96 h: dwa obiegi na dobe, z dlugim ,zawi$nieciem” w apogeum nad
poinocna pétkula.

2.7, = 6628 km, e = (r, — 1) /(rq + 1p) = 0,728. Przy v = 90°: tany = e¢/1 = 0,728, v = 36,1°. Satelita
oddala sie od Ziemi, lecac pod katem ponad 36° do lokalnego poziomu.

3. Pochodna tany po v znika, gdy cosv(1 + ecosv) + esin? v = 0, czyli cosv = —e. Wtedy tany =
e/v1 — €2, czyli sin ypax = €. Dla GTO ypax = arcsin 0,728 = 46,7° przy v = 136,7°.

Zadania - czesc 4

1.7 = (uT?/47%)Y/3 = 42164 km. Satelita ma nadazaé za obrotem Ziemi wzgledem gwiazd (doba
gwiazdowa), a nie wzgledem Stonica: 86 400 s zawiera dodatkowy obrot o ok. 1°; potrzebny, bo Ziemia
przesuwa sie po orbicie.

2.Vy — U = (ﬂ —1)v, = 0,414 - 7,669 = 3,18 km/s. To mniej niz potowa predkosci orbitalnej:
najtrudniejsza czes¢ to dostad sie na orbite.

3. v, = /2p/7 = 10,93 km/s; vy, = 4/11,5%2 — 10,932 = 3,59 km/s; C3 = 12,9 km?/s®. Start w perycentrum:
e =rv?/u—1=1216.5 = 2aresin(1/1,216) = 110,7°, vy = 145,3°.

Zadania - cze$c 5

1. h = 7000 - 7,6 — (—1200) - 1,5 = 55000 km?*/s. r = 7102 km, v? = 60,01, ¢ = 30,01 — 56,13 = —26,12
km?/s®, a = 7630 km.e = v x h/p — r/r: e = 0,0736, perycentrum w kierunku —31,1° od osiz.r - v =
1380 > 0, wiec v = +21,4°: satelita minal perygeum i sie oddala.

2. a = —p/(2¢) dazy do nieskoniczonosci (i zmienia znak przy przejéciu przez parabole), wiec wszystkie
Wzory z a s zle uwarunkowane. Parametr p = h%/u i mimo$réd e sa dobrze okre$lone dla kazdej
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orbity, dlatego orbite opisuje sie przez pie (albo r, = p/(1 + €)), a nie przez a.
Zadania do przemyslenia

1. 1.Miedzy siedmioma liczbami sa dwie zaleznoéci (e - h = 0ie? = 1 + 2¢h?/u?), wiec niezaleznych jest pieé.
Opisuja ksztatt, rozmiar i potozenie orbity w przestrzeni.
2. Szésta liczba to chwila przelotu przez perycentrum: méwi, gdzie na orbicie jest satelita w danej chwili.
Zwiazek czasu z potozeniem daje rownanie Keplera (lekcja 2 Elementy orbitalne, réwnanie Keplera i $lad
naziemny).

2. 1.Przy h = 0mamy p = 0, e = 1: elipsa zdegenerowana do odcinka (gdy £ < 0) o dlugosci 2a, z ogniskami na
koricach. Réwnanie r = p/(1 + ecosv) traci sens, ale a = —pu/2¢ i okres 274 /a3/p dzialaja.

2. Czas spadku z 7 do $rodka (gdyby Ziemia byta punktem) to potowa okresu elipsy o a = r/2: w1/ /(81).
Z orbity Ksiezyca to ok. 4,8 doby.

3. 1.Zdefinicji e: v x h = p(e + #). Mnozac wektorowo przez h (prostopadie dov): v = & h x (e + £). Sktadnik
%ﬁ x T ma stala dlugos¢ p/h i obraca sie razem z #; sktadnik %fl x e jest staty. To okrag o promieniu p/h
przesuniety o ue/h.

2. Najwieksza predko$é to £(1 + e) (perycentrum), najmniejsza & (1 — e) (apocentrum). Dla e > 1 zero lezy
poza okregiem: predkos¢ nigdy nie spada do zera.

4. 1.Sila jest nadal centralna i zachowawcza: h i energia (z innym potencjatem) sie zachowuja, ruch jest
ptaski, prawo p6l obowiazuje.

2. Wektor mimosrodu nie jest juz staly: orbita jest ,elipsa”, ktérej perycentrum powoli sie obraca (rozeta).
Stato$é e to szczegblna wlasnoséé doktadnie 1/r%; obrét perycentrum Merkurego, ktérego nie ttumaczyty
inne planety, byt jednym z testéw ogolnej teorii wzglednosci.

5. 1.Energia (czyli a) nie zalezy od . Warunek graniczny r, = Rir, = a(l —e) dajee =1 — R/a,astad p =
a(l—é?).

2.Zh=rvcosyip=h?/p: cosYmax = /up/(rv). Dla 300 km i 8 km/s: a = 7198, e = 0,114, p = 7105 km,

cosy = 53217/53 425, Yy = 5,1° (przy pominieciu atmosfery).

Astronautyka - Lekcja 1: Zagadnienie dwoch ciat - Zrodta: H. D. Curtis, Orbital Mechanics for Engineering Students (rozdz. 2); C. A. Kluever, Space Flight
Dynamics (Wiley, rozdz. 2); R. R. Bate, D. D. Mueller, J. E. White, Fundamentals of Astrodynamics (rozdz. 1). State: g, = 398 600,44 km?®/s?, R, = 6378,137
km. Wszystkie liczby policzone na nowo (tools/verify/al.py).
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